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Аннотация: Разработан алгоритм, обеспечивающий быстрое формирова-

ние из системы линейных дифференциальных уравнений передаточной функции, 
определение корней характеристического уравнения в комплексной плоскости, 
позволяющий проводить детальный анализ и определять собственные частоты 
многомассовых динамических систем. На основании принципа Даламбера и ис-
пользуя уравнения Лагранжа второго рода, составлена система дифференциаль-
ных уравнений для описания движения девятимассовой системы привода механи-
ческого смесителя, подверженного крутильным колебаниям. Получены и проана-
лизированы амплитудно-частотные и фазочастотные характеристики звеньев 
(участков) модели динамической системы привода механического перемешиваю-
щего устройства емкостного аппарата (реактора) с учетом демпфирования. 
 

 
 

Введение 
 

Одним из основных и наиболее широко применимых в различных отраслях 
промышленности способов развития турбулентных потоков жидкофазных про-
дуктов в аппаратах и реакторах являются механическое перемешивание при по-
мощи быстроходных вращающихся мешалок различных конфигураций (конст-
рукций и модификаций) [1 – 18]. При этом, помимо качества протекающих гидро-
динамических и тепломассообменных процессов, важную роль для емкостных 
аппаратов (реакторов), оснащенных механическими смесителями с приводами, 
играет динамическая устойчивость валов и динамических систем в целом (вибро-
устойчивость).  

Из-за неточностей изготовления валов, закрепленных на них опор, деталей 
привода, механических смесителей, а также погрешностей при их сборке и мон-
таже привода, центр тяжести механической системы, состоящий из многих дета-
лей, не находится на оси вала, а практически всегда смещен относительно равно-
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весного положения на некоторый эксцентриситет и поэтому имеется остаточный 
дисбаланс. При вращении вала вследствие дисбаланса и колебаний сил и момен-
тов возникают переменные по направлению силы инерции, дополнительно на-
гружающие валы и опоры и возбуждающие крутильные и изгибные колебания 
механической системы с высокой частотой и относительно малой амплитудой 
(вибрации) [19 – 21]. 

Возникающие упругие колебания многомассовой динамической системы 
особенно опасны в зоне резонансов (критических диапазонах), когда частоты вы-
нужденных колебаний, вызванных колебаниями сил и моментов, совпадают с час-
тотами собственных колебаний динамической системы [21 – 23].  

Цель работы – совершенствование моделей и методик расчета динамиче-
ской нагруженности и виброустойчивости многомассовых систем приводов меха-
нических перемешивающих устройств (перемешивания жидкофазных продуктов) 
емкостных аппаратов (реакторов). 

На основании анализа разработанной динамической модели привода механи-
ческого смесителя с консольным валом [24], по общей аналогии с методикой, 
представленной в работах [25 – 27] для быстроходного пролетного вала, получе-
ны значения моментов инерции масс модели и суммарные жесткости связей уча-
стков между элементами динамической модели. 

На основании принципа Даламбера и используя уравнения Лагранжа второго 
рода, движение крутильно-колеблющейся девятимассовой системы при вынуж-
денных колебаниях описывается следующей системой дифференциальных урав-
нений: 

                      1)

 
 

где I1, I2, ..., I9  – моменты инерции масс; C1,2, C2,3, ...,C8,9 – жесткости их связей; 
ϕ1, ϕ2, ..., ϕ9 – углы поворота масс; 921 ,...,, ϕϕϕ  – скорости масс; 921 ...,,, ϕϕϕ  – 
ускорения масс в колебательном движении; k1, k2,…, k9  –  коэффициенты демп-
фирования масс; Мдв – крутящий момент электродвигателя; Мс  – момент сопро-
тивления мешалки. 

Для решения системы уравнений использован комплекс научных и инженер-
ных расчетов MATLAB [21]. Описание блоков и алгоритмы построения динами-
ческих моделей в среде визуального моделирования Simulink подробно рассмот-
рены в справочной и специальной литературе, ссылки на которую приведены  
в пособии [21]. На рисунке 1 представлен общий вид емкостного аппарата с меха-
ническим перемешивающим устройством, геометрические параметры которого 
подробно приведены в работе [24]. Динамическая модель привода мешалки раз-
работана в системе визуального моделирования Simulink [21]. С помощью встро-
енных функций языка MATLAB из непрерывной модели получена передаточная 
функция динамической системы. 
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По разработанному алгоритму програм-
ма выполняет линеаризацию Simulink моде-
ли, создание передаточной функции из фор-
мы модели состояния пространства, поиск 
корней характеристического уравнения  
в комплексной плоскости, построение диа-
грамм Боде (АЧХ, ФЧХ) и Найквиста 
(АФЧХ) [21]. В алгоритме расчета преду-
смотрена проверка знака мнимой части по-
лученных корней характеристического урав-
нения, на основании которой происходит 
выборка собственных частот.  
 

Расчет параметров динамической  
системы привода механического  
перемешивающего устройства  
емкостного аппарата (реактора)  

с учетом демпфирования 
 

Если динамический расчет ведется с це-
лью определения собственных частот систе-
мы из спектра частот вероятных гармониче-
ских составляющих возбуждающего момен-
та, то усложнение эквивалентной колеба-
тельной системы за счет введения неупругих 
сопротивлений в системе нецелесообразно. 
Но такого анализа недостаточно, когда резо-
нанс в силовом приводе неизбежен. В этом 
наиболее общем случае первостепенное зна-
чение приобретает расчет моментов, нагру-
жающих валы и элементы привода с учетом 
поглощения энергии колебаний и сил неупру-
гого сопротивления или диссипативных сил. 

Рассматривая силы неупругого сопротивления, следует отметить, что при их 
формальном учете, кроме внутреннего рассеяния энергии колебаний в расчетной 
схеме необходимо также распознавать вклад внешнего демпфирования, прило-
женного к перемешивающим устройствам. 

Внешнее демпфирование в основном зависит от свойств и конфигурации 
применяемых механических смесителей (мешалок) и реологических свойств пе-
ремешиваемых жидкофазных продуктов (продуктов химических реакций).  
При малых амплитудах крутильных колебаний элементов приводов перемеши-
вающих устройств или механических смесителей (мешалок), приложенные к ним 
диссипативные силы имеют небольшие значения. При установившейся скорости 
вращения мешалки силы неупругого сопротивления вращению перемешивающего 
устройства, зависящие от свойств перемешиваемой среды (жидкофазных продук-
тов), уравновешиваются с вращающим моментом электродвигателя.  

Преобразование системы дифференциальных уравнений с учетом диссипа-
тивных сил (1) в передаточную функцию выполняется по аналогичному алгорит-
му преобразования системы дифференциальных уравнений без учета демпфиро-
вания [21]. Значения собственных частот системы без учета ωс  и с учетом демп-
фирования ωс(д) представлены в табл. 1. Как видно из приведенной таблицы, учет 
диссипативных сил при динамическом расчете влияет на изменение значений 
собственных частот системы не более 1,0 – 1,5 %.  

Рис. 1. Внешний вид  
емкостного аппарата (реактора)  

с механическим перемешивающим 
устройством 
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Таблица 1 
Значения собственных частот динамической системы  

без учета демпфирования и с учетом диссипативных сил 
 

Частота, Гц 
Номер частоты 

1 2 3 4 5 6 7 8 

ωс 59,88 286,89 620,01 691,88 1738,33 2731,79 6434,53 6651,49 

ωс(д) 58,98 282,12 613,32 691,52 1736,39 2731,21 6434,65 6650,65 
 

 
 

Рис. 2. АЧХ, ФЧХ участков модели без учета диссипативных сил 
 
Объединенная амплитудно-частотная (АЧХ) и фазочастотная (ФЧХ) харак-

теристики всех участков силовой цепи представлена на рис. 2. Амплитудно-
частотные характеристики участков динамической системы представляют отно-
сительную величину амплитуд изменяющихся приведенных моментов, нагру-
жающих валы привода механического смесителя при различных значениях частот 
возмущения. Фазочастотная характеристика показывает смещение фаз нагру-
жающих участки силовой цепи моментов относительно фазы возбуждающего ко-
лебания момента.  

Анализ значений собственных частот системы позволил определить опасные 
оборотные частоты вращения приводного вала механизма, а также его гармониче-
ские составляющие – кратные оборотной частоте, при совпадении которых с од-
ной из собственных частот системы возможно появление резонансов. Кроме того, 
определены диапазоны частот вращения вала электродвигателя, при которых воз-
можны совпадения собственных частот с зубцовыми частотами перезацепления 
колес редуктора, вызванные соударениями в зубьях вследствие ошибок, погреш-
ностей или износа в основных шагах колес.  
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Для рассматриваемого в работе асинхронного двигателя серии АМН250S2, 
рабочей является частота вращения 2960 об/мин. На исследуемом аппарате уста-
новлен планетарный редуктор серии ВО-IV. Передаточное число редуктора со-
ставляет 3,88. Число зубьев солнечной шестерни – 51, сателлитов – 48, коронной 
шестерни – 147. Графические изображения соответствия собственных частот си-
ловой передачи с зубцовыми частотами перезацепления колес планетарного ре-
дуктора в зависимости от частоты вращения электродвигателя представлены  
на рис. 3. Анализ графических зависимостей показал, что совпадение первых че-
тырех собственных частот системы с зубцовыми происходит в диапазонах частот 
вращения электродвигателя: 50…300, 700…1000 и 2000…2300 Гц, которые лежат 
вне диапазона рабочих частот вращения вала механического смесителя. Совпаде-
ние собственных частот может возникать кратковременно, только при разгоне или 
остановке электродвигателя, то есть при переходных процессах (режимах).  
При кратковременном совпадении собственных частот амплитуды моментов не 
успевают достигать критических значений, имеют локальный характер и не при-
водят к преждевременному изнашиванию и поломке деталей привода. 

Несколько иная картина наблюдается при приближении частоты вращения 
электродвигателя к рабочей зоне – 2950 об/мин (рис. 4). Частота перезацепления 
солнечной шестерни с сателлитами приближается к шестой собственной частоте 
системы – 2731 Гц. В данном рабочем диапазоне система может работать дли-
тельное время, достаточное для развития значительных амплитуд упругих момен-
тов, вызванных резонансными явлениями в силовой цепи и приводить к выходу 
из строя деталей и узлов привода механического смесителя.  

Аналогичную картину совпадения первой собственной частоты со второй по 
шестую гармоническими составляющими частоты вращения вала электродвигате-
ля можно увидеть в диапазоне частот вращения 600…1600 об/мин, который явля-
ется диапазоном переходных режимов при раскручивании вала электродвигателя 
и не оказывает существенного влияния на нагруженность передачи. Однако на 
частоте вращения 2950 об/мин может возникнуть резонанс шестой гармоники со 
второй собственной частотой системы – 282 Гц.  

 

 
Рис. 3. Соответствие собственных частот передачи с зубчатыми частотами  

перезацепления колес планетарного редуктора в зависимости  
от частоты вращения электродвигателя 

(ωсол, ωкор – частоты солнечной и коронной шестерней соответственно) 
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Рис. 4. Соответствие собственных частот передачи  
с гармоническими составляющими, кратными частоте вращения электродвигателя 

 
Заключение 

 
Разработанная методика построения и анализа динамических систем сило-

вых передач приводов механических перемешивающих устройств емкостных ап-
паратов (реакторов), позволяет на этапе их проектирования формировать динами-
ческие модели сложных структурных разновидностей: разветвленных, кольцевых,  
замкнутых, с реактивными связями и т.д. Разработанный алгоритм, используя 
встроенные функции языка научных расчетов MATLAB, предоставляет быстрое 
формирование из системы линейных дифференциальных уравнений передаточной 
функции, определение корней характеристического уравнения в комплексной 
плоскости. Полученные результаты расчетов используются для определения соб-
ственных частот динамической системы привода.  

В следующей (третьей) части работы будут построены амплитудно-частот-
ные и фазочастотные характеристики динамической системы, представлены рас-
чет и анализ форм колебаний многомассовой динамической системы привода ме-
ханического перемешивающего устройства емкостного аппарата (реактора) с бы-
строходным консольным валом. 
 

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда 
№ 25-29-00496, https://rscf.ru/project/25-29-00496/, «Моделирование тепло- и мас-
сообменных процессов в экологическом и нефтегазоперерабатывающем оборудо-
вании с учетом структуры потоков». 
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A Study of Dynamic Characteristics of a Mechanical Stirrer Drive  
in a Capacitive Apparatus to Reduce Its Vibration. 

Part 2. Construction of a Dynamic Model of the Power Transmission, 
Determination and Analysis of the System's Natural Frequencies 
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Abstract: An algorithm has been developed that enables the rapid formation of  

a transfer function from a system of linear differential equations and the determination 
of the roots of the characteristic equation in the complex plane, enabling detailed 
analysis and determination of the natural frequencies of multimass dynamic systems. 
Based on d'Alembert's principle and using Lagrange's equations of the second kind,  
a system of differential equations was developed to describe the motion of a nine-mass 
drive system of a mechanical mixer subject to torsional vibrations. The amplitude-
frequency and phase-frequency characteristics of the links (sections) of the dynamic 
drive system model of a mechanical mixing device of a capacitive apparatus (reactor) 
were obtained and analyzed, taking into account damping. 
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Untersuchung der dynamischen Eigenschaften  
des mechanischen Mischantriebs des kapazitiven Geräts  

zur Reduzierung seiner Vibrationen. 
Teil 2. Aufbau des dynamischen Modells der Kraftübertragung,  

Bestimmung und Analyse der Eigenfrequenzen des Systems 
 
Zusammenfassung: Es ist ein Algorithmus entwickelt, der schnell eine 

Übertragungsfunktion aus einem System linearer Differentialgleichungen generiert und 
die Wurzeln der charakteristischen Gleichung in der komplexen Ebene bestimmt, 
wodurch eine detaillierte Analyse und Bestimmung der Eigenfrequenzen dynamischer 
Mehrmassensysteme ermöglicht wird. Basierend auf dem d'Alembert-Prinzip und unter 
Verwendung der Lagrange-Gleichungen zweiter Art ist ein System von 
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Differentialgleichungen zusammengestellt, um die Bewegung des Neun-Massen-
Antriebssystems des mechanischen Mischers zu beschreiben, der 
Torsionsschwingungen ausgesetzt ist. Die Amplituden-Frequenz- und Phasen-Frequenz-
Kennlinien der Verbindungen (Abschnitte) des dynamischen Antriebssystemmodells für 
die mechanische Mischvorrichtung des kapazitiven Apparats (Reaktors) sind ermittelt 
und unter Berücksichtigung der Dämpfung analysiert. 

 
 

Étude des caractéristiques dynamiques de l'entraînement du dispositif 
d'agitation mécanique de l'appareil osseux afin  

de réduire sa capacité de vibration. 
Partie 2. Construction d'un modèle dynamique de transmission  

de puissance, détermination et analyse des fréquences propres du système 
 

Résumé: Est développé un algorithme pour fournir une formation rapideà partir 
d'un système d'équations différentielles linéaires de la fonction de transfert, la 
détermination des racines de l'équation caractéristique dans le plan complexe, 
permettant une analyse détaillée et la détermination des fréquences propres des 
systèmes dynamiques multi-masses. A la base du principe de Dalembert et en utilisant 
les équations de Lagrange du deuxième type, est établi un système d'équations 
différentielles pour décrire le mouvement d'un système d'entraînement à neuf masses 
d'un mélangeur mécanique soumis à des vibrations de torsion. Sont obtenues et 
analysées les caractéristiques d'amplitude - fréquence et de phase des unités (sections) 
du modèle du système dynamique d'entraînement du dispositif de transmission 
mécanique du dispositif capacitif (réacteur) en tenant compte de l'amortissement. 
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