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Аннотация: Рассмотрено численное решение нелинейной задачи тепло-

проводности в пористой пластине, образованной трижды периодическими мини-
мальными поверхностями. Краевая задача учитывает зависимость теплофизиче-
ских свойств материала (теплопроводности, теплоемкости, плотности) пластины 
от температуры. Представленная математическая постановка задачи также учиты-
вает зависимость теплофизических свойств пористой пластины от геометрических 
особенной элементарных ячеек. Решение краевой задачи получено двумя метода-
ми: конечных разностей и конечных элементов. Представлены графики распреде-
ления температуры по пространственной координате и во времени. 

 
 

 
Введение 

 

В последние десятилетия в связи с развитием аддитивных технологий широ-
ко применяются пористые материалы с прогнозируемыми свойствами, например, 
пористые материалы, образованные трижды периодическими минимальными по-
верхностями (ТПМП). Использование их в различных областях промышленности 
обусловлено рядом преимуществ: малым весом; высокой прочностью; возможно-
стью варьирования термического сопротивления материала в зависимости от гео-
метрических размеров выбранной элементарной ячейки ТПМП.  

Исследованию процессов теплопереноса в пористых материалах посвящено 
множество работ [1 – 4], однако авторы не учитывали зависимость теплофизиче-
ских свойств материала от температуры. Учет этой зависимости при математиче-
ском моделировании теплопереноса в пористых телах приводит к существенному 
усложнению решаемых дифференциальных уравнений, однако позволяет прибли-
зиться к описанию реальных процессов. Зависимость теплофизических свойств от 
температуры позволит более точно определять распределение температурных 
полей в теле, например, в процессах, где важно соблюдать технологические огра-
ничения (по термонапряжениям и деформациям). 

При математическом моделировании нелинейных задач теплопереноса воз-
можно использование как численных, так и аналитических методов. Так, в рабо-
тах [5 – 7] с использованием аналитических методов получены решения нелиней-
ных задач теплопроводности, обладающие удовлетворительной точностью во 
всем диапазоне времени. Несмотря на преимущества использования аналитиче-
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ских методов, более широкое распространение при решении нелинейных задач 
теплопроводности в настоящее время получили численные методы, которые по-
зволяют свести решение к выполнению конечного числа арифметических дейст-
вий над числами, что упрощает решение сложных краевых задач [8 – 12]. 
 

Математическая постановка задачи 
 

В настоящей работе рассматривается нелинейная задача теплопроводности  
в пористой стенке, структура которой основана на ТПМП типа Шварца P с тол-
щиной стенки 2L (рис. 1). При постановке краевой задачи в середине пластины 
вводится условие симметрии, вследствие чего рассматривается половина пласти-
ны с толщиной L. 

Принимаются следующие зависимости теплопроводности, теплоемкости  
и плотности материала от температуры: 
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где 0λm , 0
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соответственно при значении начальной температуры 0T ; β , γ , ψ  – коэффициен-
ты, определяемые опытным путем. В качестве материала пористой пластины при-
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В целях дальнейшего осреднения теплофизических свойств материала ис-
пользуется метод минимального репрезентативного объема [14]. 

Согласно методу минимального репрезентативного объема, вместо истинного 
значения коэффициента теплопроводности принимается эффективный коэффициент 

 

 
Рис. 1. Модель пластины на основе ТПМП Шварца P 
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теплопроводности effλ . Для элементарной ячейки Шварц P эффективная тепло-
проводность определяется следующей зависимостью: 

 
2

χπ
λλeff m= , (5) 

где mλ  – коэффициент теплопроводности материала твердотельного каркаса; χ  – 
относительная толщина, l/δχ = ; δ  – толщина стенки элементарной ячейки;  
l  – линейный размер ячейки (длина ребра куба). 

Эффективная плотность пористого материала effρ  зависит от пористости  
и определяется линейной зависимостью вида 

 

 )]χ(1[ρρeff ϕ−= m , (6) 
 

где mρ  – истинное значение плотности материала каркаса, из которого 
изготовлена пористая структура; )χ(ϕ  – коэффициент пористости, определяемый 
в зависимости от геометрических параметров элементарной ячейки. 

Пористость ячейки Шварц P зависит лишь от геометрических параметров 
самой ячейки и определяется следующим выражением [15]: 
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Выражение (4) с учетом (1) – (3), (5), (6) примет вид 
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где )χ(A  – коэффициент, зависящий только от геометрических размеров элемен-
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Математическая постановка одномерной задачи, с учетом гомогенизации 
среды и зависимости теплофизических свойств материала каркаса от температу-
ры, принимает вид (рис. 2): 
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Рис. 2. Схема теплообмена Рис. 3. Исходная геометрия 
 
где 0TTT w −=Δ , 0TTw > , wT  – температура на поверхности стенки; 

)/()( 00 TTTT w −−=Θ  – безразмерная температура; Lx /ξ =  – безразмерная про-
странственная координата; ...}3,2,1{, == klkL , l  – линейный размер ячейки 

(длина ребра куба); 20 δ/τFo ma=  – число Фурье. 
 

Численное решение 
 

Решение поставленной краевой задачи (10) – (13) осуществлялось методом 
конечных разностей (МКР) [16,17] в программном комплексе MathCAD. Соглас-
но данному методу принимается пространственно-временная сетка с шагами по 
пространственной координате xΔ  и по времени τΔ . При этом  

 

;,0,Δξξ Iiii == Kkkk ,0,ΔFoFo == ,                           (14) 
 

где KI ,  – число шагов по пространственной и временной координатам соответ-
ственно. 

На данной пространственно-временной сетке (14) вводятся сеточные функ-
ции )Fo(ξ ki

k
i ,Θ=Θ . Используется явная схема аппроксимации. 

 
Численное моделирование 

 

В рамках работы выполнено численное моделирование нестационарного 
процесса теплопроводности в пористой ТПМП-пластине с использованием метода 
конечных элементов (МКЭ). 

Для решения данной задачи применялся модуль Transient Thermal программ-
ного комплекса ANSYS. Исходная геометрия для численного моделирования по-
казана на рис. 3. Изображенная ячейка трижды периодической минимальной по-
верхности Шварца Р является минимальным репрезентативным объемом, кото-
рый обладает такими же теплофизическими свойствами, как и пористая пластина, 
состоящая из любого числа ячеек (см. рис.1). Таким образом, для определения 
распределения температуры в пористом ТПМП-материале достаточным является 
решение задачи теплопроводности в минимальном репрезентативном объеме. 

При решении данной задачи в ANSYS Transient Thermal задавались следую-
щие краевые условия: начальная температура (функция Initial Temperature) 30 °С; 
постоянная температура стенки на кольце, отмеченном на рис. 3 (функция  
Temperature) 120 °С. Взаимодействия ячейки с материалом, заполняющим полос-
ти, не учитывались. 
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Рис. 4. Конечно-элементная сетка 
 
Сетка для решения задачи методом конечных элементов изображена на  

рис. 4 и состоит из 4 млн элементов. Для анализа качества конечно-элементной 
сетки оценивались такие параметры, как Element Quality, Aspect Ratio, Skewness  
и Orthogonal Quality. 

В результате решения задачи построены графики изменения температуры  
в ячейке по координате z. Для этого с некоторым шагом построены сечения, пер-
пендикулярные оси OZ, в которых определялась средняя температура. Следует 
отметить, что значения температуры и координаты приведены к безразмерному 
виду для сопоставления полученного решения с результатами решения задачи 
(10) – (13) методом конечных разностей. 

 
Результаты 

 

На рисунке 5 представлено распределение безразмерной температуры в по-
ристой пластине по пространственной координате. Показанный график учитывает 
зависимость теплоемкости, плотности и теплопроводности каркаса плоской по-
ристой пластины от температуры. Пористая пластина образована элементарными 
ячейками типа Шварца P. В качестве материала каркаса пластины используется 
алюминий. Свойства алюминия приняты согласно [13]. Отметим, что при сравне-
нии решений, полученных МКР и МКЭ, расхождение не превышает 5 %. 

На рисунке 6 показан график распределения безразмерной температуры во 
времени в пористой пластине. Из анализа кривых следует, что с течением времени 
наблюдается выход безразмерной температуры на стационарное значение. 

 

 
Рис. 5. Распределение температуры по координате 

(сплошная линия – МКР, пунктир – МКЭ (Ansys)) 
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Рис. 6. Распределение температуры во времени 

 

 
 

Рис. 7. Учет влияния зависимости теплофизических свойств материала от температуры 
на распределение температурного профиля в пористой пластине во времени 

(сплошная линия – с учетом зависимости; пунктир – без учета) 
 
На рисунке 7 представлены графики распределения безразмерной темпера-

туры во времени в пористой пластине, образованной элементарными ячейками 
Шварц P, учитывающие влияние зависимости теплофизических свойств материа-
ла от температуры. При построении данных кривых учитывались линейные зави-
симости теплопроводности, теплоемкости и плотности материала пористой пласти-
ны от температуры. Из анализа представленного графика следует, что учет зависи-
мости теплофизических свойств от температуры приводит к поправке значений 
безразмерной температуры, при этом полученное распределение температуры во 
времени приближается к описанию протекающего процесса в действительности.  

 
Заключение 

 

В настоящей работе рассмотрена краевая задача нелинейной теплопроводно-
сти в пористой плоской пластине, образованной элементарными ячейками Шварц P. 
Математическая постановка данной задачи учитывает линейную зависимость те-
плофизических свойств материала пластины от температуры, а именно теплопро-
водности, теплоемкости, плотности. В работе получены графики распределения 
безразмерной температуры по пространственной координате и во времени. Прове-
ден сравнительный анализ решений, полученных методом конечных разностей  
и методом конечных элементов. Расхождение между результатами не превышает 5 %. 

 
Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда  

№ 23-79-10044, https://rscf.ru/project/23-79-10044/. 
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Abstract: A numerical solution of a nonlinear heat conduction problem in  

a porous plate formed by triply periodic minimal surfaces is considered. The boundary 
value problem takes into account the temperature dependence of the material's 
thermophysical properties (thermal conductivity, heat capacity, density) of the plate. 
The presented mathematical formulation of the problem also takes into account the 
dependence of the porous plate's thermophysical properties on the geometric features  
of its unit cells. The solution to the boundary value problem is obtained using two 
methods: finite difference and finite element. Graphs of the temperature distribution 
over space and time are presented. 
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Numerische Lösung des Wärmeleitfähigkeitsproblems 
in einer porösen Platte unter Berücksichtigung der Abhängigkeit 

thermophysikalischer Eigenschaften von der Temperatur 
 

Zusammenfassung: Diese Arbeit präsentiert eine numerische Lösung für das 
nichtlineare Wärmeleitungsproblem in einer porösen Platte, die aus dreifach 
periodischen Minimalflächen besteht. Das Randwertproblem berücksichtigt die 
Temperaturabhängigkeit der thermophysikalischen Materialeigenschaften 
(Wärmeleitfähigkeit, Wärmekapazität, Dichte) der Platte. Die vorgestellte 
mathematische Formulierung des Problems berücksichtigt zudem die Abhängigkeit der 
thermophysikalischen Eigenschaften der porösen Platte von den geometrischen 
Merkmalen ihrer Elementarzellen. Die Lösung des Randwertproblems ist mithilfe 
zweier Methoden erreicht: Finite-Differenzen und Finite-Elemente. Es sind Graphen der 
Temperaturverteilung in Bezug auf die räumliche Koordinate und die Zeit präsentiert.  

 
 
Solution numérique du problème de conductivité thermique dans 

une plaque poreuse, en tenant comptede la dépendance 
des propriétés thermophysiques de la température 

 

Résumé: Est considérée la solution numérique du problème non linéaire de la 
conductivité thermique dans une plaque poreuse formée par trois fois des surfaces 
minimales périodiques. La tâche de  bordtient compte de la dépendance des propriétés 
thermiques du matériau (conductivité thermique, capacité thermique, densité) de la 
plaque à la température. Est présenté l'énoncé mathématique du problème qui tient 
également compte de la dépendance des propriétés thermophysiques de la plaque 
poreuse sur les cellules élémentaires géométriques. La solution du problème de bord est 
baséesur deux méthodes: les différences finies et les éléments finis. Sont présentés des 
graphiques de la répartition de la température en fonction de la coordination spatiale et 
du temps. 
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