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Рис. 2. Схема расположения фильтроматериала 

во внутренней полости ЦОР:  
1 – пластина-основание; 2 – корпус ЦОР;  

3 – положение фильтроматериала  
на середине радиуса ЦОР 

 
Дозирование влаги осуществлялось с помощью 

одноканального автоматического пипет-дозатора 
Hamilton Soft Touch, объем которого варьируется  
в диапазоне 50…1000 мкл, дискретность 0,1…2,0 мкл 
с погрешностью не более 1,5 %. На рисунке 3 показан 
внешний вид гидрофильного фильтра марки РММ 
3509. Измерения температуры фильтра осуществля-
лись пирометром фирмы LINI-TUT303B. 

В таблице 2 сведены экспериментальные значе-
ния нагруженных добротностей ЦОР с колебанием 
Н011 и возмущением в виде сухого и смоченного во-
дой фильтроматериала, где Q0 – нагруженная доброт-
ность резонатора с сухим фильтром при различных 
температурах и частотах f = 5,56 ГГц, f = 8,10 ГГц;  
Q1н и Q2н – нагруженные добротности резонатора  
с фильтром, смоченным водой объемом 1 и 0,5 мкл 
соответственно. 

 

Таблица 2 
Экспериментальные значения добротности ЦОР с колебанием Н011 

 

Добротность ЦОР 

Частота  f, ГГц 
5,56 8,10 

Температура, °C 
2,5 13 20 0,5 15 25 

Q0 14010 13920 13900 3160 3130 3130 

Q1н 4150 5630 7310 610 1140 1450 

Q2н 7780 11600 12630 1320 2340 2710 
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Рис. 1. Внешний вид демонстраторов  

1 – скалярный измеритель цепей Р2М-18; 
2 – интерфейс управления Р2М-18;  
3, 4 – демонстраторы в виде ЦОР  
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Рис. 3. Внешний вид  
фильтроматериала марки 

РММ 3509:  
1 , 2 – сухой и смоченный 

водой фильтры  
соответственно 

1 
2 
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Анализ экспериментальных результатов подтверждает представленное ранее 
предположение: 

–  уменьшение объема резонатора увеличивает относительный возмущаю-
щий объем; 

–  увеличение резонансной частоты и уменьшение температуры исследуемой 
среды вызывает рост мнимой диэлектрической проницаемости воды, что в сово-
купности приводит к росту чувствительности. 

Измерение изменения добротности, вызванное наличием свободной влаги, 
является информативным параметром прямого электрометрического метода 

 

н0 QQQ −=Δ .                                                         (1) 
 

Поэтому, чем больше данный параметр, тем лучше метрологические свойст-
ва (в случае фиксированной абсолютной погрешности δQ измерения разности 
ΔQ). Погрешность измерения δQ разности ΔQ определяется абсолютными по-
грешностями измерения Q0 и нQ  – 0Qδ  и нQδ  соответственно. Для случая неза-
висимых случайных величин 

2
н

2
0 QQQ δ−δ=δ .                                                        (2) 

 

Отношения ( ) %100н1 ⋅Δ QQ  и ( ) %100н2 ⋅Δ QQ  для фильтров, смоченных 
водой объемом 1 и 0,5 мкл соответственно, показаны в табл. 3.  

 
Таблица 3 

Относительное изменение добротности ЦОР с колебанием Н011 
 

Относительное  
изменение добротности, % 

Частота колебания f, ГГц 
5,56 8,10 

Температура, °C 
2,5 13 20 0,5 15 25 

( ) %100н1 ⋅Δ QQ  235 145 90 420 170 115 

( ) %100н2 ⋅Δ QQ  45 15 10 140 35 15 
 

 
 

Рис. 4. Отчет измерений Р2М-18 для случая фильтра, смоченного 1 мкл воды,  
температуры t = 0,5 °C и частоты f = 8,10 ГГц 
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Рис. 5. Отчет измерений Р2М-18  
для случая сухого фильтра, температуры t = 0,5 °C и частоты f = 8,10 ГГц:  

1 – резонансная кривая; 2 – трасса измерителя при резонансе; 3 – трасса измерителя,  
соответствующая уровню –3 дБ от затухания при резонансе; 4 – частота и затухание  

трассы; 5 – номер трассы при резонансе; 6 – номер трассы на уровне –3 дБ от затухания 
при резонансе 

 
Наглядно потенциальные возможности прямого электрометрического метода 

определения содержания свободной воды иллюстрируют отчеты скалярного изме-
рителя цепей Р2М-18 для температуры t = 0,5 °C и частоты f = 8,10 ГГц (рис. 4, 5).  

Наличие 1 мкл воды, смачивающей фильтроматериал марки РММ 3509, вы-
зывает изменение исходной Q0 = 3160 нагруженной добротности резонатора (воз-
мущение в виде сухого фильтра) до значения Q1н = 610. Перевод в объемную до-
лю свободной воды выглядит следующим образом. Отделение 1 мкл воды  
с 1 литра топлива соответствует 0,0001 об. %, со 100 мл топлива – 0,001 об. %. 
Увеличение исходной нагруженной добротности резонатора Q0 пропорционально 
позволяет улучшить метрологические свойства. 

 
Заключение 

 

Предлагаемый способ определения микролитровых объемов свободной влаги 
является прямым электрометрическим методом диапазона ниже 0,01 об. %.  
В мировой практике такие электрометрические методы отсутствуют. Потенци-
альные возможности разрабатываемого метода позволяют конкурировать с широ-
ко распространенным лабораторным методом Карла Фишера. В отличие от чувст-
вительного к совокупной влаге (растворенной и свободной) метода Карла Фишера 
прямой электрометрический микроволновый резонаторный метод позволяет  
отдельно определять микролитровые объемы свободной влаги. К преимуществам 
можно отнести конкурентную цену и реализацию других перспективных возмож-
ностей, в частности, измерение влагосодержания твердых образцов, электрофизи-
ческих характеристик материалов, металлических примесей в смазочных  
материалах. 
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Abstract: The laboratory method of Karl Fischer and the direct electrometric 

microwave resonator method, which makes it possible to separately determine 
microliter volumes of free moisture, are considered. An analysis of the potential 
capabilities of the direct electrometric method for determining the free water content in 
jet fuels is presented. Experimental studies of the sensitivity threshold were carried out 
using two demonstrators at frequencies of the order of f = 5.5 GHz and 8.1 GHz at two 
temperatures of the medium under study. The advantages of this method – high 
sensitivity, simplicity and high speed of execution – have been demonstrated. 
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Experimentelle Analyse der potenziellen Möglichkeiten  
der direkten elektrometrischen Methode zur Bestimmung  

des Freiwassergehalts in Düsentriebwerken 
 

Zusammenfassung: Die Karl-Fischer-Labormethode und die direkte 
elektromagnetische Mikrowellenresonator-Methode, die es ermöglicht, die 
Mikrolitermengen freier Feuchtigkeit getrennt zu bestimmen, sind untersucht. Es ist die 
Analyse der potenziellen Möglichkeiten der direkten elektrometrischen Methode zur 
Bestimmung des freien Wassergehalts in Düsentriebwerken vorgestellt. Experimentelle 
Untersuchungen der Empfindlichkeitsschwelle sind mit zwei Demonstratoren bei 
Frequenzen in der Größenordnung von f = 5,5 GHz und 8,1 GHz bei zwei Temperaturen 
des untersuchten Mediums durchgeführt. Die Vorteile dieser Methode sind aufgezeigt – 
hohe Empfindlichkeit, Einfachheit und hohe Ausführungsgeschwindigkeit. 

 
 

Analyse expérimentale du potentiel de la méthode électrométrique directe 
pour la détermination de la teneur en eau libre dans les carburants  

pour moteurs à réaction 
 

Résumé: Sont examinées la méthode de laboratoire de Karl Fischer et la méthode 
de résonance micro-ondes électrométrique directe permettant de déterminer séparément 
les volumes de microlitres d'humidité libre. Est présentée une analyse du potentiel de la 
méthode électrométrique directe pour la détermination de la teneur en eau libre dans les 
carburants pour les moteurs à reaction. Sont réalisées des études expérimentales du seuil 
de sensibilité à l'aide de deux démonstrateurs à des fréquences de l'ordre de f = 5,5 GHz 
et 8,1 GHz à deux températures du milieu étudié. Sont présentés les avantages de cette 
méthode: haute sensibilité, simplicité et vitesse d'exécution élevée. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ  ДИНАМИКИ  СОРБЦИИ  
В  ЦИКЛИЧЕСКИХ  АДСОРБЦИОННЫХ  ПРОЦЕССАХ   

РАЗДЕЛЕНИЯ  ГАЗОВЫХ  СМЕСЕЙ 
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Ключевые слова: адекватность модели; алгоритм определения структуры; 
динамика сорбции; математическая модель; структура модели; физико-химиче-
ская модель; циклический процесс. 

 
Аннотация: Рассмотрены особенности организации процесса разделения 

газов по технологии короткоцикловой адсорбции. Сформулирована постановка 
задачи и разработана обобщенная процедура построения математических моделей 
циклического процесса динамики сорбции возрастающей сложности на основе 
учета особенностей физико-химических явлений в системе «газовая смесь –  
адсорбент». Разработан алгоритм определения структуры математической модели 
динамики сорбции минимальной сложности, обеспечивающей адекватность  
реальному процессу функционирования установки короткоцикловой адсорбции 
при разделении газовых смесей  и концентрировании продуктового газа. Приве-
дены примеры построения математических моделей динамики сорбции различной 
сложности. 

 
Обозначения 

 

ia  – величина адсорбции i-го компонента  
в составе неподвижной среды, об. %; 

*
ia  – равновесная величина адсорбции  

i-го компонента, моль/г; 
b – вектор параметров/коэффициентов ма-
тематической модели процесса динамики 
сорбции; 

ic  – концентрация i-го компонента в со-
ставе подвижной фазы в расчете на единицу 
объема пористой среды (адсорбента), об. %; 

*
ic  – концентрация адсорбтива на поверх-

ности раздела фаз, равновесная текущей 
величине адсорбции, об. %; 

outin , cc  – составы газовой фазы на входе  
и выходе из адсорбера соответственно, об. %; 

apс , gpc
 

– удельные теплоемкости ад-

сорбента и газовой смеси соответственно, 
Дж/(моль⋅K); 

ilD , , imD , ,
 ilD ,  

– коэффициенты соответ-
ственно квазидиффузии, молекулярной  
и продольной диффузии, м2/с; 

*
iD  – эффективный квазидиффузионный 

коэффициент переноса, м2/с;   
G  – объемный расход потока газовой сме-
си, м3/с; 

outin , GG  – объемные расходы на входе  
и выходе из адсорбера соответственно, м3/с;  

ih  – теплота сорбции i-го компонента, 
Дж/моль; 
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i, k – номер и число компонентов смеси 
веществ соответственно;  

21, ll  – прямоугольные координаты, в 
которых рассматривается движение ве-
ществ;  

gM
 
– молекулярная масса газовой смеси, 

кг/кмоль; 
in
des

in
ads, PP  – давления на входе в слой ад-

сорбента на стадиях адсорбции и десорб-
ции соответственно, Па; 

out
adsP  – давление на выходе адсорбера, Па; 

iP  – парциальное давление i-го компонен-
та газовой смеси, Па;   

),( τlP  – распределение давления в слое 
адсорбента, Па; 

rgr  
– радиус сферической гранулы 

адсорбента, м; 
S  – площадь сечения переноса сорбируе-
мого вещества внутри пористой среды, м2; 

spS
 
– удельная поверхность гранул адсор-

бента, м2/м3; 
aT , gT

 
–  температуры адсорбента и  

газовой фазы в слое адсорбента соответст-
венно, K; 

out
g

in
g , TT

 
– температуры газовой фазы на 

входе и выходе из адсорбера, K; 
u – линейная скорость потока в пористой 
среде адсорбента, м/с; 
q – плотность внутреннего источника (или 
оттока) тепла, Вт; 

ээ, yx – экспериментально измеренные 
входные и выходные переменные; 
x, y – векторы независимых (входных)  
и зависимых (выходных) переменных объ-
екта моделирования (процесса динамики 
сорбции); 
α  – коэффициент теплоотдачи от поверх-
ности гранул адсорбента к потоку движу-
щейся фазы, Вт/(K⋅м2); 

iβ  – эффективная константа скорости 
диффузии, с–1; 
β′ , iβ′′  – константы скорости внешней и  
внутренней диффузии соответственно, с–1; 
жδ , 1ρ  – «желаемая» и расчетная невязки 

между экспериментальными и расчетными 
данными; 

aλ , gλ  
– коэффициенты теплопроводно-

сти соответственно адсорбента и газовой 
смеси вдоль линии тока, Вт/(м⋅K); 
ε  – порозность слоя адсорбента, м3/м3; 

gμ  – динамическая вязкость газовой 

смеси, Па·с ; 
aρ , gρ  

– плотности соответственно ад-

сорбента и газовой смеси,, кг/м3; 
τ  – время процесса сорбции, с; 

desads, ττ  – продолжительности стадий 
адсорбции и десорбции соответственно, с; 
ς  – коэффициент сферичности гранул 
адсорбента; 
ξ  – помеха при определении эксперимен-
тальных данных;  

 
 

Введение 
 

Общая теория динамики сорбции формулирует самые общие закономерности 
и методы, справедливые для любых видов сорбции. Для количественного матема-
тического описания динамики процесса сорбции обычно применяют феноменоло-
гический метод, устанавливающий функциональные зависимости между величи-
нами, характеризующими физическое явление с макроскопической точки зрения. 
При феноменологическом подходе в решении задач динамики сорбции исходят  
из основного допущения, что данный процесс является непрерывным процессом, 
а адсорбент рассматривается как некоторая проницаемая для газового потока  
фаза, в которой непрерывно и равномерно распределена «сорбционная актив-
ность» адсорбента [1, 2].  

Задача заключается в том, чтобы, зная исходные концентрации веществ в га-
зовой смеси, характер взаимодействия между адсорбентом и компонентами газо-
вой смеси, а также другие условия, влияющие на движение и распределение сор-
бируемых веществ, найти функции пространственного распределения компонен-
тов газовой смеси (адсорбтива) в сорбирующей среде (слое адсорбента) для любо-
го момента времени. Это прямая задача динамики сорбции. Для хроматографии 
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имеет важное значение и обратная задача: найти исходный состав смеси и кон-
центрации анализируемых веществ в ней, определив экспериментально распреде-
ление веществ в сорбирующей среде (слое адсорбента). Прямая и обратная задачи 
решаются с использованием математической модели (ММ) динамики сорбции. 

Для решения прямой и обратной задач динамики сорбции составляют систе-
му дифференциальных уравнений, количественно описывающих динамику про-
цесса сорбции; при этом проблема заключается в определении структуры данной 
системы уравнений ММ, обеспечивающей ее адекватность реальным процессам 
сорбции и хроматографии.  

Цель работы – постановка задачи и разработка алгоритма определения ми-
нимально сложной системы дифференциальных уравнений ММ динамики про-
цесса сорбции, обеспечивающей адекватное описание циклического процесса ад-
сорбционного разделения газовых смесей и концентрирования продуктового газа 
до заданной чистоты. 

 
Постановка задачи 

 

Процесс газоразделения по технологии короткоцикловой адсорбции (КЦА) 
заключается в последовательной организации стадий адсорбции и десорбции  
с разными характеристиками потоков на входе и выходе из адсорберов (рис. 1). 
Число используемых адсорберов и стадий в цикле (см. рис. 1, а) связано с необхо-
димостью оптимизации затрат на компримирование и вакууммирование газовых 
смесей, а также повышения степени извлечения целевого продукта при работе 
установки. В работах [3 – 10] рассматривались различные варианты организации 
многоадсорберных схем с числом адсорберов от 2 до 16 и количеством стадий  
от 6 до 12 [11 – 30]. 

Стадия 1 – адсорбция. В период )0( 1τ−  в адсорбер поступает питающий 
поток П (см. рис. 1, б) и осуществляется стадия адсорбции (см. рис. 1, а). На вы-
ходе формируется продуктовый поток Пр (см. рис. 1, б), обогащенный целевым 
газом. Процесс продолжается до нарушения требований к чистоте продуктовой 
газовой смеси в продуктовом потоке. При этом концентрация адсорбата уменьша-
ется по мере приближения к выходу из адсорбера. В целях повышения эффектив-
ности регенерации адсорбента часть выходящего из адсорбера потока (см. рис. 1, б) 
направляется в параллельно работающий адсорбер на стадию 4 для регенерации 
адсорбента (противоточной его промывки) (см. рис. 1, а). 

 

 
 

                                          а)                                                         б) 
 

Рис. 1. Циклограмма работы (а) и схема потоков (б) для одного адсорбера установки 
КЦА в течение цикла: 

стадии цикла: 1 – адсорбция; 2 – сброс давления; 3 – понижение давления;   
4 – противоточная промывка; 5 – подъем давления; 6 – повышение давления питающим 
потоком; П – питающий поток; Пр – продуктовый поток; Утил. – поток на утилизацию  
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Стадия 2 – сброс давления. По окончании стадии 1 подача газа в адсорбер 
прекращается и происходит переключение выходного потока на выход смежного 
адсорбера, прошедшего регенерацию и находящегося на стадии 5 – подъема дав-
ления до рабочего. За короткий промежуток времени )( 21 τ−τ  из адсорбера выхо-
дит газовая смесь, преимущественно заполняющая пустоты между гранулами ад-
сорбента, с характеристиками, близкими к продуктовой. Продолжительность дан-
ной стадии должна быть обоснована расчетами, чтобы концентрация адсорбиро-
ванных за время прохождения стадии примесей не привела к значительному 
уменьшению емкости адсорбента и снижению эффективности работы установки в 
целом. 

Стадия 3 – понижение давления. В период )( 32 τ−τ  при дальнейшем сниже-
нии давления происходит десорбция адсорбированных компонентов. Исходящий 
из адсорбера газовый поток в зависимости от своих характеристик направляется 
либо на утилизацию (см. рис. 1, б) либо используется для поднятия давления  
в смежных адсорберах установки. 

Стадия 4 – противоточная промывка. В период )( 43 τ−τ  осуществляется 
десорбция оставшихся в адсорбенте поглощенных компонентов, сопровождаемая 
противоточной подачей части продуктового потока (Пр) (см. рис. 1, б) из смежно-
го адсорбера, находящегося на стадии 1. Стадия используется для десорбции при 
противоточной промывке (см. рис. 1, а) оставшихся в слое нецелевых компонен-
тов газовой смеси до уровня, определяемого изотермой сорбции.  

Стадия 5 – подъем давления. В период )( 54 τ−τ  происходит противоточное 
заполнение адсорбера газовым потоком со стадии 2, использование которого 
обеспечивает экономию энергии на поднятие давления газа до рабочих характе-
ристик и сохранение продуктового газа, который остается в рабочем контуре ус-
тановки. 

Стадия 6 – повышение давления питающим потоком. В период )( 65 τ−τ
осуществляется повышение давления в адсорбере до рабочих характеристик пу-
тем подачи газовой смеси П и переход к стадии 1.  

Учитывая особенности организации и продолжительность стадий, использо-
вание ММ динамики сорбции целесообразно только на стадиях адсорбции 1  
и противоточной промывки 4. Для расчета характеристик, влияющих на работу 

установки на стадиях 2, 3, 5, 6 возможно использова-
ние упрощенных инженерных методик [31].  

Рассмотрим процессы в адсорбере, протекаю-
щие на стадиях адсорбции и десорбции. Пусть име-
ется пористая среда с высокоразвитой поверхностью 
(например, слой гранулированного адсорбента в ад-
сорбере), обладающая сорбционной способностью,  
и в эту среду вводится газовый поток смеси веществ 
(рис. 2). Введем в рабочем пространстве адсорбера 
прямоугольную систему координат 21lOl , в которой 
ось Oz совпадает с продольной осью 2Ol  адсорбера 
(слоя адсорбента), а начало системы координат соот-
ветствует «лобовому» слою адсорбента (см. рис. 2). 

В самом общем виде ММ динамики сорбции 
должна учитывать [1]: баланс веществ в процессе их 
движения в составе подвижной газовой среды и рас-
пределение в сорбирующей среде (слое адсорбента), 
кинетику и статику сорбции веществ, гидродинамику 
процесса движения потока газовой смеси веществ  

Рис. 2. Система координат 
Ol1l2 в адсорбере 

l1 

Z=l2 

O 

Z = l2

l1
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в пористой среде адсорбента, баланс тепла и теплопередачу в процессе сорбции  
в системе «движущийся поток газовой смеси – адсорбент». Характер движения  
и распределения сорбируемых веществ в слое адсорбента определяется также на-
чальными и граничными условиями осуществления процесса сорбции. 

Искомую ММ динамики процесса сорбции символически будем обозначать 
как 0),,( =byxF  и полагать, что она включает дифференциальные уравнения  
в частных производных первого и второго порядков с краевыми условиями, 
обыкновенные дифференциальные уравнения с начальными условиями и конеч-
ные уравнения, где вектор b неизвестен и подлежит определению по эксперимен-
тальным данным ээ , yx  [2]. 

Структура ),,( byxF  уравнений ММ динамики процесса сорбции неизвестна, 
будем строить ее, опираясь на гипотетические знания, аккумулированные в физико-
химической модели (ФХМ) процесса адсорбционного разделения газовых смесей. 

Структурная схема процесса адсорбционного разделения газовой смеси как 
объекта математического моделирования приведена на рис. 3; },{ 21 lll =  – про-
странственные переменные. 

Построение ММ динамики циклического процесса адсорбционного разделе-
ния газовых смесей заключается в определении структуры ),,( byxF  уравнений 

ММ и идентификации их параметров/коэффициентов *b  по экспериментальным 
данным ээ, yx  ( ξ+= yyэ ) таких, что решение этих уравнений с найденными *b  
будут в достаточной мере близки к выходным переменным y процесса динамики 
сорбции, свободным от помехи ξ. 

Структура ),,( byxF  корректируется в зависимости от принятых допущений, 
основанных на имеющейся информации об особенностях технологического про-
цесса адсорбционного разделения газов (табл. 1). Для обоснованного выбора до-
пущений желательно осуществить приближенный инженерный расчет процесса 
адсорбции и оценить требуемый объем адсорбента в адсорберах, а также пример-
ные параметры (давления адсорбции и десорбции, длительность стадий) осущест-
вления процесса разделения газов.  

 

 
 
 
 

Рис. 3. Результаты анализа адсорбционного процесса  разделения газовых смесей 
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Таблица 1 
Структура физико-химической модели  

процесса динамики сорбции при разделении газовых смесей  
 

Пространственная размерность задачи 
1. Одномерная (1D) 1а. Двухмерная (2D) 

Многокомпонентность газовой смеси 
2. Бинарная 2а. Многокомпонентная 

Преобладающий механизм сорбции 
3. Диффузионный 

(физическая адсорбция) 
3а. Химический  
(хемосорбция) 

Учет конечности скорости массопереноса в модели 
4. Равновесная 4а. Неравновесная 

Учет изменения температуры в модели 
5. Изотермическая 5а. Неизотермическая 

Лимитирующая стадия процесса массопереноса 
6. Лимитирующее 

внешнедиффузионное 
сопротивление 

6а. Лимитирующее 
внутридиффузионное 

сопротивление 

6б. Учет  
по совокупности внешней  
и внутренней диффузий 

Учет изменения скорости газовой фазы 
7. Скорость подвижной 

фазы постоянна  
(равна средней 
скорости) 

7а. Скорость подвижной фазы 
постоянна (равна средней 
скорости), а вероятность 
отклонения реальных 

скоростей от средней скорости 
учитывается введением  

в уравнение баланса веществ 
коэффициента квазидиффузии, 
характеризующего добавочный 
(к молекулярному) продольный 
перенос веществ вдоль линии 

тока 

7б. Скорость подвижной 
фазы переменная  

по высоте адсорбера, 
учитывается уравнением 
неразрывности потока 

Учет изменения давления газовой фазы 
8. Перепад давлений в слое значителен 8а. Перепад давлений в слое незначителен 

 
При этом целесообразно рассматривать наиболее простой случай – равно-

весную изотермическую адсорбцию (кинетика процесса и влияние тепловых эф-
фектов не учитывается) при постоянной скорости газа в адсорбере. 

При формировании системы допущений целесообразно учитывать следую-
щие соображения:  

–  если высота адсорбера установки КЦА превышает его внутренний диаметр 
в несколько раз, а влияние пристеночных эффектов незначительно, допустимо 
использование одномерной модели, предполагающей, что в сечении адсорбера 
распределение параметров равномерно и они изменяются только в аксиальном 
направлении [31, 32]; 

–  большинство адсорбционных процессов в зависимости от значений давле-
ний, температур, скоростей потоков и концентраций компонентов может проте-
кать как в равновесных (кинетика адсорбции влияет незначительно), так и нерав-
новесных (кинетика адсорбции влияет значительно) условиях; 

–  при малой концентрации сорбируемых компонентов в газовой смеси и, со-
ответственно, малых тепловых эффектах адсорбции/десорбции может быть при-
нята изотермическая модель процессов в адсорбер; 
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–  при значимых тепловых эффектах, а также при наличии стока тепла в ок-
ружающую среду из-за отсутствия теплоизоляции адсорбера целесообразно по-
строение неизотермической модели динамики сорбции;  

–  сорбция компонентов газовой смеси при движении газового потока в слое 
адсорбента приводит к изменению массовой скорости потока, что должно учиты-
ваться при значительном изменении  содержания компонентов в газовой смеси 
(предварительно в ходе приближенного инженерного расчета должна быть дана 
оценка значимости изменения содержания компонентов); 

–  соотношение скорости газового потока, высоты слоя и размера частиц ад-
сорбента влияет на величину перепада давлений в слое адсорбента и необходи-
мость ее учета;  

–  в случае, когда диаметр адсорбера составляет менее 10 – 15 диаметров 
гранул адсорбента, влияние пристеночных эффектов возрастает, что приводит  
к необходимости рассмотрения двумерной модели (параметры в сечении адсорбе-
ра существенно изменяются). 

Для сформированной с использованием принятых допущений структуры 
),,( byxF  необходимо определить вектор коэффициентов b. 

С помощью специальных методик и аналитического оборудования (напри-
мер, анализатор газовой сорбции высокого давления ISorb [33]) получают экспе-
риментальные изотермы адсорбции (например, уравнения Дубинина–Астахова, 
Ленгмюра и т.д. [34, 35]), позволяющие рассчитывать непрерывное поле значений 
равновесной концентрации компонентов *

ia  в рабочих диапазонах изменения 

температур T и давлений ),(* PTaP i . 
Для экспериментального расчета кинетических коэффициентов компонентов 

газовой смеси (при использовании модели неравновесной сорбции) необходимы ки-
нетические кривые, полученные в рабочих диапазонах осуществления процесса  
с использованием специализированного экспериментального стенда [5]. 

 
Методика построения математической модели  

динамики сорбции 
 

Обобщенная процедура построения ММ процесса динамики сорбции состоит 
из следующих этапов [36]. 

1.  Определение структуры  ),,( byxF  уравнений ММ. 

2.  Фиксация двух наборов экспериментальных данных ээ , yx  и ээ ~,~ yx , по-
лученных на исследуемом объекте. 

3.  Определение вектора параметров/коэффициентов ),( ээ* yxb=b  ММ (или 

параметрический синтез ММ) по экспериментальным данным ээ , yx  из первого 
набора.  

4.  Анализ адекватности математической модели 0),,( * =byxF  процессу ад-

сорбционного разделения газовых смесей по экспериментальным данным ээ , yx  
из второго набора. 

5.  Обеспечение адекватности ММ 0),,( * =byxF . Достигается путем услож-
нения структуры ФХМ модели, то есть учета явлений (см. табл. 1), которые ранее 
были приняты незначимыми (постоянными).  

На каждом этапе данной процедуры требуется решать одну или несколько 
частных задач, используя при этом разные методы и алгоритмы. 



Вестник Тамбовского государственного технического университета. 432

Получение структуры (или структурная идентификация) ММ динамики 
сорбции заключается в определении структуры ),,( byxF  такой, что ММ 

0),,( =byxF  будет описывать поведение циклического адсорбционного процесса 
с допустимой или желаемой погрешностью жδ . Можно предложить эвристиче-
ский алгоритм выбора подходящей структуры ),,( byxF  ММ, который базируется 
на принципе «от простого – к сложному» и понятии сложности структуры 

),,( byxF . Сконструируем ряд приемлемых структур ),,,(1 byxF  ,...),,,(2 byxF
),,(),,,( byxFbyxF mi  таких, что в определенном смысле каждая i-я структура 

сложнее (i – 1)-й. В качестве количественного показателя сложности структуры 
можно принять, например, количество учитываемых физико-химических явлений 
(см. табл.1), число стадий в цикле работы установки КЦА, порядок производной 
функции y, размерность вектора параметров/коэффициентов  ),...,,( 21 kbbbb = , 
подлежащих определению и т.д. 

Затем методом активного эксперимента необходимо получить на исследуе-
мом объекте два независимых набора экспериментальных данных: первый набор  

ээ , yx , где Njyyxx э
jj ,1},{},{ эээ ===  – для определения вектора параметров 

),,...,,( 21 kbbb=b  второй набор ээ ~,~ yx  – для анализа и обеспечения адекватности ММ.  
Алгоритм определения структуры ),,( byxF . 
Шаг 1. Возьмем самую простую (минимально сложную) структуру ),,(1 byxF , 

построим на ее базе ММ динамики сорбции ),,(1 byxF . 
Шаг 2. Для данной структуры 0),,(1 =byxF  по экспериментальным данным 
ээ , yx  определим вектор ),,( 1

ээ*
1 Fyxb=b . 

Шаг 3. Подставим найденный параметр *
1b  в уравнение 0),,( *

1
э =byxF   

и найдем решение ( )*
1

э
1 ,~ bxy . 

Шаг 4. Вычислим "невязку" (разность) между экспериментальными данными  
э~y  и расчетными ( )*

1
э

1 ,~ bxy  : ( ) 1
2*

1
э

1
э ,~~ ρ=− bxyy . 

Шаг 5. Сравним 1ρ  с жδ : если ж1 δ<ρ , то задача структурной идентифика-
ции решена, то есть  построена подходящая ММ, удовлетворяющая требованиям 
пользователя; если  ж1 δ≥ρ , то возврат к шагу 1 с использованием более сложной 

структуры )(2 ⋅F  и т.д. до тех пор, пока для некоторой структуры mF <λ⋅
λ

*),(*  не 

выполнится условие  ж* δ<ρ
λ

. 
Данный эвристический алгоритм отнюдь не гарантирует нахождение подхо-

дящей структуры и самой ММ динамики сорбции по конечному списку структур  
mF ,1),( *

* =λ⋅
λ

. 
 

Примеры получения структуры математической модели  
циклического процесса адсорбционного разделения газовых смесей 

 
Преобразуем задачу получения структуры ММ циклического процесса ад-

сорбционного разделения газовых смесей в более «узкую» и более определенную 
задачу эвристического выбора подходящей структуры ),,( byxF , наиболее полно 
учитывающей наши знания об исследуемом технологическом процессе и соответ-
ствующей требованиям к качеству построенной ММ.  
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Непосредственное формирование аналитической структуры ),,( byxF  и со-
ответствующей модели 0),,( =byxF  заключается в использовании известных 
уравнений, описывающих выбранные из табл. 1 физико-химические явления,  
и выводе дифференциальных уравнений баланса субстанции (массы, энергии, им-
пульса) с учетом конструкции оборудования установки КЦА (в форме граничных 
условий) и свойств разделяемых газовых смесей и используемых адсорбентов. 

Вариант 1. Модель, необходимая для приближенного инженерного расчета –  
оценки объема адсорбента в адсорберах и параметров установки газоразделения 
(1D-динамика равновесной изотермической адсорбции при малой концентрации 
сорбируемых компонентов в газовой смеси:  1, 2а, 3, 4, 5, 7а, 8) (см. табл. 1). 

Для варианта 1 уравнения ММ циклического адсорбционного процесса раз-
деления газовой смеси можно записать в следующем виде. 

1.  Согласно допущению 7а, концентрации сорбируемых веществ настолько 
малы, что изменением плотности в зависимости от концентрации веществ можно 
пренебречь const=ρ ; кроме того скорость движения газовой фазы равна некото-
рой средней скорости, а вероятность отклонения реальных скоростей от этой 
средней скорости можно учесть путем введения коэффициента квазидиффузии, 
характеризующего добавочный продольный перенос веществ вдоль линии тока.  
В этом случае уравнение баланса веществ в процессе их движения и распределе-
ния в сорбирующей среде примет следующий вид:  

 

,2,1,
1

2

2
* =
∂

∂
=

∂

∂
+

τ∂

∂
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

ε

ε−
+

τ∂

∂
i

z

c
D

z

c
u

aс i
i

iii                                (1) 

 

где ads0 τ≤τ<  на стадии адсорбции, desads τ≤τ<τ   на стадии десорбции; u может 

быть рассчитана по формуле ( )StGu ε= ; ilimi DDD .,
* +=  – эффективный квази-

диффузионный коэффициент переноса, учитывающий все эффекты продольного 
переноса статистической природы. 

Начальные  и граничные условия для уравнения (1): 
 

;0,,1),()0,( 0 Lznizczc lii ≤≤==  
 

на стадии адсорбции 

;2,1,0
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на стадии десорбции 
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c
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ii  

В этом варианте ММ принято допущение 4 о равновесном режиме динамики 
сорбции, то есть предполагается, что сорбционное равновесие устанавливается 
практически мгновенно. 

2.  Согласно допущению 8, изменение давления ads/desP  в слое адсорбента 
описывается уравнением Эргуна [37, 38] 
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Начальное условие для уравнения (2)  0
ads/desads/des )0( PP = . 
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3.  Согласно допущению 5, уравнение теплового баланса для газовой фазы 
может быть записано следующим образом: const),( =tzT . 

Вариант 2. Модель процессов газоразделения при незначительной величине 
тепловых эффектов адсорбции/десорбции ввиду малой концентрации сорбируе-
мых компонентов в газовой смеси (1D-динамика неравновесной изотермической 
адсорбции:  1, 2а, 3, 4а, 5, 6б, 7а, 8) (см. табл. 1). 

Для варианта 2 уравнения ММ циклического адсорбционного процесса раз-
деления газовой смеси можно записать в следующем виде. 

1.  Уравнение покомпонентного материального баланса – уравнение (1) с со-
ответствующими начальными и граничными условиями. 

2.  Для описания диффузионной кинетики будем использовать приближенное 
феноменологическое уравнение 

( ),*
ii

i cc −β=
τ∂

α∂
                                                       (3) 

где *
ic – равновесная концентрация, связанная функционально с ia , определяемой 

изотермой сорбции,  2,1=i . 
Константа скорости диффузии по совокупности учитывает внешнюю и внут-

реннюю диффузии (при интрамицеллярной сорбции), так что 
 

.2,1,
111

=
β ′′

+
β′

=
β

i
iii

 

 

Физический смысл уравнения кинетики заключается в том, что движущая 
сила диффузионной кинетики сорбции – градиенты концентрации между точками 
вдали от мест сорбции и точками границы раздела фаз. 

3.  Согласно допущению 8, изменение давления ads/desP  в слое адсорбента 
описывается уравнением Эргуна (2) с соответствующим начальным условием. 

4.  Согласно допущению 5, уравнение распространения тепла в движущейся 
газовой фазе может быть записано const),( =tzT . 

Вариант 3. Модель процессов газоразделения при малой концентрации сор-
бируемых компонентов в газовой смеси, наличии стока тепла в окружающую сре-
ду из-за отсутствия теплоизоляции адсорбера (1D-динамика неравновесной не-
изотермической адсорбции: 1, 2а, 3, 4a, 5a, 6б, 7а, 8) (см. табл. 1). 

Для варианта 3 уравнения ММ циклического адсорбционного процесса раз-
деления газовой смеси можно записать в следующем виде. 

1.  Уравнение покомпонентного материального баланса – уравнение (1) с со-
ответствующими начальными и граничными условиями. 

Для описания диффузионной кинетики будем использовать приближенное 
феноменологическое уравнение (3). 

2.  Согласно допущению 8, изменение давления ads/desP  в слое адсорбента 
описывается уравнением Эргуна (2) с соответствующим начальным условием. 

3.  Согласно допущению 5a, уравнение распространения тепла в движущейся 
газовой фазе может быть записано следующим образом [39, 40]:   

 

2
g

2

gga
g

ggg
g

gg )(
z

T
TTSq

z

T
uc

T
c sppp

∂

∂
λ=−

ε

α
−+

∂

∂
ρ+

τ∂

∂
ρ ,                  (4) 

 

где .
3

)1(
grr

Ssp ε−=  



Transactions TSTU. 2023. Том 29. № 3. ISSN 0136-5835.  435 

Внутренними источниками и поглотителями тепла q являются экзо- или эн-
дотермические сорбционные процессы, сопровождающиеся выделением или по-
глощением тепла.  

Уравнение распространения тепла в адсорбенте запишется следующим обра-
зом [39 – 41]: 
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Краевые условия для уравнений ММ варианта 3, описывающей процессы ад-
сорбции и десорбции в двухадсорберной установке КЦА [41] приведены в табл. 2, 3. 

Вариант 4. Модель процессов газоразделения при незначительной величине 
тепловых эффектов адсорбции/десорбции ввиду малой концентрации сорбируе-
мых компонентов в газовой смеси при значительном влиянии пристеночных эф-
фектов в адсорбере (2D-динамика неравновесной изотермической адсорбции:  
1а, 2а, 3, 4а, 5, 6б, 7а, 8) (см. табл. 1). 

Для варианта 4 уравнения ММ циклического адсорбционного процесса раз-
деления газовой смеси можно записать в следующем виде. 

1.  Уравнение баланса веществ в подвижной фазе примет вид 
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Таблица 2 

 

Начальные условия для уравнений математической модели варианта 3  
для стадий адсорбции и десорбции 

 

Адсорбция Десорбция 
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Таблица 3  
Граничные условия для уравнений математической модели варианта 3  

для стадий адсорбции и десорбции 
 

Адсорбция Десорбция 
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2.  Для описания диффузионной кинетики будем использовать приближенное 
феноменологическое уравнение (3).  Согласно допущению 8, изменение давления 

ads/desP  в слое адсорбента описывается уравнением Эргуна (2) с соответствую-
щим начальным условием. 

4.  Согласно допущению 5, уравнение распространения тепла в движущейся 
газовой фазе может быть записано const),( =tzT . 

В соответствии с приведенным выше алгоритмом, формируемой последо-
вательностью ММ динамики сорбции возрастающей сложности и проверкой 
адекватности каждой модели определяется минимально сложная структура урав-
нений ММ циклического адсорбционного процесса, при которой обеспечивается 
адекватность реальному процессу функционирования установки КЦА при разде-
лении газовых смесей и концентрирования целевого газа (кислорода, водорода). 

 
Заключение 

 

Рассмотрены особенности организации процесса газоразделения по техноло-
гии короткоцикловой адсорбции в многоадсорберных установках. Анализ цикло-
грамм организации процесса газоразделения показал, что все возможные стадии  
в цикле могут быть представлены как стадии адсорбции или десорбции компо-
нентов газовой смеси. Высокую точность расчета с использованием математиче-
ской модели динамики сорбции целесообразно обеспечивать только на стадиях 
адсорбции и десорбции при прохождении значительных потоков газовой смеси 
через слой адсорбента; стадии уменьшения и повышения давления питающим 
потоком в адсорберах  могут быть рассчитаны с использованием инженерных ме-
тодик на основе балансовых соотношений.  
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Сформирован набор допущений при описании процессов адсорбционного 
разделения газов, опираясь на которые могут быть получены различные ФХМ 
(см. табл. 1) и соответственно ММ циклического процесса адсорбционного разде-
ления газовых смесей.  

Предложен алгоритм построения математической модели циклического про-
цесса динамики сорбции минимальной сложности для выполнения расчетов ди-
намики адсорбционного разделения газовых смесей с заданной точностью. 
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Sorption Dynamics Modeling in Cyclic Adsorption Processes  
of Gas Mixture Separation 
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Abstract: The features of organizing the process of gas separation using short-

cycle adsorption technology are considered. The problem statement was formulated and 
a generalized procedure was developed for constructing mathematical models of the 
cyclic process of sorption dynamics of increasing complexity with regard to 
physicochemical phenomena in the “gas mixture – adsorbent” system. An algorithm has 
been developed for determining the structure of a mathematical model of sorption 
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dynamics of minimal complexity, ensuring adequacy to the real process of operation of 
a short-cycle adsorption installation when separating gas mixtures and concentrating the 
product gas. Examples of constructing mathematical models of sorption dynamics of 
varying complexity are given. 
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Modellierung der Sorptionsdynamik in zyklischen Adsorptionsprozessen  
der Trennung von Gasgemischen 

 
Zusammenfassung: Es sind die Besonderheiten der Organisation des Prozesses 

der Trennung von Gasen durch die Technologie der kurzen Adsorption betrachtet.  
Die Aufgabenstellung ist formuliert und ein generalisiertes Verfahren zur Konstruktion 
mathematischer Modelle des zyklischen Prozesses der Sorptionsdynamik mit 
zunehmender Komplexität auf der Grundlage der Berücksichtigung der Merkmale 
physikalisch-chemischer Phänomene im System «Gasgemisch – Adsorbent» entwickelt. 
Ein Algorithmus zur Bestimmung der Struktur des mathematischen Modells der 
Sorptionsdynamik mit minimaler Komplexität ist entwickelt, um sicherzustellen, dass 
die Kurzzyklus-Adsorptionsanlage bei der Trennung von Gasgemischen und der 
Konzentration von Lebensmittelgasen dem tatsächlichen Funktionsablauf angemessen 
ist. Beispiele für die Konstruktion mathematischer Modelle der Sorptionsdynamik 
unterschiedlicher Komplexität sind gegeben. 
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Modélisation de la dynamique de sorption dans les processus  
d'adsorption cyclique de la séparation des mélanges gazeux 

 
Résumé: Sont examinées les particularités de l'organisation du processus de la 

séparation des gaz selon la technologie d'adsorption à cycle court. Est formulé un 
énoncé du problème; est élaborée une procédure généralisée pour la construction des 
modes mathématiques du processus cyclique de la dynamique de la sorption de 
complexité croissante à la base de la prise en compte des caractéristiques des 
phénomènes physico-chimiques dans le système «mélange gazeux-adsorbant». Est mis 
au point un algorithme pour déterminer la structure d'un modèle mathématique de la 
dynamique de sorption de complexité minimale assurant l'adéquation du processus réel 
du fonctionnement de l'installation d'adsorption à courte durée de vie lors de la 
séparation des mélanges gazeux et de la concentration du gaz produit. Sont donnés les 
exemples de la construction de modèles mathématiques de la dynamique de sorption de 
complexité variable. 
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Аннотация: Представлены результаты оценки влияния конструкционных 

параметров наиболее распространенных механических мешалок на интенсивность 
перемешивания и затраты мощности. Расчеты проведены по математической мо-
дели процесса механического перемешивания с применением осредненных  
по Рейнольдсу уравнений Навье–Стокса, замкнутых уравнениями турбулентно-
сти, и программы, разработанной на основе системы конечно-элементного анали-
за Open FOAM. 
 
 

 
 

Введение 
 

В работе [1] предложены:  
–  постановка задачи оптимизации параметров конструкции и режима функ-

ционирования механических перемешивающих устройств (МПУ) вертикальных 
емкостных аппаратов, критерием оптимальности решения которой является сум-
марная длина вектора скорости перемешиваемой среды;  

–  математическая модель процесса механического перемешивания (ПМП)  
с применением осредненных по Рейнольдсу уравнений Навье–Стокса, замкнутых 
уравнениями турбулентности, адекватность которой подтверждена результатами 
натурных экспериментов;  

–  методика оптимизации параметров конструкции и режима функциониро-
вания МПУ, предусматривающая обоснование выбора перебираемых значений 
параметров их конструкции и режима функционирования. 

В работе рассматриваются вопросы оптимизации параметров конструкций 
наиболее распространенных механических мешалок (двухлопастной, турбинной 
открытой, трехлопастной с наклонными лопастями) с точки зрения значений сум-
марной длины вектора скорости перемешиваемой среды KSVS и затрат мощности  
на перемешивание Рдв. Расчеты проведены с применением математической моде-
ли, предложенной в [1], для решения которой использована программа, разрабо-
танная на основе системы конечно-элементного анализа Open FOAM [2]. В расче-
тах использованы уточненные аналитические зависимости коэффициентов мощ-
ности перемешивания (см. соотношение (6) в [1]). 
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Для двухлопастной мешалки 
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где hm – высота расположения мешалки над днищем аппарата, м; Dm – диаметр 
мешалки, м; ν= 2

цRe mnD  – циркуляционный критерий Рейнольдса; n – частота 
вращения мешалки, 1/с;  ν – кинематическая вязкость перемешиваемой среды, м2/с. 

Для турбинной открытой мешалки 
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где N – число лопастей мешалки. 
Для трехлопастной мешалки с наклонными лопастями  
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Напомним, что основным параметром режима реализации ПМП является 
частота вращения вала мешалки n, оказывающая непосредственное влияние на 
интенсивность перемешивания, причем для каждого типа мешалки существуют 
интервалы значений n, в которых они работают наиболее эффективно. На основе 
источников [3, 4] и проведенных исследований [5] определены интервалы эффек-
тивной работы наиболее распространенных конструкций механических мешалок: 

–  для двухлопастной мешалки n ∈ [10, 100] об/мин; 
–  для открытой турбинной мешалки: n ∈ [150, 350] об/мин; 
–  для трехлопастной мешалки с наклонными лопастями n ∈ [350, 750] об/мин.  
Расчеты по определению оптимальных значений параметров конструкций 

перечисленных типов мешалок проведены для вертикального емкостного аппара-
та с эллиптическим днищем объемом 50 л, в котором перемешивается вода при 
температуре t = 20 °С и давлении P = 1,013 КПа (плотность ρ = 998 кг/м3, динами-
ческая вязкость μ = 0,001 Па·с), при средних значениях n из рекомендуемых ин-
тервалов. Внутренний диаметр корпуса аппарата Dr = 0,4 м, его высота Hr = 0,45 м, 
объем перемешиваемой жидкости 35 л. 

 
Двухлопастная мешалка 

 

Конструктивные параметры двухлопастной мешалки (рис. 1): диаметр Dm, 
высота Hm и толщина S1 лопасти, высота ее установки над днищем аппарата hhm. 

 

 

Рис. 1. Двухлопастная мешалка 
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Рис. 2. Влияние значения hhm/Hr на суммарный вектор скорости (а)  
и затраты мощности на перемешивание (б) для двухлопастной мешалки 

 
В монографии [3] и нормативном документе [6] даны следующие рекомен-

дации по выбору параметров конструкции такой мешалки: 
–  диаметр мешалки Dm ∈[0,4Dr, 0,667Dr]; 
–  отношение высоты лопасти к диаметру мешалки Hm/Dm = 0,1; 
–  отношение толщины лопасти мешалки к ее высоте S1/Hm = 0,1. 
Очевидно, что при увеличении значений Dm/Dr и Hm/Dm интенсивность пе-

ремешивания будет расти, но соответственно увеличатся и затраты мощности на 
перемешивание. Оптимальными будут значения, обеспечивающие выполнение 
ограничения на максимально допустимую мощность привода аппарата. Увеличе-
ние значения S1/Hm не окажет влияния на интенсивность перемешивания, но со-
ответственное увеличение массы мешалки увеличит затраты мощности. 

Влияние изменения значения отношения высоты расположения мешалки над 
днищем аппарата к высоте корпуса аппарата hhm/Hr на значение суммарной длины 
вектора скорости перемешиваемой среды и затраты мощности на перемешивание 
установлено в результате расчетов, результаты которых иллюстрирует рис. 2. 

Как видно, наибольшая интенсивность перемешивания и минимальные  
затраты мощности соответствует значению hhm/Hr = 0,4. 

 
Открытая турбинная мешалка 

 

Конструктивные параметры открытой турбинной мешалки (рис. 3): диаметр 
мешалки Dm; высота Hm, ширина Lm и толщина S1 лопасти мешалки, а также их 
число N; диаметр диска Dd и его толщина S2; высота установки мешалки над 
днищем аппарата hhm.  

Учитывая сложность конструкции мешалки, проведены исследования влия-
ния на значение суммарной длины вектора скорости перемешиваемой среды чис-
ла лопастей N, отношений Dm/Dr, Dd/Dm, и hhm/Hr. Результаты расчетов суммар-
ной длины вектора скорости перемешиваемой среды и затрат мощности на пере-
мешивание в зависимости от числа лопастей мешалки приведены на рис. 4.  

Как видно, при N > 6 интенсивность перемешивания практически не увели-
чивается, однако затраты мощности растут за счет увеличения массы мешалки  
и ее гидросопротивления. Следовательно, мешалка с шестью лопастями является 
наиболее эффективной. 

hhm/Hr 

KSVS, м/с Рдв, Вт

hhm/Hr 
а) б)
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Значение отношения высоты лопасти 
к диаметру мешалки Hm/Dm обычно при-
нимают равным 0,3, так как дальнейшее 
увеличение значения Hm потребует до-
полнительного усиления лопастей, ко-
торое приведет к увеличению массы ме-
шалки и снижению интенсивности пере-
мешивания по причине ухудшения огиба-
ния профиля лопасти и появления застой-
ных зон вблизи ее поверхности, а также 
может привести к нарушению условий 
виброустойчивости, жесткости и прочно-
сти вала привода [7].  

Помимо этого, при перемешивании 
образуется воронка, и чем интенсивней 
перемешивание, тем больше глубина во-
ронки. Если воронка опустится до ступи-
цы мешалки, то большая часть перемеши-
ваемой среды переместится к стенкам 
корпуса аппарата и интенсивность пере-
мешивания снизится. Рисунок 5 иллюстрирует резкое снижение интенсивности 
перемешивания и ускоренный рост затрат мощности на перемешивание при  
 

 
 

Рис. 4. Влияние числа лопастей турбинной открытой мешалки  
на суммарный вектор скорости (а) и затраты мощности на перемешивание (б)  

 

 
 

Рис. 5. Влияние отношения диаметров турбинной открытой мешалки и аппарата  
на суммарный вектор скорости (а) и затраты мощности на перемешивание (б) 
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Рис. 3. Открытая турбинная мешалка
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значении отношения диаметра ме-
шалки к диаметру аппарата Dm/Dr, 
превышающем 0,4, по причине 
чрезмерного увеличения глубины 
воронки. Следовательно, значение 
Dm/Dr = 0,4 является оптимальным 
для данного типа мешалки. 

При исследовании влияния диа-
метра диска на интенсивность пере-
мешивания точкой отсчета выбрано 
значение Dd/Dm= 0,4 (из-за наличия 
ступицы, предназначенной для креп-
ления мешалки к валу привода). 

Расчеты показали, что увеличе-
ние значения Dd/Dm приводит к сни-

жению интенсивности перемешивания (рис. 6). При значениях Dd, близкихк Dm, 
диск разрезает лопасти на две половины и превращает турбинную мешалку в по-
добие дисковой. Таким образом, оптимальным является значение отношения 
Dd/Dm = 0,6. 

Ширина лопасти мешалки Lm не может быть меньше половины разности 
диаметров мешалки и диска (условие крепления к диску) и больше половины раз-
ности диаметров мешалки и ступицы, то есть 0,2Dm < Lm < 0,3Dm. Принято 
Lm/Dm= 0,25. 

В ходе определения оптимальной высоты расположения мешалки над дни-
щем аппарата hhm выявлена следующая закономерность: чем ниже устанавливает-
ся мешалка, тем выше эффективность перемешивания за счет усиления циркуля-
ционных потоков в ограниченном пространстве (появляются дополнительные 
завихрения) (рис. 7). Для соблюдения норм безопасности проектирования обору-
дования [8], начальным выбрано значение hhm/Hr = 0,2, а в качестве оптимального 
выбрано минимальное безопасное значение hhm, при котором hhm/Hr= 0,3. 

Графики зависимостей затрат мощности на перемешивание от изменений от-
ношения Dd/Dm и отношения hhm/Hr не приводятся, так как  изменения мощности не 
превышают 5 %. 

 

 
 

 
Рис. 7. Влияние отношения высоты расположения турбинной открытой мешалки  

к высоте корпуса аппарата на суммарный вектор скорости 

hhm/Hr

KSVS, м/с

Dd/Dr

KSVS, м/с 

Рис. 6. Влияние отношения диаметров диска 
и мешалки на суммарный вектор скорости
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Трехлопастная мешалка 
 

Согласно [2, 6], рекомендованы следующие 
значения параметров конструкции мешалки (рис. 8): 
диаметр  Dm ∈ [0,1Dr, 0,4Dr]; отношение высоты 
лопасти к диаметру мешалки Hm/Dm = 0,1; отно-
шение толщины лопасти мешалки к ее высоте 
S1/Hm = 0,1. 

На рисунке 9 представлены результаты рас-
чета суммарного вектора скорости перемеши-
ваемой среды при изменении значения отноше-
ния hhm/Hr в интервале [0, 1], на рис. 10, 11 – зави-
симости суммарного вектора скорости и затрат 
мощности на перемешивание от значения отно-
шения диаметров мешалки и аппарата Dm/Dr  
и угла наклона лопастей мешалки.  

Поскольку рекомендуемая высота располо-
жения мешалки над днищем аппарата  hhm ≤ 0,5Hr 
[3, 6], а значение KSVS при hhm/Hr = 0,7 превосхо-
дит его значение при hhm/Hr = 0,5 менее чем на 
2 %, в качестве оптимального принято значение hhm/Hr = 0,5. 

 
 

 
Рис. 9. Влияние изменения отношения высоты расположения трехлопастной мешалки  

к высоте корпуса аппарата на суммарный вектор скорости 
 

 
Рис. 10. Влияние отношения диаметров трехлопастной мешалки и аппарата  

на суммарный вектор скорости (а) и затраты мощности (б) 

Dm/Dr 

KSVS, м/с 

а) б)
Dm/Dr 

Рдв, Вт

hhm/Hr

KSVS, м/с

Dm Hm

S1

30°

Рис. 8. Трехлопастная мешалка 
с лопастями, наклоненными 

под углом 30º 
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Рис. 11. Влияние угла наклона лопастей трехлопастной мешалки  
на суммарный вектор скорости (а) и затраты мощности (б)  

 
График изменения мощности, затрачиваемой на перемешивание, при изме-

нении высоты установки мешалки над уровнем днища не приводится, так как  
значение мощности изменяется в пределах 3 %. В качестве оптимального выбрано 
значение Dm/Dr = 0,33, соответствующее максимальной интенсивности переме-
шивания и верхней границе интервала значений этого отношения, рекомендуемых 
в [3, 6]. Как видно, максимальной интенсивности перемешивания соответствует 
угол наклона лопастей 20°, то есть результаты расчетов не соответствуют реко-
мендациям [3, 6] – 30°, причем разница соответствующих значений KSVS превы-
шает 10 %. 

 

Заключение 
 

Таким образом, по результатам расчетов можно рекомендовать следующие 
значения параметров конструкции наиболее распространенных механических 
мешалок. Наибольшая интенсивность перемешивания двухлопастной мешалкой  
и минимальные затраты мощности соответствуют высоте ее расположения над 
днищем аппарата  hhm = 0,4Hr. 

Значения конструктивных параметров открытой турбинной мешалки, обес-
печивающие максимум интенсивности перемешивания:  

–  число лопастей мешалки N = 6; 
–  отношение диаметра диска к диаметру мешалки Dd/Dm= 0,6; 
–  отношение ширины лопасти к диаметру мешалки Lm/Dm= 0,25; 
–  отношение высоты расположения мешалки над днищем аппарата к высоте 

корпуса аппарата hhm/Hr = 0,3;  
–  отношение высоты лопасти к диаметру мешалки Hm/Dm = 0,3; 
–  отношение диаметра мешалки к диаметру аппарата Dm/Dr = 0,4; 
–  толщины лопасти мешалки и диска S1 = S2 = 0,1Hm. 
Оптимальные значения конструктивных параметров мешалки с наклонными 

лопастями: 
–  отношение высоты расположения мешалки к уровню жидкости в аппарате 

hhm/Hr = 0,5; 
–  отношение диаметров мешалки и аппарата Dm/Dr = 0,33; 
–  угол наклона лопастей мешалки 20°. 

KSVS, м/с

Угол наклона лопасти, °

Рдв, Вт

Угол наклона лопасти, ° 
а) б)



Transactions TSTU. 2023. Том 29. № 3. ISSN 0136-5835.  451 

Список литературы 
 

1.  Мартьянов, Е. И. Оптимизация процесса перемешивания жидкости в вер-
тикальных емкостных аппаратах с механическими перемешивающими устройст-
вами / Е. И. Мартьянов, С. В. Карпушкин // Вестн. Тамб. гос. техн. ун-та. – 2023. – 
Т. 29, № 2. – С. 280 – 293. doi: 10.17277/vestnik.2023.02.pp.280-293 

2.  OpenFOAM – открытая интегрируемая платформа для численного моделиро-
вания задач механики сплошных сред – Текст : электронный. URL : 
http://fsweb.info/caecad/openfoam.html (дата обращения : 10.06.2023). 

3.  Брагинский, Л. Н. Перемешивание в жидких средах. Физические основы  
и инженерные методы расчета / Л. Н. Брагинский, В. И. Бегачев, В. М. Барабаш – 
Л. : Химия, 1984. – 336 с.  

4. Paul, E. L. Handbook of Industrial Mixing. Science and Practice / E. L. Paul, 
V. A. Atiemo-Obeng, S. M. Kresta. – Hoboken, NJ. 2003. – 1377 p. 

5.  Мартьянов, Е. И. Исследование влияния конструкции мешалки на интен-
сивность перемешивания / Е. И. Мартьянов, Е. Н. Малыгин // Виртуальное моде-
лирование, прототипирование и промышленный дизайн : материалы VI Между-
нар. науч.-практ. конф. – Тамбов : Изд-во Тамб. ГТУ, 2020. – С. 143 – 148. 

6.  Руководящий нормативный документ РД 26-01-90-85. Механические пере-
мешивающие устройства, метод расчета. – Введ. 01.01.1986. – Л. : РТП Лен-
НИИхиммаша, 1985. – 257 с.  

7.  Руководящий технический материал РД РТМ 26-01-72-82. Валы верти-
кальных аппаратов с перемешивающими устройствами, методы расчета. – Введ.  
01.07.1983. – Л. : РТП ЛенНИИхиммаша, 1982. – 140 с. 

8. Лащинский, А. А. Основы конструирования и расчета химической аппара-
туры : справочник / А. А. Лащинский, А. Р. Толчинский. – М. : Альянс, 2011. – 
752 с. 

 
 

Optimization of Design Parameters of Mechanical Stirrers  
for Liquid Mixing in Vertical Pressure Vessels 

 
E. I. Martyanov, S. V. Karpushkin 

 
Department of Computer-Integrated Systems in Mechanical Engineering, 

karp@mail.tstu.ru; TSTU, Tambov, Russia 
 

Keywords: power consumption for mixing; mixing intensity; mechanical mixing 
devices; design parameters. 

 
Abstract: The results of assessing the influence of the design parameters of the 

most common mechanical mixers on the intensity of mixing and power consumption are 
presented. Calculations were carried out using a mathematical model of the mechanical 
mixing process using Reynolds-averaged Navier–Stokes equations closed by turbulence 
equations, and a program developed on the basis of the Open FOAM finite element 
analysis system. 
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Konstruktionsparameter der gebräuchlichsten mechanischen Rührwerke auf die 
Mischintensität und den Stromverbrauch vorgestellt. Die Berechnungen sind unter 
Verwendung des mathematischen Modells des mechanischen Rührprozesses mit 
Reynolds-gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen, die durch Turbulenzgleichungen 
geschlossen werden, und eines auf der Grundlage des Finite-Elemente-Analysesystems 
Open FOAM entwickelten Programms durchgeführt.  

 
 

Optimisation des paramètres de conception des agitateurs mécaniques 
pour le mélange de liquide dans les appareils capacitifs verticaux 

 
Résumé: Sont présentés les résultats de l'évaluation de l'impact des paramètres de 

conception des agitateurs mécaniques les plus courants sur l'intensité du mélange et les 
coûts de puissance. Sont effectués les calculs à partir d'un modèle mathématique du 
processus d'agitation mécanique utilisant les équations de Navier-Stokes moyennée par 
Reynolds, fermées par des équations de tourbulence ainsi que les programmes élaborés 
à la base du système d'analyse par éléments finis Open FOAM. 
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Аннотация: На основании известных дифференциальных и интегральных 

уравнений баланса сил, действующих на пружинный маятник, рассмотрен алго-
ритм расчета амплитуды его колебаний, когда собственная частота колебаний 
совпадает или близка к частоте колебаний вынужденной силы вибрирующего 
центробежного сепаратора. Приведен пример расчета амплитуды колебаний виб-
рирующего центробежного сепаратора в зависимости от коэффициента упругости 
пружины, колеблющейся массы и сопротивления среды, в которой подвешена 
колеблющаяся масса. 
 

 
 

Введение 
 

Одним из эффективных способов интенсификации технологических процес-
сов, в том числе процессов химической технологии, является вибрация [1 – 12]. 
Особое внимание здесь обращается на вибрационные процессы в резонансных  
и околорезонансных режимах колебаний деталей, узлов и всего оборудования, 
приводящих к резкому снижению срока службы и даже их поломке из-за высоких 
амплитуд, достигающих десяти и более миллиметров [13, 14]. 

Цель работы – создание алгоритма расчета амплитуды колебаний в резо-
нансном и околорезонансном режимах работы вибрационного центробежного 
сепаратора, представляющего собой пружинный маятник [15]. 

На рисунке 1 изображена схема вибрационного центробежного сепаратора, 
который состоит из цилиндрической емкости 1 с патрубками подвода 2 и отвода 3 
жидкости, съемной крышки 4, на которой осесимметрично с емкостью 1 закреп-
лен центробежный сепаратор, содержащий вертикальный цилиндрический корпус  
5, тангенциальное устройство 6 подачи очищенного потока в виде жалюзи, цен-
тральную газоотводящую трубу 7, отражатель 8 массой m, выполненный  
в виде шарового сегмента, обращенного плоскостью сечения вниз и имеющего 
диаметр края, равный диаметру цилиндрического корпуса 5. Края шарового сег-
мента отражателя 8 жестко соединены с отсекающей тарелкой массой M, выпол-
ненной в виде кольца 9 с положительной плавучестью и с прикрепленной к его 
верхней части сеткой 10, причем внешний диаметр кольца 9 несколько меньше 
(на 4 – 8 %) диаметра емкости 1. К центральной газоотводящей трубе 7 прикреп-
лена верхняя часть цилиндрической пружины 11, на нижнем конце которой сво-
бодно подвешены отражатель 8 и отсекающая тарелка. В нижней части емкости 1 
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установлен барботер 12 в виде, напри-
мер, цилиндрической трубки с отвер-
стиями, свернутой в спираль. Барбо-
тер 12 снабжен патрубком 13 для подачи 
воздуха (или реакционного газа). 

Центробежный сепаратор работает 
следующим образом. Исходную жид-
кость (реакционную массу) заливают  
в емкость 1 по патрубку 2 при закрытом 
патрубке 3, и по патрубку 13 подают 
воздух или реакционный газ, барботи-
руя им жидкость в емкости 1. Газовые 
(или паровые) пузырьки, проходя сквозь 
отверстия в сетке 10, поднимаются 
вверх, а затем, проходя через щели тан-
генциального устройства 6 жалюзийно-
го типа, за счет резкого изменения ско-
рости по величине и направлению раз-
деляются на капельки жидкости и час-
тицы дисперсной фазы. Очищенный 
поток газа (пара) выходит наружу через 
газоотводящую трубу 7, а уловленные 
капли и частицы, отброшенные центро-

бежной  силой в щелях тангенциального устройства 6 к внутренней стенке корпу-
са 5 центробежного сепаратора, оседают под действием силы тяжести  вниз на 
поверхность сферического сегмента отражателя 8, а затем с его поверхности на сет-
ку 10. Так как сетка 10 свободна подвешена на цилиндрической пружине 11, то она 
вместе с кольцом 9 непрерывно совершает вынужденные колебания с частотой [16] 

 

к2h

c
g =ν ,                                                          (1) 

 

где с – скорость звука в очищаемом газе (паре), м/с; hк – высота корпуса центро-
бежного сепаратора, м. 

После завершения работы загрязненная жидкость удаляется из емкости 1 по 
патрубку 3, подача очищенного газа (пара) через барботер 12 по патрубку 13 пре-
кращается. 

Для увеличения амплитуды колебаний сетки 10 с кольцом 9 целесообразно 
подобрать цилиндрическую пружину 11 с такой упругостью витков, чтобы она, 
образуя пружинный маятник с подвешенными на ней массами m отражателя 8  
и M кольца 9, имела собственные колебания с частотой νм, близкой частоте  
вынужденных колебаний ν, создаваемой потоком очищаемого газа (пара) в кор-
пусе 5 [17], 

mM

K

+π
=ν

2

1
м ,                                                     (2) 

 
где K – коэффициент упругости пружины, Н/м. 

Уровень  
жидкости

hк

Газ 

Рис. 1. Конструкция центробежного 
сепаратора

Dк
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Расчет амплитуды колебаний центробежного сепаратора 
 

Как известно, при равенстве собственной частоты колебаний пружинного 
маятника с частотой колебаний вынуждающей силы возникает резонансный ре-
жим вибрации с амплитудой в несколько раз больше амплитуды колебаний, соз-
даваемой вынуждающей силой [10 – 14, 18]. 

Решая совместно алгебраические уравнения (1) и (2), приравнивая левые их 
части, получаем формулу для упругости витков цилиндрической пружины 11, 
обеспечивающей резонансный режим колебаний отражателя 8 и кольца 9, 

 

2

к

)(
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ π
+=

h

c
mMK .                                                 (3) 

 

И наоборот, зная упругость витков пружины 11, несложно определить необ-
ходимую массу m отражателя 8 или массу M кольца 9, а также необходимую вы-
соту hк цилиндрического корпуса 5. Далее приводится пример расчета упругости 
цилиндрической пружины 11, обеспечивающей резонансные колебания с высокой 
амплитудой в центробежном сепараторе. 

Дано: очищается углекислый газ. Скорость звука в углекислом газе 
с = 260 м/с [16]. Принимаем высоту корпуса 5 hк = 1 м и M + m = 40 кг. 

Тогда частота вынужденных колебаний звуковой волны углекислого газа со-
гласно уравнению (1) 

νg = 130 Гц.                                                            (4) 
 

Для обеспечения резонансных колебаний упругость витков цилиндрической 
пружины 11 согласно уравнению (3) должна быть:  

 

K = 26,66·106 H/м  
или 

K = 2,72·103 кг/мм.                                                  (5) 
 

То есть при нагрузке 2,72 т каждый виток такой пружины должен удлиняться 
при растяжении или сжиматься при сжатии на 1 мм. Под весом от суммарной 
массы отражателя 8 и кольца 9 в 40 кг каждый виток статически деформируется 

на 15
1072,2

40
3
=

⋅
=δ  мкм. 

Полученная необходимая упругость цилиндрической пружины  
K = 2,72·103 кг/мм слишком большая. 

В справочнике [19] приведены параметры упругости цилиндрических пру-
жин сжатия и растяжения. Самая большая упругость у приведенной пружины со-
ставляет 0,48 т/мм, но наружный диаметр витка – 70 мм, а толщина проволоки, из 
которой витки изготовлены, – 12 мм.  

Для создания низких вынужденных частот колебаний в газе предлагается на 
крышке 4 установить дополнительно пневматический вибровозбудитель с часто-
той вибрации от 15 Гц и более и амплитудой от нескольких микрон до 30 мм  
[11, с. 49]. По таблице из справочников [19, 20] выбираем параметры пружины 
растяжения 11 (см. рис. 1) с наружным диаметром витков 16 мм, выполненных из 
проволоки толщиной 3 мм и имеющей упругость витков K = 4·105 H/м, то есть 
под статической нагрузкой в 40 кг силы витки деформируются на 1 мм. 

Однако резонансный режим колебаний в отсутствии сопротивления внешней 
среды теоретически создает бесконечно большую амплитуду колебаний. Так как 
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кольцо 9 погружено в жидкость (см. рис. 1), то оно создает сопротивление вибра-
циям и амплитуда колебаний может регулироваться высотой погружения этого 
кольца в жидкость. 

Приведем алгоритм расчета амплитуды колебаний отсекающей тарелки, со-
стоящей из отражателя 8, кольца 9 и сетки 10.  

Обозначения и размерности параметров даны в табл. 1. 
 
1.  Сила сопротивления жидкой среды, в которую погружено кольцо 9, опре-

деляется в виде  
пкc hDF πτ= , 

 

где hп – глубина погружения кольца 9 в жидкость, м; 
( ) 2/кDDdx

d

−

υ
μ≈

υ
μ=τ  – 

касательные напряжения на наружной стенке кольца в кольцевом зазоре между 
внутренней стенкой емкости 1; υ – скорость колебаний отсекающей тарелки, м/c. 

 
Таблица 1  

 

Исходные данные и расчетные параметры резонансной и околорезонансных 
колебаний пружинного маятника центробежного сепаратора 

 

Наименование параметра Обозначение Величина 

Исходные данные 
Диаметр емкости 1 (внутренний), м  D 1 
Диаметр кольца 9 (наружный), м Dк 0,99 
Масса отражателя 8, кг m 8 
Масса отсекающей тарелки, состоящей из кольца 9 
и сетки 10, кг M 32 

Частота колебаний пневматического вибровозбудителя, 
Гц ν 15 

Вязкость жидкости, в которую погружено кольцо 9, Па·с μ 10-2 
Глубина погружения кольца 9 в жидкость, м hп 0,1 

Расчетные параметры 
Общая масса отражателя и отсекающей тарелки, кг Mo 40 
Упругость витков цилиндрической пружины, обеспе-
чивающей собственную частоту колебаний пружинно-
го маятника, равную частоте колебаний пневматиче-
ского вибровозбудителя, H/м 

K 4·105 

Коэффициент сопротивления воды, H/(м/c) b 0,62 
Удельное сопротивление воды, c–1 n 0,000775 
Абсолютная величина амплитуды колебаний при резо-
нансе витков цилиндрической пружины, м A0 6,32 

Деформация витков пружины в статическом подве-
шенном состоянии, м A  0,00098 

Относительная величина амплитуды колебаний при 
резонансе A0/A 6451,6 
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2.  Коэффициент сопротивления жидкой среды, в которую погружен пру-
жинный маятник b = Fc/υ, или с учетом обозначений «H/(м/с)» первого пункта  
в алгоритме 

( ) 2/к

пк

DD

hD
b

−

π
μ= .                                                   (6) 

 

3. Собственная круговая частота пружинного маятника  
 

( )mM

K

+
=ωм .                                                      (7) 

 

4. Частота колебаний, Гц, 

π

ω
=ν

2

м
м .                                                              (8) 

 

5. Удельное сопротивление среды относительно колеблющейся массы  
 

)(2 mM

b
n

+
= .                                                      (9) 

 

6.  Относительная величина амплитуды колебаний пружинного маятника  
[16, 17, 21] 
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При резонансной частоте ( )мм ω=ων=ν  относительная амплитуда колеба-
ний зависит от удельного сопротивления среды  

 

nA

A

2

м0 ω
= .                                                          (11) 

 

При отсутствии сопротивления n → 0 A0 → ∞, и, наоборот, при сопротивле-
нии среды n → ∞ A0 → 0, то есть пружинный маятник неподвижен. 

На рисунке 2 представлен график зависимости относительной амплитуды 
колебаний пружинного маятника рассчитываемого центробежного сепаратора от 
относительного увеличения частоты вибрации при резонансной и околорезонанс-
ной частотах колебаний.  

Деформацию цилиндрической пружины в статике силы можно рассчитать по 
формуле  

K

mMg
A

)( +
= , 

где A – статистическая деформация каждого витка пружины, когда частоты гар-
монической силы и собственная частота колебаний пружинного маятника далеки 
друг от друга.  

Расчеты резонансных и околорезонансных режимов колебаний пружинного 
маятника, который состоит из отражателя 8 массой m, кольца  9 массой M  и сет-
ки  10, подтверждают возможность регулирования амплитуды вибрации за счет 
отклонения собственной частоты колебаний ω0 от частоты колебаний пульсато-
ра  14 и сопротивления среды, которую можно регулировать вели- 
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Рис. 2. Относительное изменение амплитуды колебаний в зависимости  

от относительного увеличения частоты вибраций пневмовозбудителя в зоне резонанса 
 
чиной кольцевого затвора между емкостью 1 и кольцом 9, а также высотой по-
гружения кольца 9 в жидкость.  

Обычно при работе в околорезонансных режимах целесообразно частоту вы-
нужденных колебаний ν выбирать меньше, чем собственная частота колебаний νм.  
Так как νм = 15,92 Гц, а частота вынужденных колебаний пневматического виб-
ратора 15 Гц, то, согласно расчетам (10), амплитуда околорезонансных колебаний 
А0 будет в 9 раз больше амплитуды вынужденных колебаний (см. рис. 2). Тогда 
при амплитуде вынужденных колебаний А = 0,1 мм каждый виток цилиндриче-
ской пружины растяжения 11 будет иметь амплитуду А0 = 0,9 мм. При пяти вит-
ках общая амплитуда колебаний составит 4,5 мм. 

Для уменьшения амплитуды колебаний пружинного маятника, каким являет-
ся в центробежном сепараторе отражатель 8 с отсекающей тарелкой, состоящей из 
кольца 9 и сетки 10, целесообразно увеличить глубину погружения кольца 9  
в жидкость, увеличив тем самым сопротивление среды. Так, увеличение глубины 
погружения кольца в 2 раза уменьшает резонансную амплитуду колебаний также  
в 2 раза. В рассматриваемом центробежном сепараторе резонансный режим коле-
баний необходимо исключить, так как амплитуда колебаний по сравнению с ам-
плитудой вынужденных колебаний возрастает более чем на 3 порядка из-за мало-
го сопротивления окружающей среды. 

Амплитуду колебаний пружинного маятника можно уменьшить, увеличивая 
или уменьшая частоту вибрации внешнего вибровозбудителя, в частности пнев-
матического пульсатора. Так, уменьшая частоту пневматического пульсатора  
с резонансной частоты к частоте 14 Гц, амплитуда колебаний пружинного маят-
ника в центробежном сепараторе может быть снижена с резонансной амплитуды  
в 1000 и более раз.  

 
Заключение 

 

Таким образом, разработанный алгоритм расчета геометрических и техноло-
гических параметров центробежного сепаратора позволяет определить резонанс-
ные частоты колебаний и регулировать амплитуду колебаний отражателя 8 и от-
секающей тарелки, состоящей из кольца 9 и сетки 10, за счет варьирования массы 
пружинного маятника, упругости пружины, величины кольцевого зазора между 
емкостью 1 и кольцом 9, глубины погружения кольца 9 в жидкость, а также вели-
чиной рассогласования частоты колебаний пневматического пульсатора и собст-
венной частоты колебаний пружинного маятника, каким являются цилиндриче-
ская пружина 10 с отражателем 8 и отсекающей тарелкой. 

A0/A

ν/νм 
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12
10
8

6

4
2

0         0,2         0,4        0,6        0,8        1,0        1,2        1,4
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Calculations of the Amplitude of Oscillations in Resonance  
and Near-Resonance Processes of a Vibrating Centrifugal Separator 
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Volgograd State Technical University, zalipaevaolga@yandex.ru; Volgograd, Russia 
 

Keywords: oscillating mass; spring elasticity coefficient; spring pendulum; 
resonance; environmental resistance; centrifugal separator; frequency and amplitude of 
oscillations. 

 
Abstract: Based on the known differential and integral equations of the balance 

of forces acting on a spring pendulum, the paper considers an algorithm for calculating 
the amplitude of its oscillations when the natural frequency of oscillations coincides or 
is close to the oscillation frequency of the forced force of a vibrating centrifugal 
separator. An example is given of calculating the amplitude of oscillations of a vibrating 
centrifugal separator depending on the elasticity coefficient of the spring, the oscillating 
mass and the resistance of the medium in which the oscillating mass is suspended. 
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Berechnungen der Schwingungsamplitude in Resonanz-  
und Naheresonanzprozessen des vibrierenden Zentrifugalseparators 

 
Zusammenfassung: Basierend auf den bekannten Differential- und 

Integralgleichungen des Gleichgewichts der auf ein Federpendel wirkenden Kräfte ist 
der Algorithmus zur Berechnung der Amplitude seiner Schwingungen betrachtet, wenn 
die Eigenfrequenz der Schwingungen mit der Schwingungsfrequenz der erzwungenen 
Kraft übereinstimmt oder nahe des vibrierenden Zentrifugalabscheiders liegt. Es ist ein 
Beispiel für die Berechnung der Schwingungsamplitude eines vibrierenden 
Fliehkraftabscheiders in Abhängigkeit vom Elastizitätskoeffizienten der Feder, der 
oszillierenden Masse und dem Widerstand des Mediums gegeben, in dem die 
oszillierende Masse aufgehängt ist. 
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Calculs de l'amplitude des oscillations dans les processus quasi résonnants 
et résonnants du séparateur centrifuge vibrant 

 
Résumé: A la base des équations différentielles et intégrales connues de 

l'équilibre des forces agissant sur le pendule à ressort, est examiné l'algoritme du calcul 
de l'amplitude de ses oscillations lorsque la fréquence propre des oscillations coïncide 
ou est proche de la fréquence des oscillations de la force forcée du séparateur centrifuge 
vibrant. Est cité l’exemple de calcul de l'amplitude des vibrations d'un séparateur 
centrifuge vibrant en fonction du coefficient d'élasticité du ressort, de la masse 
oscillante et de la résistance du milieu dans lequel la masse oscillante est suspendue. 
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ПОЛУЧЕНИЕ  АЭРОГЕЛЕЙ  ДИОКСИДА  КРЕМНИЯ   
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Ключевые слова: аэрогели диоксида кремния; гидрофобизация; сверхкри-

тическая сушка, «золь–гель»-процесс, краевой угол смачивания. 
 
Аннотация: Предложен способ получения гидрофобных гелей путем мо-

дификации внутренней поверхности. Проведены экспериментальные исследова-
ния по изучению физико-химических характеристик материалов и их влияния на 
коэффициент теплопроводности. У образцов с модифицированной внутренней 
поверхностью отмечены гидрофобные свойства, измерены значения краевого угла 
смачивания. Установлено, что теплопроводность и усадка аэрогелей уменьшают-
ся при наличии стадии модификации внутренней поверхности в процессе получе-
ния образцов. В ходе эксперимента определено, что на втором этапе получения 
аэрогелей разбавление золя в 1,2 раза ведет к наилучшим характеристикам конеч-
ного продукта. 

 
 

 
Введение 

 

Аэрогели представляют собой высокопористые материалы, обладающие 
уникальными физическими свойствами, благодаря которым они привлекают вни-
мание исследователей и ученых, работающих в различных сферах науки и техни-
ки. Структура аэрогеля представляет собой трехмерную сеть, которая образуется 
из микро- и наночастиц, объединенных в сферические кластеры. Полости этой 
сети заполнены воздухом [1, 2]. 

Благодаря такой структуре аэрогель обладает очень низкой теплопроводно-
стью, плотностью, коэффициентом преломления света, диэлектрической прони-
цаемостью и скоростью распространения звука внутри него [3]. В связи с этим 
аэрогели находят применение в самых различных областях науки и техники:  
в качестве теплоизоляционных материалов, в фармацевтике, хранении энергии, 
катализе, аэрокосмической промышленности, в качестве сорбентов, суперконден-
саторов, ультразвуковых датчиков, газовых сенсоров [4]. Свойства данного мате-
риала достаточно легко варьируются в зависимости от условия синтеза, что по-
зволяет получать его с заранее заданными необходимыми свойствами. 

Наиболее часто получаемые аэрогели – на основе диоксида кремния. Аэроге-
лям свойственно иметь хрупкую структуру, которая зарождается в результате 
проведения жидкофазных реакций [4]. В роли прекурсоров, исходных веществ 
для их получения используются различные алкоксиды кремния, например, тетра-
этоксисилан [5]. Получение аэрогелей включает в себя два основных этапа.  
Первый – «золь–гель»-процесс, при котором имеют место реакции гидролиза  
и конденсации [6]. Все основные характеристики конечного материала зависят 
именно от первого этапа: прекурсоров, растворителя, катализаторов, а также 
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мольного соотношения реагентов. Результатом этих реакций является пористый 
гель, в порах которого находится растворитель (чаще всего спирт). Второй этап 
заключается в удалении растворителя из пор геля (его сушка). 

Аэрогели на основе чистого тетраэтоксисилана гидрофильны и способны 
быстро поглощать влагу из окружающего воздуха, а при помещении в воду их 
структура разрушается, а сами они очень быстро распадаются. Это связано с тем, 
что на поверхности пор геля имеют место полярные гидроксильные группы ОН–, 
которые способны участвовать в образовании водородных связей с молекулами 
воды. Если заменить их на неполярные группы, являющиеся инертными по отно-
шению к воде, то можно получить гидрофобный аэрогель [7]. Для проведения 
такой процедуры применяют специальные вещества-модификаторы, называемые 
силилирующими агентами, например метилтриметоксисилан (МТМС), триме-
тилхлорсилан (ТМХС), гексаметилдисилазан (ГМДС) и др. Обычно, это различ-
ные замещенные алкоксисиланы [8].  

Важно, когда именно применяется вещество-модификатор. Можно добавлять 
его как со-прекурсор на стадии получения золя [9]. В этом случае основной пре-
курсор и со-прекурсор будут параллельно гидролизоваться, тем самым образуя 
глобулы, имеющие на своей поверхности как гидроксильные полярные группы, 
так и неполярные группы от модификатора. Такие неполярные группы не прини-
мают участия в реакциях гидролиза и конденсации, следовательно, они остаются 
на внутренней поверхности получаемого геля. Добавлять модификатор, таким 
образом, очень удобно, так как не требуется замена растворителя и увеличения 
количества стадий процесса. Но при таком подходе существует несколько недос-
татков. Каждое вещество гидролизуется с разной скоростью, поэтому основной 
прекурсор или со-прекурсор могут оказаться частично или полностью не гидро-
лизованными. Это может привести к получению гидрофильного геля с негидроли-
зованным модификатором в его порах.  

Существует также метод добавления модификатора после стадии гелеобра-
зования, когда структура геля уже сформирована [10]. В этом случае поверхност-
ные группы (≡Si–OH), являющиеся причиной усадки аэрогелей на стадии старе-
ния, реагируют с веществом-модификатором, образуя группы ≡Si−O−R. 

 
Материалы и методы 

 

Методика получения аэрогелей 
 

Процесс получения аэрогелей на основе диоксида кремния с модификацией 
внутренней поверхности состоит из следующих стадий:  

1) золеобразование;  
2) гелеобразование; 
3) замена растворителя и гидрофобизация;  
4) сверхкритическая сушка. 
Для получения монолитов аэрогеля на основе диоксида кремния использова-

лись методики, представленные на рис. 1: с модификацией внутренней поверхно-
сти и без нее. Структурные и физико-химические свойства аэрогелей зависят от 
условий проведения каждой стадии. 

Первый этап – золеобразование. В качестве прекурсора для приготовления 
золя выступает тетраэтоксисилан (ТЭОС). Прекурсор смешивается с изопропило-
вым спиртом (ИПС), и добавляется водный раствор соляной кислоты заданной 
концентрации 0,01 моль/л. Затем полученный раствор перемешивается 15 минут  
и оставляется на 24 часа при комнатной температуре. 
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Рис. 1. Схема получения монолитов аэрогеля на основе диоксида кремния  
без модификации внутренней поверхности (а) и с ее модификацией (б)  

 
Второй этап – гелеобразование. Перед данным этапом золь при необходимо-

сти разбавляют путем добавления заданного количества ИПС. Для получения геля 
необходимо провести конденсацию золя, что достигается добавлением в приго-
товленный золь заданного количества 0,3 М водного раствора гидроксида аммо-
ния. Реакционная смесь перемешивается в течение 15 минут и переносится  
в формы размерами 100 × 100 × 10 мм. 

Третий этап – замена растворителя и гидрофобизация. Через 24 часа после 
гелеобразования полученные гели помещаются в ИПС для отмывки от непрореа-
гировавших соединений. Через 24 часа монолиты помещают в раствор гидрофо-
бизатора. Гидрофобизирующую кремнийорганическую жидкость (ГКЖ) готовят 
путем смешивания полиметилгидридсилоксана с ИПС. Монолиты выдерживают  
в ГКЖ в течение 24 часов при комнатной температуре, после чего помещают  
в ИПС для проведения процесса старения. Каждые 24 часа ИПС заменяют на новый 
в течение 96 часов. В схеме (см. рис.  1, а) этап гидрофобизации отсутствует. 

Четвертый этап – сушка гелей. Данный процесс проводится в автоклаве при 
подаче сверхкритического диоксида углерода. Параметры процесса: P = 120 атм, 
Т = 40 °С. Продолжительность процесса 8 – 12 часов. Технологическая схема ус-
тановки сверхкритической сушки гелей представлена на рис. 2.  

Образцы геля помещаются внутрь автоклава А-1, затем включается его обог-
рев. Сжиженный диоксид углерода подается из емкости хранения через насос Н-2, 
где давление потока достигает 120 атм. Далее поток нагревается в теплообменник 
Т-2 до 40 °С. Выходной поток, состоящий из растворителя и диоксида углерода, 
из автоклава проходит через теплообменник Т-3, где нагревается до 90 °С. Далее 
поток проходит через сепаратор А-2, в котором происходит разделение на газооб-
разный диоксид углерода и ИПС. Газообразный диоксид углерода поступает на 
компрессор К-1, где его давление нагнетается до рабочего.  

Таким образом, осуществляется рециркуляция диоксида углерода в течение 
всего процесса сверхкритической сушки. Выходящий из сепаратора А-2 поток 
спирта скапливается в сборной емкости А-3. Процесс сверхкритической сушки 
идет в два этапа. В первую очередь происходит вытеснение спирта из объема ав-
токлава до тех пор, пока в сепараторе не прекратится его выделение. После этого 
происходит преимущественно диффузионное замещение растворителя внутри 
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При определении пористости образцов F использовались данные об истин-
ной истρ и кажущейся кажρ  плотностях, г/см3, материалов 

 

( ) %1001 исткаж ⋅ρρ−=F .                                          (3) 
 

Для определения истинной плотности образцов аэрогелей применялся метод 
гелиевой пикнометрии с помощью прибора AccuPyc 1340 (Micromeritics 
Instrument Corp., США). Аналитические исследования проводились на оборудова-
нии Центра коллективного пользования РХТУ им. Д. И. Менделеева. 

Для определения структурных характеристик материалов использовалась 
низкотемпературная азотная порометрия на анализаторе удельной поверхности  
и пористости NOVA 2200E (Quantachrome Instrument Corp., США). Перед анали-
зом проводилась пробоподготовка образцов при давлении 0,5 мм рт. ст.  
(0,00067 бар) и температуре 323 K. Пробоподготовка проводилась в течение 12 ч 
для удаления всей адсорбированной влаги с поверхности образцов. Далее опреде-
лялась удельная площадь поверхности Sуд по методу Брунауэра–Эммета–Теллера 
(БЭТ), распределение пор по размерам, средний диаметр пор D и объем пор VБДХ 
по методу Баррета–Джойнера–Халенды (БДХ). 

Общий объем пор в образцах порV   определялся по формуле 
 

истпор ρ= FV .                                                        (4) 
 

Используя общий объем пор и объем пор, определенный по методу БДХ, оп-
ределяли долю пор ω до 30 нм 

 

( ) %100порБДХ ⋅=ω VV .                                              (5) 
 

Измерение коэффициента теплопроводности проводились с использованием 
прибора ИТП-МГ4 «100». Принцип работы прибора основан на создании стацио-
нарного теплового потока, проходящего через плоский образец определенной 
толщины и направленного перпендикулярно к лицевым граням образца, измере-
нииях толщины образца, плотности теплового потока и температуры противопо-
ложных лицевых граней. Измерение краевого угла смачивания осуществлялось 
методом сидячей капли. Исследования проведены с помощью оборудования  
кафедры химического и фармацевтического инжиниринга РХТУ им. Д. И. Менде-
леева. 

 
Результаты и их обсуждение 

 

В рамках текущей работы получены образцы аэрогелей в форме параллеле-
пипеда с размерами 100 × 100 × 10 мм. Фото образца представлено на рис. 3. 

Для удобства описания характеристик полученных аэрогелей на основе ди-
оксида кремния полученные образцы были промаркированы в зависимости от 
гидрофобизации и разбавления золя. В таблице 1 приводится расшифровка про-
маркированных образцов. 

Изотермы адсорбции-десорбции азота при 77 К для полученных аэрогелей 
приведены на рис. 4. Полученные изотермы относятся к IV типу по классифика-
ции IUPAC. Данный тип изотерм характерен для мезопористого материала, в ко-
тором наблюдается капиллярная конденсация. 

На рисунке 5 представлены графики распределения пор по размерам, полу-
ченные с помощью метода БДХ для аэрогелей на основе диоксида кремния.  
Очевидно, что диаметр пор полученных образцов находится в диапазоне  
5…20 нм. 
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Для образцов Г-1,0, Г-1,2, Г-1,4 проведены измерения краевого угла смачи-
вания. На рисунке 6 представлены фотографии капель воды на поверхности об-
разцов. 
 

 
Рис. 4. Изотермы адсорбции – десорбции азота при 77 K для аэрогелей  

на основе диоксида кремния:  
а – без гидрофобизации: 1 – Н-1,0; 2 – Н-1,2; 3 – Н-1,4;  
б – с гидрофобизацией: 1 – Г-1,0; 2 – Г-1,2; 3 – Г-1,4 
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Рис. 3. Фотография  
полученного аэрогеля 

Таблица 1 
 

Расшифровка промаркерованных образцов  
полученных аэрогелей 

 

Маркировка Гидрофобизация Разбавление 
золя, раз 

Н-1,0 

Не проводилась 

1,0 

Н-1,2 1,2 

Н-1,4 1,4 

Г-1,0 

Проводилась 

1,0 

Г-1,2 1,2 

Г-1,4 1,4 
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Таблица 2 
 

Характеристики полученных аэрогелей на основе диоксида кремния 
 

Образец SБЭТ, 
м2/г 

Vпор, 
см3/г F, % dср, 

нм 
ρ, 

г/см3 L, % λ, 
мВт/(м·К) θ,° 

Н-1,0 1029 3,7 88,06 24 0,216 25,69 17 

– Н-1,2 1216 3,6 91,78 24 0,143 17,29 15 

Н-1,4 898 3,2 88,64 25 0,191 27,4 20 

Г-1,0 855 3,3 90,13 26 0,156 9,85 14 114,3 

Г-1,2 1177 3,8 92,08 23 0,134 9,26 13 140,9 

Г-1,4 1075 3,7 90,48 26 0,159 13,25 15 116,2 

 
Это связано с тем, что такие образцы имеют более прочную структуру, кото-

рая менее подвержена воздействию окружающей среды, возникающему в ходе 
сверхкритической сушки из-за градиента концентрации растворителя. Кроме того, 
наблюдается снижение плотности и усадки образцов. Все эти факторы влияют на 
конечную теплопроводность материалов. В результате исследований выявлено, 
что гидрофобизация аэрогелей позволяет снизить коэффициент теплопроводно-
сти, так как при уменьшении усадки сохраняется большая часть микро- и мезо-
пор. Образцы аэрогелей показывают наилучшие характеристики при разбавлении 
золя в 1,2 раза. При таком разбавлении наблюдается наибольшая удельная пло-
щадь поверхности, объем пор и пористость, наименьшая усадка и коэффициент 
теплопроводности. 

 
Заключение 

 

В работе предложен способ получения монолитов аэрогелей диоксида крем-
ния размерами 100 × 100 × 10 мм с гидрофобизацией внутренней поверхности. 
Проведены экспериментальные исследования по изучению физико-химических 
характеристик материалов и их влияния на коэффициент теплопроводности.  
В ходе эксперимента установлено, что на втором этапе получения аэрогелей раз-
бавление золя в 1,2 раза ведет к наилучшим характеристикам конечного продукта; 
теплопроводность и усадка аэрогелей уменьшаются при наличии стадии модифи-
кации внутренней поверхности в процессе получения образцов. Гидрофобные 
образцы имеют краевой угол смачивания от 114,3° до 140,9°. Представленная ме-
тодика получения гидрофобных аэрогелей может использоваться в лабораторном 
и при промышленном получении композиционных материалов, использующихся 
в качестве теплоизоляторов. 
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Abstract: A method for producing hydrophobic gels by modifying the internal 

surface is proposed. Experimental studies were carried out to study the physicochemical 
characteristics of materials and their influence on the thermal conductivity coefficient. 
Hydrophobic properties were noted for samples with a modified inner surface, and the 
contact angle values were measured. It has been established that the thermal 
conductivity and shrinkage of aerogels decrease in the presence of a stage of 
modification of the internal surface in the process of obtaining samples. During the 
experiment, it was determined that at the second stage of obtaining aerogels, diluting the 
sol by 1.2 times leads to the best characteristics of the final product. 
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Herstellung von Siliziumdioxid-Aerogelen 
mit Änderung der inneren Oberfläche 

 
Zusammenfassung: Es ist ein Verfahren zur Herstellung hydrophober Gele 

durch Modifizierung der Innenoberfläche vorgeschlagen. Es sind experimentelle  
Studien durchgeführt, um die physikalisch-chemischen Eigenschaften von Materialien 
und deren Einfluss auf den Wärmeleitfähigkeitskoeffizienten zu untersuchen. Bei 
Proben mit modifizierter Innenoberfläche sind hydrophobe Eigenschaften festgestellt 
und die Kontaktwinkelwerte gemessen. Es ist festgestellt, dass die Wärmeleitfähigkeit 
und Schrumpfung von Aerogelen abnimmt, wenn bei der Probengewinnung eine Stufe 
der Modifikation der Innenoberfläche vorliegt. Während des Experiments ist 
festgestellt, dass in der zweiten Stufe der Aerogelgewinnung eine Verdünnung des Sols 
um das 1,2-fache zu den besten Eigenschaften des Endprodukts führt. 

 
 

Obtention d'aérogels de silice avec modification de la surface interne 
 

Résumé: Est proposé un moyen de la production des gels hydrophobes en 
modifiant la surface interne. Sont effectuées des études expérimentales pour étudier les 
caractéristiques physico-chimiques des matériaux et leur influence sur le coefficient de 
conductivité thermique. Sont notées les propriétés hydrophobes des échantillons avec 
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une surface interne modifiée; sont mesurées les valeurs de l'angle de mouillage.  
Il est établi que la conductivité thermique et le retrait des aérogels sont réduits en 
présence d'une étape de modification de la surface interne dans le processus d'obtention 
d'échantillons. Au cours de l'expérience, est déterminé que dans la deuxième étape de la 
production d'aérogels, la dilution du sol en 1,2 fois conduit aux meilleures 
caractéristiques du produit final. 
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ВЛИЯНИЕ  МУРАВЬИНОЙ  КИСЛОТЫ  И  ИНГИБИТОРА   
АМДОР ИК-2  НА  УГЛЕКИСЛОТНУЮ  КОРРОЗИЮ  
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Аннотация: С помощью гравиметрических испытаний и метода потенцио-

динамической поляризации исследовано коррозионное поведение стали в модель-
ной пластовой воде Самотлорского нефтяного месторождения (среде М1) при 
насыщении углекислым газом, а также в присутствии добавок муравьиной кисло-
ты. Изучено влияние ингибитора АМДОР ИК-2 на скорость коррозии стали  
в данных условиях. Показано, что введение различных концентраций добавки 
НСООН (от 5 до 50 мг/л) в присутствии одной избыточной атмосферы диоксида 
углерода усиливает скорость коррозии стали в среде М1.  

 
 

 
 

Введение 
 

Углекислый газ (СО2) является естественным компонентом воздуха, содер-
жание его в атмосфере составляет приблизительно 0,04 %. Растворимость углеки-
слого газа значительно превышает растворимость кислорода, и процессы атмо-
сферной коррозии протекают с некоторым участием углекислого газа [1]. Таким 
образом, присутствующий в атмосфере оксид углерода (IV) является коррозионно-
агрессивной микропримесью воздуха, которая может выступать в роли эффектив-
ного катодного деполяризатора и стимулятора атмосферной коррозии металлов [2]. 

В продукции ряда эксплуатируемых в настоящее время нефтегазовых объек-
тов (Бованенковское, Самотлорское, Уренгойское нефтегазоконденсатные место-
рождения и др.) также содержится повышенное количество коррозионно-актив-
ного оксида углерода (IV), поэтому проблема защиты нефтегазового оборудова-
ния от углекислотной коррозии имеет большое значение. Добавление углекислого 
газа является одним из способов извлечения нефти, но это еще в значительно 
большей степени стимулирует коррозионные разрушения металлического обору-
дования. Увеличение объема добываемой сырой нефти, содержащей, кроме диок-
сида углерода, другие коррозионно-агрессивные компоненты приводит к повы-
шению скорости разрушения технологического оборудования. В настоящее время 
одной из приоритетных задач является поиск новых и совершенствование суще-
ствующих методов защиты от углекислотной коррозии, которые позволят про-
длить срок службы нефтепромыслового оборудования. При этом коррозия метал-
лов систематически приводит к выходу из строя магистральных нефте- и продук-
топроводов, а в дальнейшем к многочисленным выбросам вредных веществ в ок-
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ружающую среду, что, в целом, вызывает существенное ухудшение экономиче-
ской и экологической ситуации в стране [3]. 

Из литературных источников [3 – 4] известно, что наличие в коррозионной 
среде карбоновых кислот  приводит к стимулированию углекислотной коррозии  
и затем к значительным потерям при добыче и транспортировке нефти и природ-
ного газа. Поэтому проблема защиты техники, эксплуатирующейся в данных ус-
ловиях, от углекислотной коррозии, как и от других видов коррозии, в настоящее 
время весьма актуальна. Существует несколько способов решения данной про-
блемы, но одним из наиболее эффективных и экономически выгодных способов 
торможения разрушения металлического оборудования является использование 
различных ингибиторов коррозии.  Например,  перспективным направлением для 
эффективной противокоррозионной защиты в средах с Н2S и СО2 является ис-
пользование разнообразных летучих ингибиторов коррозии [4]. Кроме того, весь-
ма эффективно использование в качестве ингибиторов углекислотной коррозии 
стали солей аминов с высшими карбоновыми кислотами [5, 6]. 

В работе [7] изучено влияние добавок уксусной кислоты на коррозионное 
поведение стали в пластовой воде М1, насыщенной углекислым газом и показано, 
что скорость коррозии увеличивается с увеличением концентрации исследуемых 
кислот. С помощью электрохимических исследований авторами [6] установлено, 
что при постоянной величине рН введение уксусной кислоты в углекислотную 
среду тормозит анодную реакцию ионизации металла и увеличивает предельный 
катодный ток. Кроме того, в работе [8] показано, что главной причиной разруше-
ния оборудования на Самотлорском нефтяном месторождении является локальная 
(питгинговая) коррозия стенок труб и сварных соединений, которая возникает, 
прежде всего, за счет обводненности нефтяных пластов. При этом даже легиро-
ванные стали в условиях присутствия следов влаги и повышенных парциальных 
давлений оксида углерода (IV) не всегда проявляют достаточную устойчивость, 
особенно при наличии дополнительных факторов коррозионного влияния (темпе-
ратуры, агрессивных примесей в газе и т.д.). 

Отмечено, что противокоррозионная эффективность действия большинства 
органических ингибиторов основана на их достаточной адсорбционной способно-
сти при контакте с поверхностью защищаемого металла [9]. Данная способность 
может достигать достаточно больших значений за счет присутствующих в моле-
куле ингибитора атомов или функциональных групп, содержащих, например, се-
ру, азот, кислород и фосфор, которые за счет водородных и донорно-акцепторных  
связей приводят к активному адсорбционному взаимодействию ингибитора с ме-
таллической поверхностью.  

В работе[10] проведена оценка  различных ингибиторы углекислотной и се-
роводородной коррозии, показано увеличение их эффективности во времени  
за счет торможения преимущественно анодного процесса.  

Цель работы – изучение влияния углекислого газа, добавок муравьиной ки-
слоты и ингибитора АМДОР ИК-2 на скорость коррозии стали марки Ст3 в мо-
дельной пластовой воде Самотлорского нефтяного месторождения (М1). 

 
Методика эксперимента 

 

Предметом исследования являлся ингибитор АМДОР ИК-2, который представ-
ляет собой маслянистую жидкость, плохо растворимую в воде, но хорошо раствори-
мую в спирте, поэтому его в исследуемую среду вводили в виде спиртового раствора. 
Ингибитор АМДОР ИК-2 состоит из активной формы, растворенной в апротон-
ном растворителе, причем активная форма является технологической смесью по-
лиаминоамидов с полиаминоимидазолинами [7, 12]: 
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Для проведения исследований использованы образцы из углеродистой стали 

марки Ст3 (масс. %: С – 0,2; Мn – 0,5; Si – 0,15; P – 0,04; S – 0,05; Cr – 0,30;  
Ni – 0,20; Cu – 0,20; Fe – 98,36). 

Коррозионные испытания проводились при комнатной температуре.  
В качестве рабочего раствора использовалась среда М1. Модельная пластовая 
вода М1 – имитат пластовой воды Самотлорского нефтяного месторождения [10], 
имеет следующий состав, г/л: NaCl – 17; CaCl2 – 0,2; MgCl2·6H2O – 0,2;  
NaHCO3 – 0,8. В исследуемую среду добавляли НCOOH мг/л: 5, 10, 15, 20, 50.  

Часть растворов насыщалась СO2 из баллона высокого давления до  
одной избыточной атмосферы с манометрическим контролем давления газа.  

С поверхности образцов стали Ст3 полностью удалялись продукты коррозии, 
и измерялась площадь поверхности. Затем образцы погружались в раствор М1,  
к которому добавлялся ингибитор коррозии АМДОР ИК-2 концентраций 100  
и 200 мг/л и муравьиная кислота с указанными выше концентрациями. Опыты 
продолжались в течение 5 и 10 суток (120 и 240 часов). Затем образцы стали Ст3 
извлекали из агрессивных сред. С их поверхности удалялись продукты коррозии. 
Образцы повторно взвешивали и рассчитывали потерю массы после воздействия 
агрессивной среды. По потере массы образца ∆m, г, определялась скорость 
коррозии K, г/(м2ч), 

τ

Δ
=

S

m
K ,                                                            (1) 

где S – площадь поверхности образца, м2; τ – время воздействия агрессивной 
среды, ч. 

Зная скорость коррозии, рассчитывался защитный эффект Z, %, ингибирую-
щей добавки  

0

0

K

KK
Z i−
= ,                                                       (2) 

где K0, Ki – скорости коррозии соответственно без добавления ингибирующих 
добавок (фон) и при их добавлении. 

Поляризационные кривые в исследуемых растворах получены с использо-
ванием потенциостата IPC-Pro (производство ИФХЭ им. А. Н. Фрумкина РАН) 
потенциодинамическим методом. В исследованиях использована трехэлектродная 
электрохимическая ячейка. Электрод сравнения – насыщенный хлоридсеребря-
ный, вспомогательный – платиновый.  

Потенциалы пересчитаны по н.в.ш. (нормальной водородной шкале). Поля-
ризация проведена из катодной области в анодную со скоростью развертки –  
0,66 мВ/с (Е – Екор = ± 200 мВ). Измерения дублировались не менее 3 раз. 

 
Экспериментальные результаты  

 

Растворенные в пластовой воде Самотлорского нефтяного месторождения 
соли являются электролитами, при этом наличие в водном конденсате низкомоле-
кулярной муравьиной кислоты приводит к повышению электропроводности сре-
ды и, следовательно, ускорению процесса коррозионного разрушения, что причи-
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нит огромный вред оборудованию и трубопроводным системам нефтяных, газо-
вых и газоконденсатных скважин. Наличие углекислого газа еще в более значи-
тельной степени стимулирует коррозионные разрушения металлического обору-
дования. 

В целях оценки влияния содержания углекислого газа в атмосфере на ско-
рость коррозии стали Ст3 в пластовой воде М1, имитирующей пластовую воду 
Самотлорского нефтяного месторождения, проведены гравиметрические измере-
ния в отсутствии СО2 и при наличии одной избыточной атмосферы СО2  
в течение 5 и 10 суток. Влияние продолжительности испытаний и наличия углеки-
слого газа на скорость коррозии K в среде М1 на стали Ст3 представлено в табл. 1, 
где показано, что наличие одной атмосферы углекислого газа в коррозионную 
среде М1 является фактором, ускоряющим коррозионное разрушение стали Ст3 
приблизительно в 2 раза. При этом увеличение времени испытаний с 5 до 10 суток 
приводит к незначительному уменьшению скорости коррозионного разрушения 
стали, что, очевидно, связано с накоплением продуктов коррозии на поверхности 
стали. 

Из литературных источников [10, 13] известно, что наличие в пластовых во-
дах низкомолекулярных карбоновых кислот приводит к стимулированию процес-
са углекислотной коррозии. С целью оценки подобного воздействия нами было 
изучено влияние введения в пластовую воду М1 различных концентраций му-
равьиной кислоты на скорость коррозии стали как в отсутствие, так и в присутст-
вии углекислого газа.  

В таблице 2 представлено влияние различных концентраций добавки 
НСООН (от 5 до 50 мг/л) на скорость углекислотной коррозии в среде М1, насы-
щенной углекислым газом, на стали Ст3 и в отсутствие ингибитора (продолжи-
тельность испытаний 5 суток). При наличии одной атмосферы углекислого газа  
в исследуемой среде М1 введение добавок муравьиной кислоты в коррозионную 
среду вызывает повышение скорости коррозионного процесса, причем при введе-
нии 5 мг/л НСООН скорость коррозии возрастает в 1,7 раза. Из таблицы можно 
видеть, что скорость коррозии составляет при концентрации кислоты 5 мг/л – 
211 г/(м2ч), а при 50 мг/л – 274 г/(м2ч), то есть при повышении концентрации 
HCOOH в 10 раз скорость коррозионного разрушения стали увеличивается при-
близительно в 1,3 раза за счет увеличения кислотности среды, что согласуется  
с литературными данными.  

В целях оценки влияния наличия углекислого газа и концентрации ингиби-
тора АМДОР ИК-2 на защитное действие по отношению к стали Ст3  в отсутствие 
муравьиной кислоты проделаны соответствующие гравиметрические измерения  
в среде М, продолжительность испытаний – 5 суток (табл. 3). Результаты иссле-
дований показали, что введение ингибитора АМДОР ИК-2 и повышение его кон-
центрации закономерно тормозит скорость коррозии в рассматриваемой среде, при-
чем введение одной избыточной атмосферы углекислого газа не влияет на характер 

 

 
Таблица 1  

 

Влияние продолжительности испытаний и наличия одной избыточной  
атмосферы углекислого газа на скорость коррозии в среде М1 на стали Ст3  

 

Среда 
K × 103, г/(м2ч) 

5 суток 10 суток 

М1 54,48 49,26 

М1 + 1 атм. СО2 125,16 111,50 
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Таблица 2 
Влияние концентрации муравьиной кислоты на скорость  

углекислотной коррозии (1 атм. СО2)  в среде М1 на стали Ст3  
 

Концентрация муравьиной кислоты  
в пластовой воде М1, мг/л (1 атм. СО2) K × 103, г/(м2ч) 

0 125,16 
5 211,08 

10 245,6 
15 257,8 
20 260,2 
50 274,9 

 
Таблица 3 

Влияние концентрации ингибитора АМДОР-ИК-2 и наличия  
углекислого газа на скорость углекислотной коррозии в среде М1  

на стали Ст3 в отсутствие добавок муравьиной кислоты  
 

Наличие  
углекислого газа 

Концентрация ингибитора 
АМДОР-ИК-2, мг/л Kср × 103, г/(м2ч) Z, % 

Отсутствует 
0 54,5 – 

100 48,7 10,6 
200 36,9 32,3 

1 атм. 
0 125,2 – 

100 89,2 28,8 
200 52,3 58,2 

 
изменения защитного эффекта. Видно, что в пластовой воде в отсутствие СО2 
введение 100 мг/л ингибитора  незначительно тормозит коррозию (защитный эф-
фект составляет 10,6 %), увеличение концентрации ингибитора  повышает проти-
вокоррозионную эффективность до 32 %. Введение в изучаемую атмосферу окси-
да углерода (IV) повышает защитную эффективность при исследуемых концен-
трациях до 29 и 58 % соответственно, то есть при увеличении концентрации ин-
гибитора на 100 мг/л защитный эффект исследуемого ингибитора в отсутствие 
муравьиной кислоты повышается в 2–3 раза.  

В целях изучения возможности торможения коррозии в присутствии углеки-
слого газа стали Ст3 в пластовой воде М1 в присутствии добавок муравьиной ки-
слоты изучено защитное действие ингибитора АМДОР ИК-2 в концентрации 
100…200  мг/л. В таблице 4 представлено влияние концентрации муравьиной ки-
слоты и ингибитора АМДОР-ИК-2 на скорость углекислотной коррозии  
в среде М1 (время экспозиции 5 суток). Скорость коррозии в присутствии  
ингибитора в коррозионной среде с увеличением концентрации НСООН  
от 5 до 50 мг/л закономерно уменьшается. Также отметим, что в отсутствии му-
равьиной кислоты в пластовой воде М1 при концентрации ингибитора 100 мг/л 
защитная эффективность ингибитора незначительная и составляет 28 %, с увеличе-
нием же концентрации ингибитора до 200 мг/л эффект торможения коррозии уве-
личивается до 58 %. 

Введение в коррозионную среду 5 мг/л муравьиной кислоты  повышает за-
щитное действие ингибитора коррозии до 61 и 78 % соответственно. Повышение 
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Таблица 4  
Влияние ингибитора АМДОР ИК-2 и различной концентрации  

муравьиной кислоты на скорость углекислотной коррозии в среде М1  
на стали Ст3 при наличии одной избыточной атмосферы СО2  

 

Концентрация  
муравьиной кислоты, мг/л K×103, г/(м2ч) Z, % 

– 
3,52

2,89
 

2,58
8,28  

5 
1,46
3,82  

2,78
0,61  

10 
1,43
1,83  

5,82

2,66
 

15 
4,43
7,74  

2,83
0,71  

20 
1,42
7,69  

8,83
2,73  

50 
4,43
6,65  

2,84
1,76  

П р и м е ч а н и е . В числителе представлены данные для концентрации  
ингибитора АМДОР ИК-2 –100 мг/л, знаменателе – 200 мг/л.

 
концентрации муравьиной кислоты, закономерно увеличивает эффект замедления 
коррозии до 76 и 84 % в случае содержания 50 мг/л НСООН. Очевидно, увеличе-
ние защитного действия обусловлено синергетическим эффектом при действии 
ингибитора АМДОР ИК-2 и вводимых в коррозионную среду добавок муравьи-
ной кислоты.  

Также в целях оценки эффективности исследуемого ингибитора в рассматри-
ваемых средах проведены потенциостатические исследования влияния содержа-
ния муравьиной кислоты и наличия одной избыточной атмосферы СО2 на метал-
лическую поверхность низкоуглеродистой стали Ст3 в нейтральной среде М1 при 
различных концентрациях НСООН и ингибирующей добавки АМДОР ИК-2. 

На рисунке 1 представлены катодные и анодные поляризационные кривые 
стали Ст3 в пластовой воде М1в отсутствии СО2, а также  при наличии одной из-
быточной атмосферы углекислого газа, при добавлении кислоты и ингибитора  
в раствор пластовой воды М1. Из графика видно, что введение СО2 в пластовую 
воду М1 смещает в отрицательную сторону стационарный потенциал, незначи-
тельно ускоряя анодную реакцию и замедляя катодный процесс в кинетической 
области и ускоряя ее в диффузионной области. Введение в коррозионную среду 
М1 муравьиной кислоты в концентрации 5 мг/л еще в большей степени смещает 
стационарный потенциал в отрицательную сторону, почти не влияя на катодный 
процесс в кинетической и диффузионной области, при этом еще больше ускоряя 
анодный процесс. Введение в пластовую воду М1 50 мг/л НСООН смещает потен-
циал коррозии в отрицательную сторону до –0,505 В, еще в большей степени за-
медляет катодный процесс и ускоряет анодную реакцию ионизации металла. 
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Рис. 1.  Катодные и анодные поляризационные кривые стали Ст3, в пластовой воде 
М1 в отсутствии содержания оксида углерода (IV) и при наличии одной избыточной 

атмосферы СО2 и различными концентрациями муравьиной кислоты 
 
Таким образом, введение углекислого газа и различных добавок муравьиной 

кислоты в пластовую воду М1 увеличивает скорость коррозии за счет ускорения 
протекания анодного процесса ионизации металла.  

На рисунке 2 представлено влияние наличия одной избыточной атмосферы 
углекислого газа и концентрации ингибитора АМДОР ИК-2 на скорость парци-
альных электродных реакций в пластовой воде М1. Из хода поляризационных 
кривых видно, что введение ингибитора АМДОР ИК-2 в пластовую воду М1 без 
СО2 смещает потенциал коррозии в положительную сторону с увеличением кон-
центрации ингибитора, при этом значительно ускоряя катодную реакцию и за-
медляя анодный процесс растворения металла. Введение углекислого газа и инги-
битора в коррозионную среду также стимулирует катодную и  замедляет анодную 
реакцию. При этом увеличение концентрации ингибитора также смещает стацио-
нарный потенциал в положительную сторону. 

 

 
 

Рис. 2.  Катодные и анодные поляризационные кривые стали Ст3, в пластовой воде 
М1 с различными концентрациями ингибитора при отсутствии углекислого газа  

и  его наличии в растворе; в отсутствие муравьиной кислоты: 
1 – М1 без СО2 без ингибитора;  2 – М1 без СО2 + 100 мг/л ингибитора;  

3 – М1 без СО2 + 200 мг/л ингибитора; 4 – М1 с СО2 + 100 мг/л ингибитора,  
5 –  М1 с СО2 + 200 мг/л ингибитора 
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Рис. 3. Катодные и анодные поляризационные кривые стали Ст3, в пластовой воде 
М1 при наличии 50 мг/л муравьиной кислоты: при наличии одной  атмосферы СО2:  

1 – без ингибитора; 2 –  при наличии 100 мг/л ингибитора АМДОР-ИК-2;  
3 – при наличии 200 мг/л ингибитора АМДОР-ИК-2 

 
Аналогичным образом исследовалось влияние содержания ингибитора при 

наличии в среде М1, насыщенной углекислым газом, муравьиной кислоты с кон-
центрацией 50 мг/л и концентрациями ингибитора 0, 100 и 200 мг/л (рис. 3).  
При увеличении содержания муравьиной кислоты в пластовой воде М1 до 50 мг/л 
картина не меняется. Введение ингибитора в систему и увеличение его концен-
трации в 2 раза (200 мг/л) смещает потенциал коррозии в положительную сторо-
ну, еще больше замедляя анодный процесс и стимулируя катодную реакцию вос-
становления окислителя-деполяризатора. Это согласуется с данными гравиметри-
ческих измерений.  

 
Выводы 

 

1.  Наличие одной атмосферы углекислого газа в среде М1 является факто-
ром, ускоряющим коррозионное разрушение стали Ст3 приблизительно в 2 раза. 
При этом увеличение времени испытаний с 5 до 10 суток приводит к незначитель-
ному уменьшению скорости коррозионного разрушения стали. 

2.  При наличии одной атмосферы углекислого газа в исследуемой среде М1, 
при введении добавок муравьиной кислоты  и увеличении концентрации кислоты 
до 50 мг/л скорость коррозии закономерно возрастает, увеличиваясь приблизи-
тельно в 1,7 – 2 раза. 

3.  Введение ингибитора АМДОР ИК-2 в среду М1 в отсутствие муравьиной 
кислоты и повышение его концентрации до 200 мг/л закономерно тормозит ско-
рость коррозии в исследуемой среде до 32 %, введение одной избыточной атмо-
сферы углекислого газа повышает защитный эффект до 52 %. 

4.  Совместное наличие в среде углекислого газа и муравьиной кислоты уве-
личивает защитную эффективность ингибитора АМДОР ИК-2, которая повышает-
ся при увеличении в среде концентрации муравьиной кислоты и достигает 84 %.  

5.  По данным электрохимических измерений введение углекислого газа  
и различных добавок муравьиной кислоты в пластовую воду М1 увеличивает 
скорость коррозии за счет ускорения протекания анодного процесса ионизации 
металла. 

6.  Введение ингибитора в коррозионную среду, содержащую углекислый газ 
в отсутствие добавок кислоты, стимулирует катодную реакцию и замедляет анод-
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ную. При этом увеличение концентрации ингибитора также смещает стационар-
ный потенциал в положительную сторону. 

7.  Введение в коррозионную среду М1, насыщенную СО2, различных доба-
вок муравьиной кислоты и  ингибитора тормозит коррозионный процесс, смещая 
потенциал коррозии в положительную сторону, при этом значительно замедляя 
анодный процесс и стимулируя катодную реакцию. Таким образом, ингибитор 
АМДОР-ИК-2 проявляет защитную эффективность преимущественно как ингиби-
тор анодного действия, увеличивая защитный эффект при увеличении содержания 
катионов водорода в исследуемой системе. 
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The Effect of Formic Acid and AMDOR IK-2 Inhibitor  
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Abstract: Using gravimetric tests and the method of potentiodynamic 
polarization, the corrosion behavior of steel in model formation water of the Samotlor 
oil field (environment M1) was studied when saturated with carbon dioxide, as well as 
in the presence of formic acid additives. The effect of the AMDOR IK-2 inhibitor on the 
corrosion rate of steel under these conditions was studied. It has been shown that the 
introduction of various concentrations of the HCOOH additive (from 5 to 50 mg/l)  
in the presence of one excess atmosphere of carbon dioxide increases the corrosion rate 
of steel in the M1 environment. 
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Wirkung der Ameisensäure und Inhibitor 
Amdor IK-2 auf Kohlenstoff-Säure-Korrosion von Kohlenstoffstahl  

im Modellschichtwasser des Samotlor-Ölfeldes 
 

Zusammenfassung: Mithilfe gravimetrischer Tests und der Methode der 
potentiell dynamischen Polarisation ist das Korrosionsverhalten von Stahl im 
Modellformationswasser des Ölfeldes Samotlor (Umgebung M1) bei Sättigung mit 
Kohlendioxid sowie in Gegenwart von Ameisensäurezusätzen untersucht. Die Wirkung 
des AMDOR-Inhibitors IK-2 auf die Korrosionsrate von Stahl unter diesen Bedingungen 
ist untersucht. Es hat sich gezeigt, dass die Einführung verschiedener Konzentrationen des 
HCOOH-Zusatzstoffs (von 5 bis 50 mg/l) in Gegenwart einer überschüssigen 
Kohlendioxidatmosphäre die Korrosionsrate von Stahl im Medium M1 erhöht. 

 
 

Influence de l'acide formique et de l'inhibiteur amdor ir-2 sur la corrosion 
par le dioxyde de carbone de l'acier au carbone dans l'eau de formation 

modèle du gisement de pétrole de samotlor 
 

Résumé: A l’aide des essais gravimétriques et la méthode de polarisation 
potentio-cyodynamique est étudié le comportement corrosif de l'acier dans l'eau de 
formation modèle du champ pétrolier de Samotlor (milieu M1) saturée de dioxyde de 
carbone et en présence des additifs d'acide formique. Est étudiée l'influence de 
L'inhibiteur amdor IR-2 sur le taux de corrosion de l'acier dans ces conditions.  
Est démontré que l’introduction de différentes concentrations des additifs НСООН  
(de 5 à 50 mg/l) en présence d’une atmosphère de dioxyde de carbone en excès 
augmente le taux de corrosion de l’acier dans le milieu M1. 
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Аннотация: Исследуются возникающие в решении задачи тепломассопере-
носа вопросы суммируемости тригонометрических рядов по системе 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ − ...,2,1;
2
1sin kxk . Установлена, в частности, экспоненциальная суммируе-

мость разложений Фурье функций 1, ≥∈ pLf p , почти всюду, в точках непрерыв-
ности, а также в метрике соответствующего функционального пространства. 

 
 

 
 

Задача о суммировании ортогональных рядов экспоненциальными методами 
была поставлена Б. П. Осиленкером в 1980-х годах прошлого века и прозвучала,  
в частности, на семинаре по теории функций в МГУ им. Ломоносова. Тогда же 
получены первые результаты в этом направлении, которые в 2013 – 2017 гг. были 
существенно обобщены авторами работ [1, 2]. Интерес к случаю экспоненциаль-
ных методов суммирования во многом обусловлен так называемым представлени-
ем Дирихле полугруппы операторов (в лебеговых пространствах), коммутирую-
щих со сдвигами. Важен и другой прикладной аспект: семейство экспоненциаль-
ных средних в частных случаях порождает универсальную математическую мо-
дель процессов тепломассопереноса (теплопроводность в конечном стержне, про-
цесс диффузии в конечной полой трубке, стационарное распределение тепла  
в полуплоскости). Так, в работе [3] предложена в терминах указанных средних 
математическая модель процесса сушки растительных материалов. Как оказыва-
ется, подобное моделирование может быть распространено и на процессы экс-
тракции, чему авторы статьи [3] намерены посвятить отдельную работу.  
В настоящей статье представлен собственно математический аспект этого и дру-
гих физических  процессов. 
 

1. Математическая модель процесса тепломассоопереноса 
 
1.1. Постановка задачи. Вышеупомянутые процессы (при некоторых усло-

виях, перечисленных ниже) могут быть формализованы следующим образом: 
подлежит отысканию решение 
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( ),,txuu =  0,0 >≤≤ tlx  
краевой задачи 

( )txFuau xxt ,2 +′′=′ ;                                              (1.1) 
 

( ) ( )ttu μ=,0 ;                                                   (1.2) 
 

( ) 0, =′ tlux ;                                                   (1.3) 
 

( ) ( )xxu ϕ=0, .                                                  (1.4) 
 

Здесь параметр 0>l , а функции ( ) ( ) ),(,, txFxt ϕ=ϕμ=μ  заданы, причем 
каждая из них интегрируема (по Лебегу) на соответствующей области задания. 

Обращаясь к физическому смыслу соотношений (1.1) – (1.4), укажем, напри-
мер, задачу теплопроводности в стержне конечной длины l  с постоянным коэф-
фициентом температуропроводности 2а . В уравнении (1.1) тогда ( )txuu ,=  – 
температура в точке стержня с абсциссой x в момент времени t ; то есть рассмат-
ривается одномерное температурное поле в прямом изотропном и однородном 
стержне постоянного сечения с теплоизолированной боковой поверхностью, ко-
гда тепловое воздействие осуществляется через его торцы. Внутри стержня могут 
существовать источники или поглотители тепла с плотностью ( )txF ,  в точке  
с координатой х  в момент времени t. 

Условия (1.2), (1.3) характеризуют температурный режим на границах: за-
данные температуру на левом конце и плотность теплового потока на правом 
конце.  

Далее, функция )(xϕ  определяет начальное распределение температур  
в точках стержня. В случае )(xϕ , представимой суммой своего ряда Фурье, схема 
решения задачи (1.1) – (1.4) хорошо известна (см. напр., [4, с. 100 – 102]). Сущест-
венные трудности возникают, если вопрос о сходимости ряда Фурье функции 

)(xϕ  остается открытым. Рассмотрению этого случая посвящен параграф 3.  
В целях полноты изложения приведем решение задачи (1.1) – (1.4), осуществляя 
его в несколько этапов. 

1.2. Первая редукция. Введем в рассмотрение разность 
 

( ) ( ) ( )ttxutxv μ−= ,, .                                            (1.5) 
 

Задача (1.1) – (1.4) тогда преобразуется к виду: 
 

( ) ( )ttxFvav xxt μ′−+′′=′ ,2 ; 
 

( ) 0,0 =tv ; 
 

( ) 0, =′ tlvx ; 
 

( ) ( ) ( )00, μ−ϕ= xxv . 
 
1.3. Вторая редукция. Обозначим ( ) ( ) ( )ttxFtxG μ′−= ,,  и положим 
 

( ) ( ) ( )txQtxPtxv ,,, += ,                                                   (1.6) 
 

так, чтобы функции ( )txPP ,=  и ( )txQQ ,=  были решениями, соответственно, 
стандартной задачи: 
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(1.7) 

  

с однородными краевыми условиям и  задачи: 
 

( )txGQaQ xxt ,2 +′′=′ ;                                                  (1.8) 
 

( ) 0,0 =tQ ;                                                             (1.9) 
 

( ) 0, =′ tlQx ;                                                          (1.10) 
 

( ) 00, =xQ .                                                          (1.11) 
 

Приведем схемы решений каждой из задач (1.7) и (1.8) – (1.11). 
1.4. Решение задачи (1.7) конструируется по методу Фурье [4, с.90 – 94;  

5, с. 154 – 155]. А именно, находим решение уравнения в виде ( ) ( ) ( )tYxXtxP =, .  
В результате разделения переменных получаем семейства функций вида: 
 

( ) ;sin xDxXX пnn λ==  
 

( ) ( ) ,exp 22 taAtY nnn λ−=  
где ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
π

=λ
2
1n

l
n , ....,2,1=п  

 

Теперь в задаче (1.7) решение дифференциального уравнения с заданными 
краевыми условиями будут иметь следующий вид: 

 

( ) ( ) ;sinexp, 22 xtabtxP nnnn λλ−=  
 

при этом семейство коэффициентов 
  

...,2,1, == nDAb nnn  
 

будет определено позднее. 
Чтобы удовлетворить, наконец, начальному условию в (1.7), построим окон-

чательное решение задачи в виде суммы ряда 

( ) ( )∑
∞

=
λλ−

1

22 ,sinexp~,
n

nnn xtabtxP                          (1.12) 

 

так что ( )0,xP  должна совпасть с функцией ( ) ( ) ( )0μ−ϕ= xxf . Здесь потребуется 
известный факт ортонормированности на интервале );0( l  системы функций  
(см., напр., [4, с. 52 – 57],) 

...,2,1,sin
2

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

λ nxl
n ,                                     (1.13) 

 

благодаря чему можно записать (оставляя пока в стороне вопросы сходимости) 
разложение 

( ) ( ) ∑
∞

=
λμ−ϕ

1
sin~0

n
nn xbx .                                       (1.14) 
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Следовательно, члены последовательности { nb } в (1.14) необходимо долж-
ны быть коэффициентами Фурье функции ( ) ( ) ( )0μ−ϕ= xxf

 
( ) ( )( ) ...,2,1,sin02)(

0

=ττλμ−τϕ== ∫ nd
l

fbb
l

nnn  

 

1.5. Решение задачи (1.8) – (1.11). Поставим в соответствие искомой ( )txQ ,  
и заданной ( )txG ,  их разложения по системе }{ xnλsin  (см. (1.13)): 

( ) ( )∑
∞

=
λ

1
;sin~,

n
nn хtqtxQ                                     (1.15) 

 

( ) ( )∑
∞

=
λη

1
sin~,

n
nn хttxG

                             
      (1.16) 

 

с коэффициентами Фурье ( )tqn  и ( )tnη , зависящими от t . В результате формаль-
ной подстановки (1.15) и (1.16) в (1.8) получаем 
 

( ) ( ) ( )( )∑∑
∞

=

∞

=
λη+λ−=λ′

1

22

1
,sinsin

n
nnnn

n
nn xttqaхtq  

откуда 
( ) ( ) ( ) ...,2,1,22 =η=λ+′ nttqatq nnnn                        (1.17) 

 

Соотношение (1.17) – линейное дифференциальное уравнение первого по-
рядка относительно ( )tqn ; при этом должно быть выполнено начальное условие 
(см. (1.11) и (1.15)) 0)0( =nq . Решением полученной задачи Коши будет, как лег-
ко проверить, семейство функций 

 

( ) ( ) ( ) ...,2,1,expexp)(
0

2222 =ττητλλ−= ∫ пdatatq
t

nnnn                (1.18) 

 

Теперь, согласно (1.15) и (1.18), будем иметь 
 

( ) ( ) ( ) ( )∑ ∫
∞

=
λ

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
ττητλλ−

1 0

2222 sinexpexp~,
n

n

t

nnn xdatatxQ ,              (1.19) 

 

где, как указано выше (см. (1.16)), 
 

( ) ( )∫ λτ=τη
l

nn zdzzG
l 0

sin,2 . 

 

1.6. Окончательный результат. Согласно (1.5), (1.6), (1.12) и (1.19) полу-
чаем решение задачи (1.1) – (1.4) в виде суммы следующего ряда: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,sinexpexpsinexp,
1 1 0

222222 xdataxtabttxu n
n n

t

nnnnnn λ
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
ττητλλ−+λλ−+μ= ∑ ∑ ∫

∞

=

∞

=

 
где коэффициенты ,nλ

 
,nb  ( )τηn определены выше.
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2. Краевая задача с однородными граничными условия первого рода 
 
2.1. Трансформация задачи (1.7). Если в задаче (1.1) – (1.4) граничное усло-

вие (1.3) второго рода заменить на условие первого рода 0),( =tlu , то в (1.7) со-
отношение ( ) 0, =′ tlPx  преобразуется в ( ) 0, =tlP . В этом случае (см. [4, с. 90 – 93]) 
разложение (1.14) будет заменено на  

( ) ( ) ∑
∞

=

π
βμ−ϕ

1
sin~0

n
n nx

l
x , 

 

где через nβ )( fnβ=  обозначены синус-коэффициенты Фурье функции 
( ) ( )0)( μ−ϕ= xxf  

( ) ...,2,1,)sin()0()(2)(
0

=ττ
π

μ−τϕ=β ∫ пdn
ll

f
l

n  

 

Теперь аналог (1.12) принимает вид 
 

( ) ;sin)(exp)(~,
1

22∑
∞

=

π
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ π
−β

n
n xn

l
tn

l
aftxP                        (2.1) 

 

заметим, что решение (2.1) изучалось, в частности, в работе [3] в связи с матема-
тическим моделированием процессов сушки растительного сырья. 

2.2. Уточнение начальных условий. Решение краевой задачи (1.7) на этапе 
реализации начального условия означало, что при 0=t  сумма ряда (1.12) должна 
совпадать со значениями ( ) ( ) ( )0μ−ϕ= xxf . Однако при формальной подстановке 

0=t  в (1.12) нельзя гарантировать сходимость получаемого ряда Фурье, поэтому 
указанный факт совпадения следует понимать в более общем смысле  

 

0
lim
+→t  

( )∑
∞

=
=λλ−

1

22 )(sinexp)(
n

nnn xfxtafb ;                          (2.2) 

 

условие (2.2) должно быть выполнено, например, почти всюду или в каждой точ-
ке непрерывности функции f . Точно также в задаче с граничным условием 

0),( =tlР  начальное условие должно быть реализовано в виде 
 

0
lim
+→t   

∑
∞

=
=

π
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ π
−β

1

2
2 )(sinexp)(

n
n xfxn

l
tn

l
af .                  (2.3) 

 

Соотношения (2.2), (2.3) можно рассматривать как задачи о предельном по-
ведении экспоненциальных средних разложений Фурье функции f  по соответст-
вующей системе синусов. К рассмотрению этих задач мы перейдем в следующем 
параграфе. При этом функцию f  будем считать доопределенной на всей число-
вой оси нечетным l2 -периодическим образом.  

Далее, если  

( ) ( )∫ μ−ϕ=
l

dxx
l

f
0

|0|2|||| , 

 

то, ввиду интегрируемости функции ( )xϕ , имеем, ∞<|||| f . Теперь, очевидно, 
что 
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...,2,1||,|||)(| =≤ nffbn , 
и ряд   

∑
∞

=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ π
−

1

22

2
1exp||||

n
tna

l
f

 
 

будет мажорантным для (1.12). Этот знакоположительный ряд, очевидно, является 
сходящимся при каждом 0>t , откуда и следует равномерная по х сходимость 
(1.12); см. также (2.2). 

Точно так же устанавливается равномерная по х сходимость ряда, записанно-
го под знаком предела в левой части (2.3). 

 
3. Исследование поведения  

экспоненциальных средних разложений Фурье 
 
3.1. Реализация условий (2.2), (2.3). В связи с (2.3) и (2.2) можно рассмотреть 

более общую задачу об исследовании поведения при 0+→t  семейств средних: 
 

kx
l

tfxfU k
k

kt
π

νβ=ν ∑
∞

=

• sin)()();,(
1

                                   (3.1) 

 

и 

xk
l

tfbxfU k
k

kt ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
π

ν=ν ∑
∞

= 2
1sin)()();,(

1
                            (3.2) 

 

рядов Фурье функции f по соответствующим системам синусов. Здесь )}({ tkν  – 
так называемая суммирующая последовательность, для которой будем предпола-
гать, что 

1)0( =kν ,   ;...,2,1=k                                        (3.3) 
 

+∞→k
lim 0)( =ν tk , 0>t ;                                          (3.4) 

 

0
lim
+→t

...,2,1,1)( ==ν ktk ;                                (3.5) 
 

0...,,3,2),1(ln)( >==ν tkOkt tk .                             (3.6) 
 

В наших случаях (2.3) и (2.2) имеем в (3.1) и (3.2) соответственно, 
 

( ) ...,2,1,exp)( 2 =θ−=ν ktktk ;                                (3.7) 
 

...,2,1,
2
1exp)(

2
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −θ−=ν ktktk                            (3.8) 

 

с 
2
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ π
=θ a

l
,  так что условия (3.3) – (3.6) для (3.7), (3.8), очевидно, выполнены. 

Обе последовательности (3.7), (3.8) относятся к классу кусочно-выпуклых, 
что будет существенным для дальнейших рассуждений. Речь идет о сохранении 
знака вторых разностей  

 

 

))(()(2 tt kk νΔΔ=νΔ ,  где )()()( 1 ttt kkk +ν−ν=νΔ , 
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или о перемене его (знака) конечное число раз. В случае, например, (3.8) знаки 
)(2 tkνΔ  определяются знаками второй производной (см. [1]) функции 

 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −θ−=
2

2
1exp)( ytyE . 

 

Имеем 

( )
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −θ−−θ−θ−=′′
2

2

2
1exp)12(2)( ytyttyE , 

 

так что )(yE ′′  меняет знак лишь в одной точке .1≥y  Следовательно, последова-
тельность (3.8) кусочно-выпукла, что и утверждалось. В работах [1, 2] рассматривалось суммирование кусочно-выпуклыми мето-
дами рядов Фурье π2 -периодических функций по классической ортогональной 
тригонометрической системе  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ...;sin,cos;...;sin,cos;

2
1 kxkxxx .                                (3.9) 

Заменяя в (3.9) x  на x
l
π  и ограничиваясь разложениями нечетных функций, 

сформулируем следующее утверждение. 
Теорема 3.1. Пусть pL -класс суммируемых с p -й степенью ( 1≥p ) на ),0( l  

функций )(xf , продолженных на всю действительную ось нечетным  
l2 -периодическим образом. Пусть также )}({ tkν  – кусочно-выпуклая суммирую-

щая последовательность, которая удовлетворяет ограничениям (3.3) – (3.6) . 
Тогда соотношение  

)();,(lim
0

xfxfUt
t

=ν•

+→
                                      (3.10) 

 

для всякой pLf ∈  имеет место почти всюду на ),0( l  и в метрике соответствую-
щего функционального пространства. Равенство справедливо также в каждой точ-
ке непрерывности функции )(xf , а в каждой точке разрыва 0x  первого рода пре-

дел (3.10) равен значению ( ))0()0(
2
1

00 ++− xfxf . 

Аналогичный результат будет иметь место и в случае (3.8). 
Теорема 3.2. Пусть выполнены условия теоремы 3.1. Тогда соотношение  
 

)();,(lim
0

xfxfUt
t

=ν
+→

                                     (3.11) 
 

для всякой pLf ∈  имеет место почти всюду на ),0( l  и в метрике соответствую-
щего функционального пространства, а также в каждой точке непрерывности 
функции )(xf . 

Из результатов теорем 3.1 и 3.2, в частности, вытекает, что начальные усло-
вия (2.3) и (2.2) выполнены почти всюду и в каждой точке непрерывности функ-
ции )(xf . 

Рассуждения, доказывающие теорему 3.1, содержатся в [1]. Приведем схему 
доказательства теоремы 3.2.  
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Основным этапом является представление средних (3.2) в виде оператора 
свертки с ядром типа Фейера [6, т. 1, с. 148]. В целях сокращения записей примем 

π=l . Согласно определению коэффициентов )( fbk , интегральное ядро частич-
ных сумм 

∑
=

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −=
n

k
kn nxkfbxfs

1
...,2,1,

2
1sin)(],[ ,                          (3.12) 

 

ряда (1.14) преобразуется следующим образом: 
 

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
τ+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −−τ−⎟
⎠
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⎜
⎝

⎛ −=τ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −∑ ∑
= =

n

k

n

k
xkxkkxk

1 1
)(

2
1cos)(

2
1cos

2
1

2
1sin

2
1sin  

 

)(
2
1)(

2
1

τ+−τ−= xDxD nn ,                                    (3.13) 

где ∑
=

τ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −=τ
n

k
n kD

1 2
1cos)(  – аналог классического ядра Дирихле [6. с. 86].  

Далее 
 

2
sin2

sin))1sin((sin

2
sin2

1)(
1

τ
τ

=τ−−τ
τ

=τ ∑
=

nkkD
n

k
n .                   (3.14) 

 

В силу очевидной нечетности по переменной τ  разности (3.13), ее произве-
дение с )(τf будет четным. Тогда интеграл этого произведения по );0( π можно 
заменить на половину интеграла по периоду, и частичные суммы (3.12) в силу 
(3.14) принимают вид  

 

=τ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ τ+−τ−τ
π

= ∫
π

π−

dxDxDfxfs nnn )(
2
1)(

2
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( ) =τττ−
π

=ττ−τ−τ−
π
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π

π−

π
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dDxfdDxfxf nn )()(1)()()(
2
1          (3.15) 

 

...,2,1,

2
sin2

sin
)(

1
=τ

τ
τ

τ+
π

= ∫
π

π−

пd
n

хf  

 
Представление (3.15) частичных сумм позволяет утверждать (см. [6, с. 113–114]), 
что ],[ xfsn )(ln nox=  почти всюду, а тогда в силу (3.6) 0)(],[ →ν txfs nn  при 

∞→n  для почти всех x . Теперь, благодаря преобразованию Абеля, получаем 
 

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
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⎛
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txfsxfstxfU NNk

N

k
k

N
t

  

⎟
⎟
⎠
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.          (3.16) 
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Здесь 

1

1
],[

+
=σ

k
xfk ,...,2,1],,[

1
∑
=μ

μ =
k

kxfs  

 

– средние Фейера ряда Фурье (1.14). Согласно (3.15), выполняя соответствующее 
суммирование, будем иметь 

...,2,1,)()(1],[ =τττ+
π

=σ ∫
π

π−

kdFхfxf kk ,                      (3.17) 

где 
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1
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2
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τ
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τ
+
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                                  (3.18) 

 

Интегральное ядро (3.18) обладает очевидными оценками 
 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
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2)1(
1;min)(

k
kOFk , 

 

а в этом случае, как хорошо известно (напр., [1]), соответствующий интегральный 
оператор (3.17) может быть оценен сверху максимальной функцией Харди–
Литтлвуда 

)(* xf ∫
+

−>
ττ=

hx

hxh
df

h
|)(|1sup

0  
 

равномерно по k ; см. напр. [1; 6, т. 1, с. 151]. Если учесть, что кусочно-выпуклая 
последовательность )}({ tkν обладает свойствами (см. [1, 2]) 

∑
∞

=
=νΔ+

1

2 )1(|)(|)1(
k

k Otk  и 0)( →νΔ tN N  при ∞→N , 

 

то из (3.16) вытекает, что эта же оценка справедлива для |);,(| νxfUt  
 

))(();,( * xfОxfUt =ν                                           (3.19) 
 

равномерно по t . Утверждение (3.11) теоремы 3.2 вытекает тогда из (3.19) стан-
дартным образом (см. [1; 6, т. 2, с. 464–465]). 

3.3. Вопросы равносходимости. Речь пойдет о равносходимости разложе-
ний Фурье нечетных l2 -периодических функций по классической системе сину-
сов (см. (3.9)) и системе (1.13). А именно, имеет место следующая теорема. 

Теорема 3.3. Для всякой суммируемой на );0( l  нечетной 2 l -периодической 
функции )(xf  почти в каждой точке х имеет место соотношение 

( ) 0],[],[lim =− •

∞→
xfsxfs пn

n
, 
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в котором ],[ xfsn  – последовательность частичных сумм ряда Фурье по системе  

}{sin xnλ , а ],[ xfsп
•

 – последовательность частичных сумм ряда Фурье по систе-

ме 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ π nx

l
sin ...,2,1, =n . 

Доказательство. Достаточно рассмотреть случай π=l . Сумма ],[ xfsn  вы-
ше представлена в интегральной форме (3.15). Далее 

 

∫
π

π−

•• =τττ+
π

= ...,2,1,)()(1],[ пdDxfxfs пп                     (3.20) 

Здесь  

τ

τ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
=τ•

2
1sin2

2
1sin

)(
n

Dп  

– классическое Дирихле [6, т. 1, с. 86]. 
Наряду с (3.20) рассмотрим последовательность 
  

∫
π

π−

•••• τττ+
π

= ,)()(1],[ dDxfxfs пп  

где 

...,2,1,

2
1tg2

sin)( =
τ

τ
=•• пntDп ,

 
 

– модифицированное ядро Дирихле. 
Как показано в [6, т. 1, с.80, 87], для всякой рассматриваемой )(xf  разность 

],[],[ xfsxfs пп
••• −  при ∞→n  равномерно по x  стремится к нулю. С другой сто-

роны, 

4
tgsin

2
1

2
tg

1

2
sin

1sin
2
1)()( τ

τ=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

τ
−

τ
τ=τ−τ •• nnDD пn , 

так что в силу (3.15) 

∫
π

π−

•• τ
τ

ττ+
π

=− dnxfxfsxfs пn
4

tgsin)(
2
1],[],[ .                 (3.21) 

 

В правой части (3.21) записаны коэффициенты Фурье функции 

4
tg)(

2
1)( τ

τ+=τψ xfx , суммируемой на );( ππ−  и продолженной на всю ось  

2 π -периодическим образом; как хорошо известно [6, т. 1, с. 80], такие коэффици-
енты стремятся к нулю (в нашем случае – при почти каждом х), если ∞→п .  
Остается заметить, что 

 

],[],[ xfsxfs пn
•− ]),[],[(]),[],[( xfsxfsxfsxfs пппn

••••• −−−= , 
 

откуда теперь и вытекает утверждение теоремы 3.3. 
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Abstract: The paper investigates the questions of summation of trigonometric 

series in the 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ − ...,2,1;
2
1sin kxk system when solving the problem of heat and 

mass transfer. In particular, the exponential summation of Fourier expansions of 
functions 1, ≥∈ pLf p  has been found almost everywhere, at points of continuity, as 
well as in the metric of the corresponding function space. 
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Exponentielle Summierung von Fourier-Reihen 
in Anwendungen zu den Aufgaben des Wärme- und Stofftransfers 
 
Zusammenfassung: Es werden die Fragen der Summierbarkeit trigonometri-

scher Reihen im System 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− ...,2,1;

2

1
sin kxk

 
untersucht, die sich bei der Lösung 

des Problems der Wärme- und Stoffübertragung entstehen. Insbesondere ist die expo-
nentielle Summierbarkeit von Fourier-Entwicklungen von Funktionen  1, ≥∈ pLf p  
fast überall an Kontinuitätspunkten sowie in der Metrik des entsprechenden Funktions-
raums festgestellt.  

  
 

Sommation exponentielle des séries de Fourier dans les applications aux 
problèmes de transfert de chaleur et de masse 

 
Résumé: Sont étudiés les problèmes de sommabilité des séries trigonométriques 

dans le système 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ − ...,2,1;
2
1sin kxk qui se posent dans la résolution du problème 

du transfert de chaleur et de masse. En particulier, est établie la sommabilité 
exponentielle des expansions de Fourier des fonctions 1, ≥∈ pLf p  presque partout, 
aux points de continuité, ainsi que dans la métrique de la continuité fonctionnelle 
correspondante. 
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Аннотация: Рассмотрены технологические особенности низкотемператур-
ной пайки тонкостенных изделий из меди с применением в качестве теплоносите-
ля нагретого газа (воздуха). С применением разработанной технологии получены 
экспериментальные образцы стыковых, нахлесточных и тавровых паяных соеди-
нений. В результате механических испытаний паяных соединений показаны их 
высокие механические свойства. Осуществлена оценка и получены зависимости 
прочности при разрушении от относительной площади дефектов при термовоз-
душной пайке различных соединений. 

 
 

 
 

Введение 
 

При изготовлении габаритных тонкостенных изделий из меди, таких как 
корпуса теплообменников, объемные и коаксиальные резонаторы и др., возникает 
ряд прикладных научных проблем [1]. 

В связи с высокой теплопроводностью, жидкотекучестью и усадкой при за-
твердевании меди, ее сварка затруднена по причине возникновения значительных 
деформаций и напряжений. Кроме того, высокая активность меди в жидком со-
стоянии по отношению к кислороду, а также ее способность растворять большое 
количество водорода («водородная болезнь») приводят к образованию трещин  
и пор в сварном шве. Данный факт обуславливает преимущественное применение 
пайки для получения неразъемных соединений деталей из меди. 

Другой проблемой, связанной с получением качественного неразъемного со-
единения, является окисление меди при нагреве. Медь начинает взаимодейство-
вать с кислородом при 200 °С. При этом образуется оксид СuО, распад которого 
начинается при температуре порядка 800 °С. Для предотвращения окисления 
очищенной поверхности меди на нее наносят тонкий слой припоя – полуду.  
Однако некоторые припои при определенных температурах образуют с медью 
хрупкие прослойки интерметаллидов, которые ухудшают паяемость. 
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Таким образом, к числу особенностей меди, влияющих на выбор способа 
пайки, относятся химическая стойкость оксидов, склонность кислородсодержа-
щей меди к водородной хрупкости, повышенная способность меди образовывать 
интерметаллиды с некоторыми компонентами припоев. 

Выбор материала припоя и состава флюса не дает полной гарантии получе-
ния качественного паяного соединения, если выбран неадекватный способ нагре-
ва. При пайке тонкостенных изделий из меди, с учетом физико-химических про-
цессов, происходящих при ее нагреве, актуальной задачей является разработка  
и применение способов и температурно-временных режимов низкотемпературно-
го нагрева. 

Широкое распространение в промышленности получила пайка в печах, по-
скольку при этом обеспечивается равномерный нагрев соединяемых изделий без 
их деформации даже при больших габаритах изделий [2 – 4]. Несмотря на оче-
видные преимущества данной технологии, основным недостатком является отсут-
ствие на Российском рынке печей с большими габаритами рабочих камер. Пред-
ставленное на рынке оборудование импортного производства предназначено для 
пайки небольших объектов в электронной промышленности. Зарубежные произ-
водители предлагают изготовление под заказ, однако стоимость такого оборудо-
вания высока, а в условиях часто меняющейся номенклатуры и типоразмеров из-
делий, изготовленная и приобретенная печь для пайки одного изделия может ока-
заться бесполезной для другого. 

Разновидностью пайки в печи является пайка в вакууме. Она успешно при-
меняется для соединений многих металлов, в том числе и меди. Этот вид пайки 
проводится в вакуумных печах или контейнерах, загруженных в обычные печи. 
Паяные швы, полученные при использовании нагрева в вакууме, отличаются чис-
тотой исполнения, прочностью металла шва и высокой коррозионной стойкостью. 
К недостаткам способа пайки в вакууме следует отнести сложность применяемого 
оборудования [5].  

Пайка электросопротивлением [6], при которой нагрев осуществляется теп-
лом, выделяющимся при протекании электрического тока через паяемые детали,  
с успехом применяется для идеально плоских деталей, а также в электротехнике 
для соединения проводов. Недостатком данного способа является возможность 
перегрева контактирующих поверхностей массивных деталей, например медных 
проводников, вследствие чего происходит неравномерный нагрев паяемого со-
единения; возникает нестабильность контакта «электрод – деталь», трудности  
в воспроизведении постоянного режима, неравномерности в подводе теплоты из-
за прерывистого включения источника питания для предотвращения перегрева 
угольных электродов, а также невозможность пайки деталей с поверхностями, 
отличными от плоских. 

Для пайки массивных деталей широко применяется пайка погружением  
в расплавы солей, находящихся в соляных печах-ваннах. Соли обычно служат 
источником тепла и оказывают флюсующее действие, поэтому дополнительного 
флюсования при пайке не требуется. При пайке погружением в ванну с припоем 
предварительно офлюсованные детали нагревают в расплаве припоя, который при 
температуре пайки заполняет соединительные зазоры [7]. Пайка погружением 
имеет следующие недостатки: большой расход электроэнергии, связанный с поте-
рей тепла через свободную поверхность жидкой ванны в результате излучения  
и конвективного обмена; наличие вредных для здоровья испаряющихся компо-
нентов расплава; необходимость устранения наплывов припоя с изделия после 
пайки и большая трудоемкость опиловочных работ; высокие остаточные дефор-
мации; низкая коррозионная стойкость покрытий на изделиях, паянных погруже-
нием в расплавы солей; значительный расход солей (флюсов) и припоя; необхо-
димость рафинирования расплавов жидких ванн от примесей. 
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Массивные детали из меди, вследствие ее большой теплопроводности, пре-
вышающей в шесть раз теплопроводность железа, паяют газовыми горелками [8 – 11]. 
Основными преимуществами являются низкие затраты на оборудование, а также 
возможность механизации и автоматизации процесса. Недостатки технологии 
газопламенной пайки – необходимость работы с открытым огнем, а также слож-
ность осуществления низкотемпературной пайки, так как температура пламени 
горелки достигает 3150 °С. Единственным способом регулирования температуры 
в этом случае является увеличение и точное поддержание расстояния между го-
релкой и паяемыми поверхностями, что технически сложно реализуемо. 

В электронике нашла применение технология пайки нагретым газом [12]. 
Паяемое изделие располагается в зоне выхода горячего газа. Тепловой режим 
пайки обеспечивается за счет изменения расхода газа и температуры нагревателя, 
а также скоростью перемещения паяемого изделия относительно паяльной голов-
ки. Узкая область применения пайки нагретым газом обусловлена отсутствием на 
российском рынке соответствующего технологического оборудования. В послед-
ние несколько лет в России развивается производство аппаратов горячего воздуха. 
В настоящее время такое оборудование успешно применяется для сварки полиме-
ров. Основным преимуществом, позволяющим применять аппараты горячего воз-
духа для низкотемпературной пайки металлов, является наличие контура точного 
регулирования температуры, а также возможность доработки устройств с точки 
зрения применения в качестве теплоносителей защитных газов [13].  

 
Материалы и методы исследований 

 

При проведении исследований изготовлены образцы паяных соединений 
(ГОСТ 19249–73) пластин из меди М3р толщиной 2 мм: ПВ-1 (стыковое),  
ПН-1 (нахлесточное), ПТ-1 (тавровое), схемы которых показаны на рис. 1. 

Для получения соединений использовался аппарат горячего воздуха  
LST-1600S мощностью 1600 Вт, выходной диаметр сопла – 15 мм, температура 
газа на выходе сопла – 480 °С, расход воздуха 180 л/мин, расстояние от сопла до 
паяемых деталей – 10…30 мм. 

В результате проведенных исследований [14] распределения температур на 
поверхности медной пластины в зависимости от режима функционирования аппа-
рата горячего воздуха доказано, что при указанных выше параметрах область раз-
мером не менее 40×40 мм прогревается до температуры 240 °С в центре и 200 °С 
 

 
 

 
Рис. 1. Термовоздушная пайка медных пластин встык (а), внахлест (б), втавр (в):  

1 – сопло аппарата горячего воздуха; 2 – нагретый газ (воздух); 3 – паяный шов;  
4 – пруток припоя; 5 – направление подачи припоя; 6 – паяемые детали 
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по краям, что позволяет осуществлять пайку низкотемпературными припоями.  
Чувствительность температуры на поверхности деталей к изменению длины сво-
бодного газового потока составляет 0,7 °С/мм, что существенно облегчает про-
цесс пайки с точки зрения отсутствия необходимости точного поддержания рас-
стояния от источника нагрева до паяемых поверхностей. 

Пайка экспериментальных образцов осуществлялась оловянно-свинцовым 
припоем ПОС-61 в виде прутка диаметром 2 мм, представляющим собой сплав 
61 % олова и 39 % свинца. Температура ликвидуса припоя составляет 190 °С,  
солидуса – 183 °С. Интервал кристаллизации сплава равен 7 °С и является наи-
меньшим среди оловянно-свинцовых припоев. Временное сопротивление разрыву 
составляет 42 МПа (4,3 кгс/мм2). 

Реализация технологии термовоздушной пайки предусматривает использо-
вание флюса. Флюс позволяет удалить оксидные пленки с поверхностей соеди-
няемых деталей, защитить паяемые поверхности от окисления при нагреве, а так-
же обеспечивает лучшую смачиваемость паяемых деталей припоем. Пайка экспе-
риментальных образцов пластин из меди осуществлялась с помощью активного 
флюса на основе хлоридов цинка и аммония специально выбранного состава: 
ZnCl2 (200 мг), NH4Cl (10 мг), H2O (0,79 мл). Данный флюс имеет температуру 
активации 150 °С и сохраняет свои защитные свойства вплоть до температу-
ры  350 °С. 

Пайка нахлесточного соединения предварительно луженых заготовок осуще-
ствлялась без дополнительного введения припоя. Лужение заготовок осуществля-
лось в следующей последовательности: 

–  нанесение кистью или тампоном флюса при комнатной температуре на по-
верхность, подлежащую пайке; 

–  выбор режима функционирования аппарата горячего воздуха, при котором 
обеспечивается нагрев поверхностей деталей на 30…50 °С выше температуры 
плавления припоя (220…240 °С); 

–  нагрев поверхностей потоком горячего воздуха с обратной стороны; 
–  нанесение припоя путем кратковременного касания нагретой поверхности. 
Пайка стыковых и тавровых соединений может осуществляться как с приме-

нением предварительного лужения, так и без него. При этом обязательным явля-
ется использование флюса. Технология получения стыковых и тавровых соедине-
ний в общем случае аналогична изложенной выше. Для формирования протяжен-
ных паяных швов необходимо проводить нагрев заготовок и нанесение припоя  
в следующей последовательности: 

–  предварительный прогрев всей или большей части паяемого участка до 
температуры 0,8…0,9 от температуры активации флюса (120…130 °С) (операция 
необходима для увеличения производительности процесса); 

–  перемещение газового потока на начало паяемого участка и нагрев области 
взаимодействия с обратной стороны шва до температуры, превышающей темпе-
ратуру плавления припоя на 30…50 °С (220…240 °С); 

–  нанесение припоя путем кратковременного касания нагретой поверхности; 
–  перемещение аппарата горячего воздуха вдоль шва со скоростью  

5…30 мм/с (выбирается в зависимости от толщины металла, его теплопроводно-
сти и выбранного режима функционирования аппарата горячего воздуха); 

–  формирование паяного шва с необходимыми геометрическими параметрами 
осуществляется одновременно с перемещением нагреваемой области путем введе-
ния необходимого количества припоя касанием прутка нагретой поверхности.  
Частота внесения припоя определяется диаметром используемого прутка, толщиной 
паяемых поверхностей и необходимыми геометрическими параметрами шва. 
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Рис. 2. Схема испытания на излом образцов таврового паяного соединения 
 

Механические испытания образцов паяных соединений проводились на уни-
версальной разрывной машине УТС-101-5 (скорость 20 мм/мин, тип датчика  
5000 Н). Стыковые и нахлесточные соединения испытывались в режиме растяже-
ния до полного разрушения образцов; тавровые соединения – по схеме, представ-
ленной на рис. 2, при работе машины в режиме сжатия. 

 
Результаты исследований и их обсуждение 

 
Обработка результатов механических испытаний проводилась с использова-

нием программно-технического комплекса Analyzer. Исследование поверхностей 
разрушения на наличие дефектов пайки осуществлялось путем обработки их мик-
рофотографий в программе анализа данных микроскопии Gwyddion 2.63. 

При анализе изломов паяных соединений выявлено, что преобладающим де-
фектом является непропай – частичное незаполнение паяльного зазора припоем, 
незначительная доля приходится на порообразование. В среде программы 
Gwyddion 2.63 осуществлена идентификация этих дефектов и определение их 
суммарной площади в отношении к общей площади паяного соединения. 

На рисунке 3 представлены зависимости прочности при разрушении σв от 
относительной площади дефектов δSд при пайке встык, внахлест и при пайке тав-
рового соединения. 

В результате аппроксимации экспериментальных данных полиномом первой 
степени получены следующие выражения при пайке: 

–  встык: σв = 58,37 – 0,77⋅δSд, R2 = 0,97; 
–  внахлест: σв = 66,37 – 1,57⋅δSд, R2 = 0,97; 
–  таврового соединения: σв = 8,71 – 0,91⋅δSд, R2 = 0,95. 
Анализ полученных зависимостей показывает, что при изменении относи-

тельной площади дефектов на 1 % прочность при разрушении для различных ви-
дов соединения изменяется следующим образом: 

– стыковое – на 1,3 %; 
– нахлесточное – на 2,4 %; 
–  тавровое – на 10 %. 
При растяжении стыкового паяного шва влияние дефектов типа «непропай» 

и «пора» на прочность шва наименьшее, что связано с особенностями формиро-
вания шва. При сборке деталей под пайку устанавливается определенный зазор, 
который в дальнейшем заполняется припоем. Прочность такого соединения в зна-
чительной степени определяется величиной прослойки припоя между поверхно-
стями паяемых деталей. При растяжении шва, в условиях стесненной деформа-
ции, формируется жесткое объемное напряженное состояние, возникающее в шве, 
что обуславливает повышение прочности соединения. 

1
2

F



Вестник Тамбовского государственного технического университета. 502

 
 

Рис. 3. Зависимость прочности при разрушении  
от относительной площади дефектов при пайке встык (а), внахлест (б), втавр (в): 

1 – аппроксимирующая зависимость; 2 – эксперимент 
 

На прочность нахлесточных соединений наибольшее влияние оказывают не-
пропаи по краям паяемой области, уменьшающие эффективную площадь нахле-
стки. Напряженное состояние в нахлесточном соединении неоднородно, на краях 
возникает концентрация напряжений, сдвиговые деформации максимальны, одна-
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ко в силу структурной неоднородности шва, формирующейся при его кристалли-
зации, они практически не передаются в объем шва, и возможное наличие там пор 
оказывает слабое влияние на прочностные характеристики. Следует отметить, что 
влияние на прочность нахлесточного соединения оказывает наличие галтелей, 
которые снижают концентрацию напряжений на краю соединения.   

Тавровое соединение деталей является одним из наиболее распространенных 
при создании различных конструкций. В отличие от стыковых и нахлесточных 
соединений, работающих преимущественно при растягивающих или сжимающих 
нагрузках, тавровое соединение может эксплуатироваться в широких условиях 
приложения усилий. При растягивающей нагрузке, которая приложена в направ-
лении, перпендикулярном оси шва, тавровый шов работает аналогично стыково-
му. При выбранной в работе схеме испытания таврового соединения (см. рис. 2) 
зарождение трещины происходит с обратной стороны шва в непосредственной 
близости к детали 2. Таким образом, область концентрации напряжений смещает-
ся по мере раскрытия трещины в сторону шва, а на диаграмме нагружения появ-
ляется протяженная зона разрушения, ширина которой составляет 75…95 % от 
толщины паяемых пластин. Учитывая такой механизм разрушения таврового со-
единения, становится очевидной высокая чувствительность прочности к наличию 
дефектов, в том числе и внутренних. 

 

Заключение 
 

В работе предложена технология термовоздушной низкотемпературной пай-
ки крупногабаритных тонкостенных изделий из меди. С применением специально 
разработанного флюса получены образцы различных видов паяных соединений 
(стыковых, нахлесточных и тавровых), механические испытания которых показа-
ли их высокую прочность.  

Анализ поверхностей разрушения паяных соединений позволил выявить де-
фекты, характерные для термовоздушной пайки. Осуществлена оценка влияния 
относительной площади этих дефектов на прочностные характеристики швов. 
Установлено, что наибольшее уменьшение прочности в зависимости от наличия 
дефектов характерно для тавровых швов, что связано с особенностями распреде-
ления напряжений в ходе их нагружения. 

Отличительной особенностью рассмотренной технологии пайки является ее 
высокая производительность, точная установка и поддержание температуры на-
грева, а также возможность автоматизации процесса.  

Термовоздушная пайка может быть успешно применена для соединения лю-
бых материалов, при этом потребуется корректировка технологии с точки зрения 
режимных параметров и применяемых вспомогательных материалов (флюсов, 
паст, припоев).  

 
Работа выполнена в рамках программы конкурса «Гранты для поддержки 

прикладных научных исследований молодых ученых 2022 года» управления образо-
вания и науки Тамбовской области, проект № МУ2022-02/27. 
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Abstract: The technological features of low-temperature soldering of thin-walled 
copper products using heated gas (air) as a coolant are considered. Using the developed 
technology, experimental samples of butt, lap and tee solder joints were obtained.  
As a result of mechanical tests of solder joints, their high mechanical properties are 
shown. The dependence of the fracture strength on the relative area of defects during 
hot-air soldering of various joints was assessed and obtained. 
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Thermisches Luftlöten der übergroßen dünnwandigen Kupferprodukte 
 

Zusammenfassung: Es sind die technologischen Merkmale des 
Niedertemperaturlötens dünnwandiger Kupferprodukte unter Verwendung von 
erhitztem Gas (Luft) als Wärmeträger betrachtet. Mithilfe der entwickelten Technologie 
sind experimentelle Proben von Stoß-, Überlappungs- und T-Lötverbindungen erhalten. 
Als Ergebnis mechanischer Tests von Lötverbindungen sind deren hohe mechanische 
Eigenschaften nachgewiesen. Die Abhängigkeit der Bruchfestigkeit von der relativen 
Defektfläche beim Heißluftlöten verschiedener Verbindungen ist bewertet und ermittelt. 

 
 

Brasage à l'air chaud des produits en cuivre à paroi mince 
 
Résumé: Sont examinées les caractéristiques technologiques du brasage à basse 

température des produits à paroi mince en cuivre avec l'utilisation d'un gaz chauffé (air) 
comme support thermique. En utilisant la technologie développée, sont reçus des 
échantillons expérimentaux de joints de soudure bout à bout, de recouvrement et de 
marque. À la suite des tests mécaniques des joints de soudure, sont montrées leurs 
propriétés mécaniques élevées. Est réalisée l’évaluation et sont obtenues les 
dépendances de la résistance à la rupture sur la surface relative des défauts lors du 
brasage à l'air chaud de divers composes. 
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Аннотация: Рассмотрены физико-химические основы взаимодействия ак-

тивного кислотного флюса с поверхностью окисленной меди. Получена химиче-
ская модель процесса взаимодействия в виде совокупности химических уравне-
ний. Создана феноменологическая модель процесса взаимодействия флюса  
на основе хлоридов цинка и аммония с поверхностью меди, представляющая со-
бой ориентированный граф, вершинами которого являются компоненты флюса, 
поверхности, на которую он наносится, а также вещества, образующиеся как при 
их взаимодействии между собой, так и в ходе реакций данных веществ с поверх-
ностью металла; ребра графа соединяют исходные вещества с образующимися  
в ходе химических реакций и ориентированы в направлении продукта реакции.  

 

 
 

Введение 
 

При производстве технологического оборудования химической и смежных  
с ней отраслей [1] широко применяются технологии низкотемпературной пайки [2], 
преимущества которой – возможность неразъемного соединения разнородных 
материалов, отсутствие температурных деформаций соединяемых деталей, высо-
кая производительность и относительно низкая себестоимость. 

Реализация технологий пайки предусматривает использование флюсов, ос-
новным назначением которых является удаление оксидных пленок с поверхно-
стей соединяемых деталей, защита зоны пайки от окисления при нагреве, а также 
обеспечение лучшей смачиваемости паяемых деталей припоем. Наилучшими тех-
нологическими свойствами обладают кислотные активные флюсы [3]. При пайке 
изделий из меди и ее сплавов широко применяются флюсы на основе хлоридов 
цинка и аммония. 

Научно обоснованный подход к разработке флюсов требует всестороннего 
выявления и изучения физико-химических процессов, происходящих как в про-
цессе смешивания компонентов, так и при их взаимодействии с паяемыми мате-
риалами. 
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Рис. 2. КР-спектр продукта взаимодействия флюса Ф2 с медью 
 
Наличие описанных выше полос поглощения указывает на протекание реак-

ции гидролиза хлорида цинка 
 

( ) HClClOHZnOHZnCl 22 +↔+ .                                      (1) 

При растворении хлорида аммония в воде происходит его гидролиз в соот-
ветствии с уравнением 

 

HClOHNHOHClNH 424 +↔+ .                                     (2) 
 

В результате анализа ИК-спектров пропускания установлено наличие незна-
чительного количества ZnCl2, что связано с его неполным расходованием вслед-
ствие протекания конкурирующих реакций NH4Cl. Наличие в продуктах реакции 
катионов аммония NH4

+ обуславливает увеличение ширины полосы поглощения  
в диапазоне волновых чисел 3390…3470 см–1.  

Солянокислый раствор, образующийся в результате гидролиза ZnCl2  
и NH4Cl, взаимодействует в присутствии кислорода воздуха с медью 

 

OH2CuCl2OHCl4Cu2 222 +→++ ,                                 (3) 
 

а также с пленкой оксида меди (II)   
 

OHCuClHCl2CuO 22 +→+ .                                        (4) 
 

Хлорид меди (II) в присутствии меди вступает в реакцию с соляной кислотой  
 

[ ]22 CuClH2CuHCl2CuCl →++ .                                     (5) 
 

Согласно [5] в ИК-спектре водного раствора хлорида меди характерными 
полосами поглощения являются 806, 1149, 1604, 1745, 2576, 2719, 2991, дублет 
3140 и 3192 см–1. На рисунке 1 все вышеперечисленные полосы поглощения от-
сутствуют, что говорит о полном протекании реакции (5), полосы при 1615 см–1,  
дублет 3205 и 3399 см–1, относящиеся к деформационным и валентным колебани-
ям воды, смещены в сторону более высоких волновых чисел и принадлежат дру-
гим соединениям. 

При достаточном количестве HCl в реакционной среде будет протекать обра-
тимая реакция  

 

[ ] HClCuClCuClH 2 +↔ ,                                               (6)  
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которая завершается при недостатке соляной кислоты. Образующийся при этом 
хлорид меди (I), взаимодействуя с водой в присутствии кислорода воздуха, пере-
ходит в нерастворимую в воде основную соль – гидроксохлорид меди, имеющую 
свело-зеленый цвет, 

↓→++ Cu(OH)Cl4OO2HCuCl4 22 .                                  (7) 
 

В присутствии воды гидроксохлорид меди образует кристаллогидраты вида 
Cu(OH)Cl ⋅ nH2O. 

О завершении реакции (6) и полноте протекания реакции (7) можно судить 
по отсутствию в ИК-спектре (см. рис. 1) полос поглощения в средней области 
волновых чисел при 1093 см–1 и в диапазоне 1370…1380 см–1, относящихся к ко-
лебаниям связи Cu–Cl. Согласно [6] полоса поглощения на ИК-спектре (см. рис. 1) 
при 3399 см–1 принадлежит валентным колебаниям связи O–H в соединении 
Cu(OH)Cl. 

По мере расходования соляной кислоты на реакции с другими компонентами 
системы (Cu, CuO, CuCl2) прекращается ход реакции (2) в обратном направлении, 
а оставшийся гидроксид аммония, взаимодействуя с CuCl2, приводит к образова-
нию гидроксохлорида меди Cu(OH)Cl 

 

( ) ClNHClOHCuOHNHCuCl 442 +↓→+ .                               (8) 
 

Присутствие хлорида аммония в продуктах реакции идентифицируется по 
полосам поглощения 750, 790 и 850 см–1 в ИК-спектре Ф2 (см. рис. 1), характер-
ным для угловых колебаний связи N–H, а также по колебаниям 53, 142, 290 см–1  
в КР-спектре (см. рис. 2). 

Спектроскопия КР-продуктов взаимодействия флюса Ф2 с поверхностью ме-
ди позволила установить наличие связей Cu–O (деформационные колебания  
560 см–1), Cu–OH (деформационные колебания 1100 см–1) и Cu–Cl (154, 192,  
300 см–1) (см. рис. 2), относящихся к основному соединению, содержащемуся  
в продуктах реакции, гидроксохлориду меди Cu(OH)Cl.  

Таким образом, совокупность 
уравнений (1) – (8) представляет 
собой химическую модель процесса 
взаимодействия флюса с поверхно-
стью меди. 

В целях наглядного представ-
ления процесса взаимодействия ак-
тивного флюса на основе хлоридов 
цинка и аммония с поверхностью 
меди, построена его феноменологи-
ческая модель (рис. 3). Данная мо-
дель представляет собой ориенти-
рованный граф, вершинами которо-
го являются компоненты флюса 
(ZnCl2, NH4Cl) и поверхности, на 
которую он наносится (Cu, CuO),  
а также вещества, образующиеся 
как при их взаимодействии между 
собой (Zn(OH)Cl, HCl, NH4OH), так  
и в ходе реакций этих веществ  
с поверхностью металла. Ребра гра-
фа соединяют исходные вещества  

Рис. 3. Феноменологическая модель процесса 
взаимодействия флюса на основе хлоридов 
цинка и аммония с поверхностью меди
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с образующимися в ходе химических реакций и ориентированы в направлении 
продукта реакции. Условия протекания реакций учтены путем их указания в ребрах 
графа. 

 
Заключение 

 

Анализ феноменологической модели показывает, что конечными продукта-
ми, образующимися после взаимодействия флюса с поверхностью окисленной 
меди, являются Zn(OH)Cl и Cu(OH)Cl. Наличие следов исходных компонентов 
флюса (ZnCl2, NH4Cl) может быть вызвано неправильным выбором концентраций 
при приготовлении, вследствие чего наблюдается их неполное расходование из-за 
протекания конкурирующих реакций. 

Полученная модель позволяет наглядно представить физико-химические 
процессы, протекающие при подготовке и нанесении флюса на основе хлоридов 
цинка и аммония на поверхность окисленной меди и выделить вещества, обра-
зующиеся в ходе их реакции, с целью дальнейшего анализа их влияния на качест-
во паяного соединения, а также корректировки составов активных флюсов. 

 
Работа выполнена в рамках программы конкурса «Гранты для поддержки 

прикладных научных исследований молодых ученых 2022 года» управления образо-
вания и науки Тамбовской области, проект № МУ2022-02/27. 
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Abstract: The physicochemical basis of the interaction of active acid flux with 

the surface of oxidized copper is considered. A chemical model of the interaction 
process in the form of a set of chemical equations was obtained. A phenomenological 
model of the process of interaction of flux based on zinc and ammonium chlorides with 
the surface of copper has been created, which is an oriented graph, the vertices of which 
are the components of the flux, the surface on which it is applied, as well as substances 
formed both during their interaction with each other and during reactions of these 
substances with the metal surface; the edges of the graph connect the starting substances 
with those formed during chemical reactions and are oriented in the direction of the 
reaction product. 
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Phänomenologisches Modell des Prozesses der Interaktion  
des aktiven Flussmittels mit Kupferoberfläche 

 
Zusammenfassung: Es sind die physikalisch-chemischen Grundlagen der 

Wechselwirkung des aktiven Säureflusses mit der Oberfläche von oxidiertem Kupfer 
untersucht. Das chemische Modell des Interaktionsprozesses ist in Form einer Reihe 
chemischer Gleichungen erhalten. Es ist ein phänomenologisches Modell des 
Flussmittelinteraktionsprozesses auf der Basis von Zinkchloriden und Ammonium mit 
einer Kupferoberfläche erstellt, das einen orientierten Graphen darstellt, dessen Spitzen 
die Flussmittelkomponenten sind, die Oberfläche, auf die er aufgetragen wird, sowie 
Substanzen, die sowohl durch ihre Wechselwirkung als auch durch Reaktionen dieser 
Substanzen auf der Oberseite des Metalls gebildet werden. Die Kanten des Graphen 
verbinden die Ausgangsmaterialien mit den resultierenden Substanzen im Laufe der 
chemischen Reaktionen und sind in Richtung des Reaktionsprodukts ausgerichtet.  

 
 

Modèle phénoménologique du processus d'interaction  
du flux actif avec la surface du cuivre 

 
Résumé: Sont examinées les bases physico-chimiques de l'interaction du flux 

acide actif avec la surface du cuivre oxydé. Est reçu un modèle chimique du processus 
d'interaction sous la forme d'un ensemble d'équations chimiques. Est créé le modèle 
phénoménologique du processus d'interaction de flux à base des chlorures de zinc et 
d'ammonium avec la surface du cuivre, qui est un graphe orienté dont les sommets sont 
les composants du flux, surfaces sur lesquelles il est appliqué ainsi que substances qui 
se forment lors de leur interaction entre eux et lors des réactions de ces éléments avec la 
surface du métal au cours des réactions chimiques et orientés dans la direction du 
produit de la réaction. 
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Ключевые слова: булева алгебра; двухэлементная консольная модель; 

дискретные трещины; теорема перемещений; функция перемещений; ширина рас-
крытия трещины; эффект железобетона. 

 
Аннотация: В аналитическо-численных методах механики железобетона 

расчетные сопротивления вычисляются с использованием метода конечных эле-
ментов. Существует необходимость исследований физических важных эффектов 
и процессов, где анализируются магистральные трещины, нарушающие сплош-
ность бетона с учетом работы арматуры. Рассмотрена методика расчета железобе-
тонных конструкций с учетом изменения параметров трещин на основе булевой 
алгебры. Представлен алгоритм, включающий наличие итерационного процесса  
в программном комплексе (ПК) «ЛИРА» для моделирования железобетона с по-
зиции раскрытия трещин и создания эффекта железобетона в виде несплошности 
бетона и реакции арматуры на основе механики разрушения. Предложено  
ПК «ЛИРА» дополнить новыми разработанными модулями. 
 

 
 

Введение 
 

Широкое применение железобетонных конструкций в сложных и ответст-
венных сооруженных вызывает потребность совершенствования теории методов 
их расчета [1 – 4, 10 – 20]. Анализ методик расчета железобетонных конструкций 
показал, что заложенные в методике предпосылки отвечают современному уров-
ню эволюции расчетного аппарата такого сложного конструкционного материала, 
как железобетон [5 – 9, 15 – 24]. Нарушение сплошности железобетона при раз-
личных воздействиях определяется расчетными методиками преимущественно  
с применением ЭВМ. Однако в настоящее время нет удобного способа проведе-
ния расчетов железобетонных конструкций с учетом изменения параметров тре-
щин. В связи с этим предложена методика расчета железобетонных конструкций  
с учетом изменения параметров трещин на основе булевой алгебры. Далее под-
ключается метод конечных элементов, с помощью которого «расшивается» рас-
считываемая конструкция, моделируя при этом с помощью двухконсольной мо-
дели (ДКМ) пространственную трещину, раскрытие которой задается в виде де-
формационного воздействия на основе эффекта железобетона. 
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Теоретические предпосылки 
 

Основу метода составляют следующие теоретические предпосылки. 
1.  Зависимость между моментами равнодействующей и составляющих сил 

устанавливается теоретической механикой, где момент силы относительно точки 
в пространстве изображается вектором, модуль которого равен произведению 
модуля силы P на ее плечо d относительно этой точки (центра момента) (рис. 1) 

 

М0 = Pd,                                                           (1) 
 

При этом, согласно теореме Вариньона (теорема 1), момент равнодействую-
щей силы относительно любой точки равен геометрической сумме моментов со-
ставляющих сил относительно этой точки, а момент равнодействующей силы от-
носительно любой оси равен алгебраической сумме моментов составляющих сил 
относительно этой оси и т.д. Тогда модуль момента силы относительно точки мо-
жет быть выражен удвоенной площадью треугольника AOB (см. рис 1, в).  

Установим сначала зависимость между равнодействующим моментом и мо-
ментами составляющих сил относительно какой-либо точки. Определим модуль  
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Рис. 1. Поперечное сечение: 
а – сжатый бетон, растяжение бетона 
и рабочей арматуры; б – сжатый бетон 
и растяжение бетона (пусто) через рабо-
чую арматуру; в – зависимость между мо-
ментом силы относительно точки и момен-
том равнодействующей силы относительно 
оси, проходящей через эту точку 
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момента М0(R) равнодействующей силы в плоскости относительно центра приве-
дения О (см. рис. 1, в), который является произвольной точкой, 

 

Mz(R) = М0(R)cosγ = Мz .                                                (2) 
 

Известно, что главный момент системы сил Мz относительно оси Z равен ал-
гебраической сумме моментов составляющих сил относительно этой оси, поэтому 

 

Mz(R) = Mz + M1z + … + Mn,z.                                          (3) 
 

Согласно теореме автора (теорема 2), для переноса трещин в железобетон-
ных адекватных расчетных подконструкциях из булевой алгебры с подмножеств 
определенными операциями (форма геометрической суммы (в интеграле) пере-
мещений раскрытия, сдвиг для плеч и углов трещины, проецирование относи-
тельно любой оси) получим формулы (4) и (5): 

 

( ) ( )∫∫∑∑ ==Δ−
s

jiizii dzdxzxfeeueba γcosγcosγcos ,, ***
;                 (4) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∑∑ −=−=−Δ−
s

jiizii dzdxzxfeeueba θγcosθγcosθγcos ,, ***
,    (5) 

 

здесь ( ) izii ba ,Δ−  – градиент площади из длины ( )ii ba −   и высоты iz,Δ ; ( )zxf – 

функция трещины и ее форма через интеграл в ее площади ( )∫∫
s

dzdxzxf ; jie ,*
 – 

плечо для элементарной площади; γ – угол между перемещением Δ1 и Δ2, для па-
раллелограмма; ( )θγ −  – угол для разъединения параллелограмма перемещением 
Δ1 или Δ2. 

Установим сначала зависимость между равнодействующим углом и углами 
составляющих перемещений относительно какой-либо точки. Определим модуль 
угла перемещения φ0(Δ), расположенного в плоскости относительно центра при-
ведения О (см. рис. 1, в), который является произвольной точкой, 

 

φz(Δ) = φ0(Δ) cos γ = φz.                                            (6) 
 

Рассмотрим сложение двух пар сил, расположенных в пересекающихся плос-
костях, и докажем следующую теорему (рис. 2). 

Геометрическая сумма моментов (углов) равна моменту (углу) эквивалентной 
им пары сил (перемещений). 

Пусть требуется сложить две пары сил, расположенные в пересекающихся 
плоскостях I и II, имеющие моменты М1 (аналог φ1) и М2 (аналог φ2) (см. рис. 2). 
Принимаем силы этих пар равными по модулю. Они имеют аналог перемещений 
 

Δ=Δ=Δ=Δ=Δ 4321 ,                                              (7) 
 

и определим плечи этих пар: 
 

Δϕ= 11d  и Δϕ= 22d .                                            (8) 
 

Расположим данные пары таким образом, чтобы силы Р1 (аналог Δ1) и Р3 

(аналог Δ1) были направлены по линии пересечения плоскостей K1 в противопо-
ложные стороны и уравновешивались. 

Оставшиеся пары сил образуют пару перемещений (аналог сил Р2 (Δ2) и Р4 
(Δ4)), эквивалентную данным двум парам. Такая пара сил имеет плечо ВС = d  
и момент, перпендикулярный к плоскости пары, равный по модулю М = Рd  
(аналог φ = Δd). 
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Рис. 2. Сумма двух пар сил, расположенных в пересекающихся плоскостях I и II, 
имеющих моменты (углы): φ1 (аналог М1) и φ2 (аналог М2) 

 
Покажем, что геометрическая сумма моментов составляющих пар равна мо-

менту эквивалентной пары. Так как момент пары сил является свободным векто-
ром, перенесем моменты составляющих пар М1 (аналог φ1) и М2 (аналог φ2)  
в точку В и сложим их, построив на этих моментах (углах) параллелограмм.  

Докажем, что его диагональ BC = М1 + М2 (аналог BF = φ1 + φ2) представля-
ет собой момент эквивалентной пары сил Р2 (аналог Δ2), Р4 (аналог Δ4). Для этого 
необходимо доказать, что: 

1)  ВF = Рd (аналог ВF = Δd); 
2)  отрезок ВF перпендикулярен к плоскости действия эквивалентной пары Р2 

(аналог Δ2), Р4 (аналог Δ4); 
3)  смотря навстречу вектору BF , можно видеть пару Р2 (аналог Δ2) и Р4 

(аналог Δ4), стремящуюся вращать плоскость, в которой она расположена, в сто-
рону, противоположную движению часовой стрелки. 

Доказательство: 
а) Треугольники ВАС и BDF подобны, так как: 
 

11 dΔ=ϕ ;   22 dΔ=ϕ ;                                                  (9) 
 

2

1

2

1

d

d
=

ϕ

ϕ
, то есть 

AC

BA

DF

BD
=  

 

и  ∠BDF = ∠ВАС, как углы со взаимно перпендикулярными сторонами. 
Из подобия данных треугольников следует, что 
 

BA

BC

BD

BF
= , то есть 

11 d

d

M

BF
= ,                                        (10) 

откуда 

d
d

d
d

d

d
BF Δ=Δ=ϕ=

1
1

1
1 .                                            (11) 

б) Так как вектор момента каждой пары сил перпендикулярен к плоскости 
действия этой пары, то  11 Δ⊥ϕ  и 22 Δ⊥ϕ , а потому плоскость параллелограмма 

BDFE перпендикулярна к силе пары 2Δ  и 2Δ⊥BF . 
Кроме того, ∠DBA = 90° и ∠CBA = ∠FBD, откуда ∠CBF = 90°, то есть 

BCBF ⊥ .  
Так как диагональ параллелограмма BF перпендикулярна к силе пары 2Δ   

и плечу пары BC, то можно утверждать, что она перпендикулярна к плоскости 
действия эквивалентной пары 2Δ , 4Δ . 
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в) Выполнение третьего условия показано на рис. 3. Смотря навстречу векто-
ру BF , можно видеть пару 2Δ  и 4Δ , стремящуюся вращать плоскость, в которой 
она расположена, против движения часовой стрелки. 

Из вышеизложенного следует, что вектор BF  = ϕ, то есть геометрическая 
сумма углов (моментов) составляющих пар равна углу (моменту) эквивалентной 
пары 

ϕ=ϕ+ϕ 21 .                                                     (12) 
 

Важно установленное правило сложения углов (моментов) пар называется 
правилом параллелограмма углов (моментов). 

Для первого уравнения, где треугольник ВFF ′, получим 
 

( ) ( ) 0
2

1
2

12 γsinγcos ϕ=ϕ+ϕ+ϕ .                                     (13) 
 

Для второго уравнения треугольников получим ВDD ′ и FDD ′, где в резуль-
тате разъединим углы  γ и θ: 

 

( ) 012 θcosθγcos ϕ=ϕ+−ϕ .                                          (14)   
 

Тогда   
0θcosθcos2 =+− CBA ,                                            (15) 

 

здесь ( )212
2

2 γcosγsin ϕ+ϕ+ϕ=A ; 12 γcos ϕ+ϕ=B ; 2
0

22
2 γsin ϕ−ϕ=C .  

Совокупность углов параллелограмма (см. рис. 2), где  М0 (угол ϕ0), момент 
расположенный в плоскости, перпендикулярной линии действия силы (переме-
щения), называют силовым винтом (перемещением углов кручения): 

 

22
00 *ϕ+ϕ=ϕ′ ;                                               (16) 

 

( )
22

0
,0

*

*
* cos,cos

ϕ+ϕ

ϕ
=ϕΔ=ϕϕ′ it .                                 (17)  

 

2.  Типы трещин в растянутом и сжатом бетоне и внутренние перемеще-
ния показаны на рис. 3 и 4. 

С повышением нагрузки (силы и перемещений) увеличивается трещина раз-
рыва в бетоне и, продолжая развиваться, поднимается вверх, а область еще рабо-
тающего на растяжение бетона сокращается. Нулевая линия неизменно смещается 
к сжатому краю сечения, и сжатая зона сечения уменьшается. Опыт строительства 
и эксплуатации сооружений говорит о том, что эти трещины не опасны и не на-
рушают общей монолитности железобетона. В зависимости от характера переме-
щений и силовых воздействий в железобетонных изгибаемых конструкциях могут 
образоваться трещины, нормальные к продольной оси конструкции и наклонные 
(см. рис. 4). 

Первые образуются обычно в зоне чистого изгиба, вторые – в зонах совмест-
ного действия изгибающих моментов и поперечных сил. При этом можно выде-
лить два основных типа наклонных трещин. Трещины первого типа появляются  
в зоне действия больших изгибающих моментов и начинаются от растянутой гра-
ни конструкции. Они, как правило, появляются первыми и в начале направлены 
нормально к продольной оси, а затем искривляются в сторону груза. Если обеспе-
чена трещиностойкость нормальных сечений и обжатие бетона к опорам не 
уменьшается, то образование этих трещин практически исключается.  
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                       а)                                                                                   б) 

 

Рис. 3. Трещины: а – нормальные; б – наклонные  
(узлы А из перемещений внутренних параметров тензоров деформаций φi, Δφi, Δφi+1) 

 

 
 

Рис. 4. Типы трещин в растянутом и сжатом бетоне  
для зависимости от характера силовых и деформационных воздействий:  

а – железобетонная балка (1 – нормальные; 2 – наклонные первого типа; 3 – наклонные 
второго типа); б  – угловые перемещения Δcrc, z  и Δcrc, x; в – связанные перемещения стерж-
ней арматуры и υgi  (для смятого бетона) в трещине c раскрытием acrc и сдвигом берегов  
Δcrc трещины, учитывающей главный вектор u и угол β усилий в арматуре, пересекающей 
трещину; г – наклонные трещины Тр1, Тр2, Тр3 

 
На определенном этапе нагружения в зонах с преобладающим влиянием по-

перечных сил появляются трещины второго типа [2 – 5]. Они возникают в средней 
части высоты конструкции с наклоном к ее продольной оси и по мере роста на-
грузки развиваются в сторону груза и в сторону опоры. Такие трещины в корот-
ких балках при больших поперечных силах, а также в коротких балках двутавро-
вого сечения с тонкой стенкой могут появляться раньше нормальных.  

a) б)

в) г)
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Аналитические выражения моментов 
силы относительно координатных осей  
х, у, z, которым соответствуют орты i, j, k, 
приведены на рис. 5. 

Модуль и направление главного век-
тора R* или аналог для перемещения Δ* 
определяется формулой 

 

222*
zyx Δ+Δ+Δ=Δ ,                  (19) 

 

здесь ( ) ;,cos
*

*

Δ

Δ
=Δ xi  ( ) ;,cos

*
*

Δ

Δ
=Δ yj  

( ) .,cos
*

*

Δ

Δ
=Δ zk  

Модуль и направление главного момента M0 или аналог для угла φ0 опреде-
ляется формулой 

222*
zyx ϕ+ϕ+ϕ=ϕ ,                                               (20) 

здесь ( ) ;,cos
0

0
ϕ

Δ
=ϕ xi  ( ) ;,cos

0
0

ϕ

Δ
=ϕ yj  ( )

0
0,cos

ϕ

Δ
=ϕ zk . 

Главный вектор u  усилий в арматуре характеризуется двумя величинами 
giu , giυ  и связан c нормальными напряжениями is ,σ  арматуры в трещинах и ка-

сательными напряжениями is,τ  (см. рис. 4, в). 
Связи между giυ   и углом β имеют вид 

( ) ζ+β+==υ issgi PNQkRk tgsupsupsup ,                                 (21) 

где supk  – функции податливости стержней сдвигу для расстояния crcl , пересе-

кающих трещину на некотором малом отрезке giu  и giυ ; ζ – коэффициент для 

обобщенной реакции supR . 
Составляющие главного вектора по некоторым ортогональным направлени-

ям связаны между собой зависимостью 
 

( )zxiuua gxgzcrc ,sincos5,0 ≠α+α= ,                            (22) 
из нее получим: 

α

α−
=

cos

sin5,0 gxcrc
gz

ua
u ;                                               (23) 

 

igxigygi uu β−β=υ sincos ;                                             (24) 
 

igxigzgi uu β−β=υ sincos ;                                             (25) 
 

Тогда в трещинах и касательных напряжениях (см. рис. 4, в) и их связях ме-
жду углом β имеем 

( ) βββ −±=β BAA 25,05,0cos ,                                      (26) 

где ( )22

2

gzgx

gzgi

uu

u
A

+

υ
=β ; ( )22

22

gzgx

gxgi

uu

u
B

+

−υ
=β .  

Z
z 

k 

x y

y 
x

A
r

x
i j 

O

M0(ϕ0) 
 

P(Δ)

z 

y

Рис. 5. Аналитические выражения 
момента (угла) и силы (перемещения))
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Тогда 
igyigxgi uuu β+β= sincos .                                         (27) 

 

3.  Автор ввел эффект железобетона [2, 3, 5], физическая суть которого за-
ключается в дополнительном деформационном воздействии, вызванном наруше-
нием сплошности бетона и трещины в форме эллипсоида, а также с использова-
нием универсального двухконсольного элемента из механики разрушения (рис. 6). 
При этом в растянутой области бетона для определения расстояния между трещи-
нами и ширины их раскрытия важно учитывать сцепление и напряжения сжатого 
бетона. 

4.  Использование в расчетах универсального двухконсольного элемента 
(ДКЭ) представляется наиболее удачным, так как имеем связь его напряженно-
деформированного состояния с величиной скорости высвобождения удельной 
энергии в зоне предразрушения. При этом податливость берегов трещины, через 
которую может быть выражена величина bu, определяется с использованием 
функционала механики разрушения, где δV – уменьшение потенциальной энергии 
тела при продвижении трещины на малое приращение δa; δW – дополнительная 
работа, совершаемая над телом при продвижении трещины на малое приращение 
δa. Есть особенность построения расчетного аппарата, который должен учитывать 
сцепление между арматурой и бетоном, а также ширину раскрытия (деформаци-
онное воздействия) в зонах, прилегающих к трещине.  

Таким образом, ДКЭ используется в качестве связующего звена между зави-
симостями механики твердого деформируемого тела и механики разрушения (при 
разработке универсальных двухконсольных элементов их можно использовать  
и для решения задачи сопротивления железобетонных конструкций при кручении 
с изгибом). 

5.  Расчетные модели сопротивления РМС, представленные в работах [15 – 21], 
полностью отвечают современной тенденции развития деформационных моделей 
теории железобетона, обозначаемой сегодня понятийной иерархией «сечение – 
элемент – система». Выполнен анализ первой модели (РМС1) – стержень с маги-
стральными нормальными трещинами для аналитического функционала МР,  
и второй модели (РМС2) с магистральными наклонными трещинами, через замк-
нутые уравнения. Они были включены в функцию Лагранжа, физический смысл  
 

 
 

Рис. 6. Эффект железобетона:  
а – форма трещины (от треугольника до эллипсоида и реакция от несплошного бетона  

до сплошной арматуры); б – относительные деформаци арматуры  
и растянутого бетона по оси x 

acrc 
acrc k 
acrc,max 

εs, εctk, εq 

a)

б)
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которой – отыскание опасной трещины из веера нескольких наклонных трещин). 
Третья модель (РМС3) имеет диагональные и другие трещины, которые решались 
с учетом податливости узлов в отличие от жестких узлов. Четвертая модель 
РМС4 – стена с магистральными наклонными трещинами, а также диагональными 
(сейсмическими) и РМС4а – плита с магистральными трещинами из «конверта». 
В пятой модели РМС5 используются объемные пространственные блоки при 
кручении с изгибом.  

6.  С помощью метода конечных элементов «расшивается» рассчитываемая 
конструкция, моделируя при этом пространственную трещину (рис. 7 и 8) [24].  

Суть предлагаемой модели трещин [20, 21, 24] состоит в том, что действи-
тельная трещина заменяется моделью трещины, раскрытие которой задается  
в виде деформационного воздействия Δ = acrc j, направленного перпендикулярно  
к поверхности пространственной трещины [15 – 24]. Учет эффекта нарушения 
сплошности [1 – 9] выполняется с помощью введения переменной ширины рас-
крытия трещины в зависимости от ее удаления от оси рабочей (продольной или 
поперечной) арматуры (см. рис. 7 и 8). 

При решении обратной задачи [24] определения ширины раскрытия трещин 
деформационное воздействие не задается, а с помощью «расшивки» моделируется 
лишь наличие щели минимально возможной ширины и определяется ширина рас-
крытия трещины при соответствующем нагружении, как расхождение берегов 
этой смоделированной щели. 

 

 
 

Рис. 7. Модель трещин: 
а – действительная трещина; б – моделируемая с помощью «расшивки» плосконапряжен-
ных КЭ и деформационного воздействия Δ = acrc j; в – моделируемая с помощью  «расшив-
ки», пространственных КЭ и деформационных воздействий в блочной расчетной модели  
с пространственным и нормальным сечением, проходящим через конец спиралеобразной 
трещины; 1 – трещина; 2 – поперечная арматура и ее моделирование с помощью КЭ;  
3 – продольная арматура и ее моделирование с помощью КЭ 

а) б)

в)

acrc,sw,j=0 10 , мм

acrc,s,j=0 1  , 5 мм
acrc,j x, =0 30 , мм

acrc,j x, =0 25 , мм
acrc,sw,j=0 10 , мм

3

2

2

1

acrc,sw,j=0 10 , мм

acrc,j,y=0 25 , мм

acrc,sw,j=0 10 , мм
acrc,j,y=0 15 , мм
acrc,s,j=0 1  , 5 мм

3

2
2

1

acrc,j,x=0 30 , мм acrc,j=0 10 , мм

acrc,s,j=0 1, 5 мм
acrc,j,x=0 2  , 5мм

acrc,sw,j=0 2, 5 мм

acrc,sw,j=0 1  , 5 мм

acrc,j,y=0 2  , 5 мм

acrc,sw,j=0 10 , мм
acrc,j,y=0 30 , мм
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7.  При решении прямой задачи жесткость определяется с использованием 

специального приема моделирования явных трещин-щелей при их раскрытии  
и закрытии (см. рис. 7 и 8), с учетом эффекта нарушения сплошности и несовме-
стности деформаций бетона. При этом используется перенумерация узлов расчет-
ной схемы железобетонной конструкции, связанная с необходимостью «расшив-
ки» [24]. Арматурные стержни моделируются дополнительно. С использованием 
универсальной ДКМ для прилегающих к трещине КЭ жесткость определяется по 
формулам, приведенным в работах [2, 3, 5, 24].  

Задание деформационного воздействия выполняется в каждом узле (кроме 
опорных) по трем направлениям в соответствии с рис. 8, где l, m и n – направ-
ляющие косинусы главного вектора раскрытия трещины в той или иной ее точке  
к осям х, у и z  соответственно. 

При решении обратной задачи определения ширины раскрытия трещин де-
формационное воздействие не задается, а моделируется лишь наличие «щели» 
(минимально возможной ширины), где по перемещению берегов трещины по трем 
взаимно перпендикулярным направлениям на основании расчета ДКМ определя-
ются соответствующие составляющие ширины раскрытия дискретной трещины 
между парой КЭ в программном комплексе (ПК) «ЛИРА». 

 
Заключение 

 

Таким образом, предлагаемый алгоритм предусматривает наличие итераци-
онного процесса в ПК «ЛИРА» для моделирования железобетона с позиции рас-
крытия трещин и создания эффекта железобетона в виде несплошности бетона  
и реакции арматуры на основе механики разрушения. В связи с этим ПК «ЛИРА» 
дополнен новыми модулями, разработанными с участием автора [1 – 9, 23, 24]: 
модуль 1 «Эффект железобетона»; модуль 2 «Двухконсольный элемент»; модуль 3 
«Билинейная поверхность» (уравнение пучка из поперечного сечения для тензора 
напряженно-деформируемого состояния); модуль 4 «Экстремум функции многих 
переменных для максимальной ширины трещины»; модуль 5 «Аналитическая мо-
дель сцепления арматуры с бетонами и их податливости»; модуль 6 «Расшивка 
конечных элементов»; модуль 7 «Двухконсольная модель» (задание силовых  

б)

в)

а)

Рис. 8. Построение двухэлементных 
пространственных моделей: 

а – без «расшивки»; 
б – после «расшивки»;  

в – в случае деформационных воздействий 
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и деформационных воздействий для пары конечных элементов, рассматриваемых 
в двух состояниях: до и после их «расшивки»); модуль 8 «Несовместности дефор-
маций»; модуль 9 «Перемещение берегов трещины»; модуль 10 «Образование  
и раскрытие трещин». 

Вышепредставленная методика расчета железобетонных адекватных подкон-
струкций в ПК «ЛИРА» для переноса трещин будет полезна научным работникам 
и проектировщикам при углубленном изучении работы железобетонных конст-
рукций. 
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Abstract: In analytical-numerical methods of reinforced concrete mechanics, 

design resistances are calculated using the finite element method. There is a need to 
study important physical effects and processes, where the main cracks that break the 
continuity of concrete are analyzed, taking into account the operation of the 
reinforcement. A method for calculating reinforced concrete structures taking into 
account changes in crack parameters based on Boolean algebra is considered.  
An algorithm is presented that includes the presence of an iterative process in the LIRA 
software package for modeling reinforced concrete from the position of crack opening 
and creating the effect of reinforced concrete in the form of concrete discontinuity and 
reinforcement response based on fracture mechanics. It is proposed to supplement the 
LIRA software package with new developed modules. 
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Berechnung von Stahlbeton angemessenen Unterkonstruktionen  
im LIRA-Softwarepaket zum Übertragen von Rissen 

 

Zusammenfassung: Bei analytisch-numerischen Methoden der 
Stahlbetonmechanik werden Bemessungswiderstände mit der Finite-Elemente-Methode 
berechnet. Es besteht Bedarf, wichtige physikalische Effekte und Prozesse zu 
untersuchen, wobei die Hauptrisse, die die Kontinuität des Betons unterbrechen, unter 
Berücksichtigung der Wirkungsweise der Bewehrung analysiert werden. Es ist die 
Methode zur Berechnung von Stahlbetonkonstruktionen unter Berücksichtigung von 
Änderungen der Rissparameter auf Basis der Booleschen Algebra betrachtet. Es ist ein 
Algorithmus vorgestellt, der das Vorhandensein eines iterativen Prozesses im LIRA-
Softwarepaket zur Modellierung von Stahlbeton aus der Position der Rissöffnung und 
zur Erzeugung der Wirkung von Stahlbeton in Form von Betondiskontinuität und 
Bewehrungsreaktion auf der Grundlage der Bruchmechanik umfasst. Es ist 
vorgeschlagen, den LIRA-Softwarepaket  durch neu entwickelte Module zu ergänzen. 

 
 

Calcul des sous-structures adéquates en béton armé dans  
le PC “LYRA” pour le transfert des fissures 

 
Résumé: Dans les méthodes analytiques et numériques de la mécanique du béton 

armé, les résistances calculées sont comptées à l'aide de la méthode des éléments finis. 
Il est nécessaire d'étudier les effets et les processus physiques importants où les fissures 
principales qui perturbent la continuité du béton sont analysées en tenant compte du 
travail des armatures. Est examinée la méthode de calcul des structures en béton armé 
en tenant compte des changements dans les paramètres des fissures à la base de l'algèbre 
booléenne. Est présenté un algorithme qui comprend la présence d'un processus itératif 
dans le PC “LYRA” pour simuler le béton armé à partir de la position de la couverture 
des fissures et pour créer un effet de béton armé sous la forme d'une réaction de béton et 
de renforcement basée sur la mécanique de la rupture. Est proposé de compléter le PC 
"LYRA" par de nouveaux modules élaborés. 
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