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Аннотация: Введено в рассмотрение семейство комплекснозначных экспо-

ненциальных методов суммирования рядов Фурье и сопряженных рядов. Получе-
но представление соответствующих операторов в виде суммы средних и сопря-
женных средних, определяемых действительнозначными суммирующими после-
довательностями. Установлены Lp-оценки сильного и слабого типа и получены 
условия суммируемости почти всюду в терминах квазивыпуклости метода сум-
мирования. Результаты включают в себя Lp-ограниченность дробных интегралов 
ряда Фурье. 

 
 
 
 

1. Постановка задачи 
 

Рассмотрим произвольную 2π-периодическую суммируемую на ],[ ππ−=Q  
функцию )(xf , ее коэффициенты Фурье 

∫
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ряд Фурье 
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и сопряженный ряд  
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Будем считать, что среднее значение функции )(xf  на отрезке ],[ ππ−  равно 
нулю, так что 0)(0 =fc . В этом случае определены операторы 
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При 1=h  ряд (1.4) представляет собою формально проинтегрированный ряд 
Фурье (точнее, одну из его первообразных), при ...,3,2=h  – результат двукрат-
ного, трехкратного, … интегрирования. При нецелых 0>h  говорят, что ],[ xfIh  
есть дробный интеграл ряда Фурье (см. [1, т. 1, с. 200–201]). Если при этом устре-
мить h  к нулю, то естественно ожидать, что в пределе будут получаться значения 

)(xf . Ряд (1.4) можно рассматривать как результат применения к (1.2) метода 
суммирования )},({ hkλ=λ определяемого последовательностью 

  

...,2,1),lnexp()( =−=λ kikhhk .                                  (1.5) 
 

Близкая задача об экспоненциальных методах суммирования рассматрива-
лась в [2, 3]. А именно, изучались семейства средних 

  

( ) ∑
∞

−∞=
>λ=λ

k
kkh hikxfсhxfU 0),exp()()(;, ##                         (1.6) 

ряда (1.2) и средних  

( ) ∑
∞

−∞=
>λ−=λ

k
kkh hikxfсhkixfU 0),exp()()()(sgn;, ##~

              (1.7) 

 

сопряженного ряда Фурье (1.3) в случае =λ )(# hk |)(|exp( khϕ− . При этом функция 
)(xϕ  с действительными значениями предполагалась непрерывной, возрастаю-

щей к +∞  на [ ),0 ∞+ , дважды дифференцируемой на ( ),0 ∞+  и .0)0( =ϕ  Имен-
но такие функции будем рассматривать на протяжении всей настоящей работы.  
В случае же (1.5) имеем комплексную экспоненту 
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Как установлено в [1, т. 2, с. 201], интегральное ядро средних (1.4) линейным 

образом выражается через интегральные ядра (1.6) и (1.7), где .||ln|)(| kk =ϕ  
Получим, прежде всего, аналогичный результат в более общем направлении, рас-
сматривая 

  

( ) ...,2,1,)()((exp)( ±±=ψ+ϕ−=λ kkikhhk                           (1.9) 
 

и ограничиваясь случаем четной ϕ  и нечетной ψ , 0)0()0( =ψ=ϕ  (что выполне-
но, в частности, для (1.8)). 

Следующим шагом будет получение Lp-оценок λ -средних сильного и слабо-
го типа. Наконец, мы придем к утверждению о сходимости при 0+→h  семейства 
обобщенных дробных интегралов.  

Отметим, что непосредственно ряд Фурье как аппарат аппроксимации функ-
ций, вообще говоря, не пригоден в силу известных примеров расходящихся рядов 
Фурье (см.[1, т. 1, гл. 8, с. 470 – 494]). 

 
2. Редукция к исследованию средних ряда Фурье и сопряженного ряда 

 
Положим )};,({)},;,({ hh kk ψϕν=νψϕμ=μ , ...;,2,1,0 ±±=k  здесь 

))(exp())(cos();,( khkhhk ϕ−ψ=ψϕμ , ))(exp())(sin();,( khkhhk ϕ−ψ=ψϕν    (2.1) 
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Лемма 2.1. Пусть последовательность )}({ hkλ  определена соотношением 
(1.9), среднее значение функции )(xf  на отрезке ],[ ππ−  равно нулю и  

∑
∞

−∞=
λ=λ=

k
kkhh ikxfchxfJfJ )exp()()();,()( .                            (2.2) 

Тогда  

);,();,();,(
~

ν+μ=λ xfUxfUxfJ hhh .                                 (2.3) 
 

Доказательство. Согласно (1.1), (1.9) и в силу нечетности функции ψ , имеем 
(2.2) в виде 
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Используя обозначения (2.1) и добавляя к сумме в правой части (2.4) нулевое 
слагаемое  
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В правой части (2.5) мы узнаем сумму μ -средних ряда Фурье функции f   
и ν -средних сопряженного ряда (см. (1.6) и (1.7)), записанных в интегральной 
форме (см. также [2]), чем и завершается доказательство (2.3). 

 

3. pL -оценки 
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– норма в Лебеговом пространстве )(QLL pp =    ( ;0>p )||||||||; 1
1 ffLL == . 
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Для любой последовательности )}({ hkξ=ξ  рассмотрим ее первые и вторые 
конечные разности 

 

...,1,0)),(()(),()()( 2
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Теорема 3.1. Пусть 
 

( ) .0),1(ln|);,(||),,(| >=ψϕν+ψϕμ hOkhh hkk                  (3.1) 
 

Тогда имеют место оценки 

( ) 1,||)(||)(*)(*||);(|| >ν+μ≤λ ∑∑∗ pfCfJ ppp ;               (3.2) 
 

( )( )|||)|(ln||1)(*)(*||);(|| ffCfJ +
∗ +ν+μ≤λ ∑∑ ;                (3.3) 

 

( ) 10||,)(||)(*)(*||);(|| <<ν+μ≤λ ∑∑∗ pfCfJ pp .            (3.4) 
 

Кроме того, справедлива следующая оценка слабого типа: 
 

( )
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Здесь и в дальнейшем через С обозначаем постоянные, различные, вообще 
говоря, в различных формулах и зависящие лишь от явно указанных индексов.  

Доказательство. Согласно (2.3) рассмотрение сводится к верхним оценкам 
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 и |);,(|sup
~

0
ν

>
xfU h

h
. Можно считать ∞<ν+μ ∑∑ )(*)(* , 

иначе утверждения теоремы очевидны.  
В работе [2] при условии (3.1) установлено, что 
 

)()(*|);,(|sup *

0
xfCxfUh

h
∑ μ≤μ μ

>
                                  (3.6) 

и 

( ))()()(*|);,(|sup *~

0
xTfxfCxfU h

h
+ν≤ν ∑ν

>
,                          (3.7) 

 

где максимальные функции в правой частях неравенств (3.6), (3.7) определены 
соотношениями: 
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Известно [1, т. 1, с. 54 – 61 и с. 442–443], что для pL -норм (3.8), (3.9) имеют 
место оценки  типа (3.2) – (3.5) с постоянными pC , зависящими только от соот-

ветствующих p  (суммы ∑ μ)(*  и ∑ ν)(*  в оценках для *f  и Tf , очевидно, 
отсутствуют). Теперь утверждения (3.2) – (3.5) вытекают из (3.6) и (3.7). Теорема 
3.1 доказана. 

Интересно отметить следующее обстоятельство. Как известно [4, т. 1, с. 27 – 30], 
в гармоническом анализе важную роль играют операторы сдвига, определяемые 
для каждой Lf ∈  в виде 

∑
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k
kh ikxikhfchxfxff )exp()exp()(~)()(:)( ,   0>h .         (3.10)  

 

Семейство операторов (2.2)  
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k
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включает в себя (3.10) и может рассматриваться как обобщение класса операторов 
сдвига, что повышает интерес к исследованию поведения (3.11). 

 
4. Оценки сильного и слабого типа: частный случай 

 
Рассмотрим наиболее простой, но и наиболее интересный для наших целей 

случай )(kψ  = ...,,2,1,0,sgn ±±=ω kk  где 0>ω  – абсолютная постоянная.  
В этом случае утверждение леммы 2.1 принимает вид 
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где, как указано выше (см.(1.9)), 
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Отметим, что в интегральной форме (2.4) преобразуется к виду 
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Из результата (4.1) вытекает теперь такой частный случай теоремы 3.1 
Теорема 4.1. Пусть последовательности )}({ hkλ=λ  и )}({ hkξ=ξ  определе-

ны соотношениями (4.2) и (4.3) соответственно. Тогда при условии  
 

0),1(ln)( >=ξ hOkh hk                                                  (4.4) 
имеют место оценки: 
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10||,)(||)(*||);(|| <<ξ≤λ ∑∗ pfCfJ pp ;                                 (4.7) 
 

∑ ξ≤>η>λ∈ )(*|0);,(|| * CxfJQx
η

|||| f ,   1≥р .                      (4.8) 

 
5. Сходимость средних 

 
Теорема 5.1. Пусть для последовательности (4.3) выполнены условия (4.4) и 
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имеет место почти всюду в Q  для каждой Lf ∈  и в метрике )(QLL pp =   
при любом .1>p   

Доказательство. В работе [2] установлен следующий общий факт. Пусть 
произвольная последовательность действительных чисел )}({ hkξ=ξ  удовлетво-
ряет условиям (4.4), (5.1) и 
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справедливы почти всюду в Q  для всякой )(QLf ∈  и в метрике каждого из про-

странств )(QLL pp = , .1>p  Здесь 

∫
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||
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2
1)(

t
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– сопряженная функция; функция (5.6) существует почти всюду для каждой 
Lf ∈  ([1, т. 1, с. 402]). 
Очевидно, что условия (5.3) выполнены в случае последовательности (4.3)  

с учетом условий на функцию )(хϕ , наложенных выше.  
Теперь утверждение (5.2) теоремы является прямым следствием соотноше-

ний (5.4), (5.5) и (4.1). 
 

6. Случай выпуклых  и кусочно-выпуклых последовательностей 
 

В настоящем пункте речь пойдет о последовательностях )}({ hkξ=ξ , у кото-
рых вторые разности не меняют свой знак или меняют его конечное число раз. 
Обсудим, как в этом случае могут быть реализованы условия (5.1) и (4.4). В рабо-
те [3] установлено, что если равномерно по k  и h  имеет место соотношение 

 

)1(|)(||)(| Ohkh kk =ξΔ+ξ ,                                      (6.1) 
 

то выполнено условие (5.1). В частном же случае выпуклых (вогнутых) последо-
вательностей ограничение (6.1) можно снять (см. [1, т. 1, с. 155–156]). 
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Для суммирующей последовательности (4.3) очевидно, что 
 

1
))0(exp(

1
))(exp(

1)( =
ϕ

≤
ϕ

=ξ
hkh

hk . 

 

Далее, )(hk kξΔ  есть значение функции ))())((exp( xhxhx ϕ′−ϕ− , поэтому  
условие (6.1) теперь сведено к виду 

 

)1())(exp()( Oxhxhx =ϕ−ϕ′ ,                                       (6.2) 
 

причем оценка (6.2) предполагается равномерной по х и h . 
Проверка выпуклости (кусочной выпуклости) последовательности (4.3)  

в терминах функции )(xϕ  сводится к исследованию знаков выражения (см. [2]) 
 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )xxhxhhxh ϕ′′−ϕ′ϕ−=″ϕ− 2exp)(exp .                        (6.3) 
 

Наконец, условие (4.4) принимает вид 
 

)1(ln))(exp( hOxxh =ϕ− .                                        (6.4) 
 

В итоге, приходим к следующему результату. Если имеют место соотноше-
ния (6.2) и (6.4), а произведение (6.3) меняет знак конечное число раз, то справед-
ливы утверждения разделов 4 и 5. Если же (6.3) знакопостоянно, то эти утвержде-
ния справедливы при одном лишь условии (6.4). 

 
7. Предельное поведение дробных интегралов 

 
Вернемся к случаю (1.5), рассматривая более общую последовательность 
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Установим, что для максимальных операторов ),(* λfJ , определяемых после-

довательностью (7.1), имеют место pL -оценки сильного и слабого типа (см. п. 4),  
а для ),( λfJh  справедливы утверждения о сходимости (5.2). Достаточно в случае 

xx α=ϕ ln)(  исследовать знаки (6.3) и проверить условия (6.4) и (6.2). 
Имеем 
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При 10 ≤α<  функция (7.2) сохраняет знак плюс; следовательно, последова-
тельность )}(ln{exp( kh α−=ξ  выпукла. Если же 1>α , то функция 

xxh ln)1(ln +−α−α α  возрастает с ростом х, а значит обращается в ноль ровно 
при одном значении х. Тогда последовательность ξ  кусочно-выпукла. В обоих 
случаях проверяем (6.4), то есть 

 

( ) ),1(lnlnexp hOххhh =− α
   1>x .                                 (7.3) 
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Согласно правилу Лопиталя, с ростом х  левая часть (7.3) ведет себя как 
  

( ) ( ) ( )хh

х

хhхhx

hx
α

α−

α−α−

−
=

lnexp

ln

lnexpln

1

11

1
.                                (7.4) 

 

Отношение (7.4) есть )1(ho  при 1≥α . В случае 10 <α<  к правой части 
(7.4) снова применим правило Лопиталя и так поступаем ν  раз, где ν  – наи-
меньшее натуральное число, для которого .01 ≤να−  В результате  

 

( )
0

lnexp

ln1
→

α

να−

хhh

х ,    ,+∞→х  

 

откуда и получаем требуемую оценку (7.3). 
Для случая 1>α  остается проверить (6.2), то есть 
 

( ) )1(lnexpln 1 Oxhx
х

hx =−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛α α−α  

или 

( )
)1(

lnexp

ln 1
O

xh

xh
=

α
α

−α
.                                             (7.5) 

 

Левая часть (7.5) очевидно ограничена по h (с ростом h достаточно применить 
правило Лопиталя, но на самом деле интересен лишь случай близких к нулю h). 
Если же +∞→x , то после применения правила Лопиталя получаем 

 

( )
,0

lnexp

ln)1( 1
→

−α
α

−

xh

x   .+∞→х  

 

Значит, ограниченность по х  также установлена. 
Условия теорем 4.1 и 5.1, таким образом, выполнены. 
Частным случаем доказанного утверждения является pL -ограниченность 

|],[|sup
0

xfIh
h>

 и сходимость 

( )xfxfIh
h

=
+→

],[lim
0  

 

почти всюду в Q  для каждой Lf ∈  и в метрике )(QLL pp =  при любом .1>p   

Заметим, что близкий результат (а именно pL -ограниченность семейства 
дробных интегралов ряда Фурье-Гегенбауэра) был получен другим способом  
в работе [5, с. 75, теорема 12]. 

Другим примером метода суммирования (4.3), удовлетворяющего условиям 
теорем 4.1 и 5.1, может служить метод 

 

.0...,,2,1,sgn
2

||exp)( >α±±=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ π
+−=λ α kkikhhk               (7.6) 

 

Здесь α=ϕ хx)( ; очевидно, что выполнено (6.4): 
 

( ) ),1(lnexp hOxhх =− α
  если +∞→x . 
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Далее (см. (6.3)), 
 

( ) ( ).)1()(")(' 22 −α−αα=ϕ−ϕ α−α хhхxxh                          (7.7) 
 

При 10 ≤α<  функция (7.7) сохраняет знак плюс; следовательно, последова-
тельность )}||{exp( α−=ξ kh  выпукла. Если же 1>α , то выражение (7.7), возрас-
тая с ростом х, обращается в ноль ровно при одном значении х. Тогда последова-
тельность ξ  кусочно-выпукла.  

Наконец (см. (6.2)), произведение ( )αα −=ϕ−ϕ′ hxhxxhxhx exp))(exp()(  рав-
номерно ограничено как выражение вида .0),exp( >− ttt  

Таким образом, для метода суммирования (7.6) справедливы утверждения 
теорем 4.1 и 5.1. 

 
8. Поведение дробных интегралов сопряженного ряда Фурье 

 
Применим теперь метод суммирования (4.2) к сопряженному ряду Фурье 

(1.3), рассматривая семейство операторов ),(
~

fJf h  где 
 

∑
∞

−∞=
λ−=λ=

k
kkhh ikxfchkixfJfJ )exp()()()(sgn);,()(

~~
.                       (8.1) 

 

Получим, прежде всего, соответствующий аналог утверждения леммы 2.1.  
С учетом (1.1) будем иметь следующее представление (8.1): 
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(8.2) 

 

где последовательность ξ определена соотношением (4.3). Положим 
 

|);,(|sup);,(),(
~

0

~~
λ=λ=λ

>
∗∗ xfJxfJfJ h

h
. 

 

Принимая во внимание соотношение (8.2) и оценки (3.6), (3.7), получаем 
следующий аналог теоремы 4.1. 
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Теорема 8.1. Пусть выполнено условие (4.4). Тогда утверждения (4.5) – (4.8) 

имеют место с заменой ),( λ∗ fJ  на ),(
~

λ∗ fJ . 
Используя представление (8.2) и соотношения (5.4), (5.5), приходим к сле-

дующему аналогу теоремы 5.1. 
Теорема 8.2. Пусть для последовательности (4.3) выполнены условия (4.4)  

и (5.1). Тогда соотношение 
~~

0
)(lim ffJ h

h
=

+→
 

имеет место почти всюду в Q  для каждой Lf ∈  и в метрике )(QLL pp =   
при любом .1>p   
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Abstract: A family of complex-valued exponential summation methods  

for Fourier series and conjugate series is introduced. A representation of  
the corresponding operators as a sum of means and conjugate means determined  
by real-valued summing sequences is obtained. The Lp-estimates of strong and weak 
types were establish and conditions for summability almost everywhere in terms of  
the quasi-convexity of the summation method were found. The results include  
the Lp-boundedness of the fractional integrals of the Fourier series. 
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Verallgemeinerte Bruchintegrale von Fourier-Reihen 

 
Zusammenfassung: Eine Familie komplexer exponentieller Methoden  

zur Summierung von Fourier-Reihen und verknüpften Reihen ist in Betracht gezogen. 
Es ist eine Darstellung der entsprechenden Operatoren als Summe der Mittelwerte und 
konjugierter Mittelwerte erhalten, die durch tatsächliche Summensequenzen definiert 
werden. Lp-Bewertungen des starken und schwachen Typs sind festgelegt und  
die Summierbarkeitsbedingungen sind fast überall in Bezug auf die Quasikonvexität  
der Summierungs-Methode erhalten. Die Ergebnisse umfassen die Lp-Limitierung  
von Bruchintegralen der Fourier-Reihe. 
 
 

Intégrales fractionnaires généralisées des séries de Fourier 
 
Résumé: Est introduite dans l’examination la famille des méthodes 

exponentielles complexes de sommation des séries de Fourier et des séries conjuguées. 
Est obtenue une représentation des opérateurs correspondants sous la forme d'une 
somme des moyennes et des moyennes conjuguées définies par des séquences  
de sommation à valeur réelle. Sont établies les valeurs Lp des types fort et faible 
sommabilité; sont obtenues presque partout les conditions de sommabilité sont obtenues 
en termes de quasi-bulle de la méthode de sommation. Les résultats incluent la limite  
Lp des intégrales fractionnaires de la série de Fourier. 
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