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Аннотация: Представлен общий случай сложения двух когерентных волн  

с произвольной ориентацией их электрических векторов, приводящий к образова-
нию результирующей волны с эллиптической поляризацией, которая может вы-
рождаться в волну с круговой и линейной поляризацией. Рассмотрен при наличии 
анализатора общий случай интерференции волн, линии поляризации которых 
ориентированы произвольно. Рассмотрены условия наиболее контрастной интер-
ференции и связь между полярными диаграммами эллиптически поляризованных 
волн и характером поляризации результирующих волн, полученных от сложения. 
Традиционное взаимодействие однонаправленных и взаимно перпендикулярных 
колебаний рассмотрены как частные случаи. Разработано общедоступное про-
граммное обеспечение, являющееся демонстрацией изложенной теории.  

 
 
 

 
 
 

В оптике различают сложение когерентных волн, линии поляризации кото-
рых параллельны и взаимно перпендикулярны [1 – 5]. Взаимодействие когерент-
ных волн, линии поляризации которых параллельны, сводится к сложению одно-
направленных колебаний и нахождению амплитуды или интенсивности результи-
рующей волны в зависимости от разности фаз складываемых волн. Нет различия 
между сложением волн и их интерференцией. Когерентные волны с ортогональ-
ными линиями поляризации интерферировать не могут, но возможна операция 
сложения взаимно перпендикулярных колебательных движений, под которой по-
нимают исключение времени из параметрических уравнений двух волн. Данная 
операция в общем случае приводит к образованию результирующей волны с эл-
липтической поляризацией, которая при определенных условиях может вырож-
даться в волну с круговой или линейной поляризацией; дополнительно возникает 
проблема анализа характера поляризации результирующей волны. Для наблюде-
ния интерференции поляризованных волн необходимо на пути волн с ортогональ-
ными линиями поляризации установить анализатор, который выделяет парал-
лельные компоненты однонаправленных колебаний. Представляет интерес иссле-
дование взаимодействия двух когерентных электромагнитных волн с произволь-
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ной ориентацией их линий поляриза-
ции, которое позволит рассматривать 
взаимодействие волн с параллельны-
ми и перпендикулярными линиями 
поляризации как частные случаи  
и установить тесную связь между сло-
жением и интерференцией волн, а так-
же найти связь между интерферен-
цией поляризованных волн и анали-
зом характера поляризации результи-
рующей волны.    

Общий случай сложения волн. 
Пусть в точку наблюдения от коге-
рентных источников приходят две 
волны, линии поляризации 1mE  и 2mE  
которых (рис. 1) составляют между 
собой произвольный угол α. Уравне-
ния колебаний в точке наблюдения 
имеют вид: 

;cos11 tEm ω=ξ                                                    (1) 
 

),cos(22 δ+ω=ξ tEm                                               (2) 
 

где ω – частота, Гц; t – время колебаний, с; δ – разность фаз волн в точке наблю-
дения, зависящая от их предварительной разности хода Δ, то есть Δ

λ
π

=δ
2 .  

Методика сложения колебаний, совершающихся под произвольным углом 
друг к другу, изложена в работе [6]. Перейдем к прямоугольной системе коорди-
нат x0y. Учитывая, что вектор 1mE  совпадает с осью x, найдем проекции вектора 

2mE  на оси координат: 
;cos22 α= mx EE                                                     (3) 

 

.sin2 α= my EE                                                      (4) 
 

На основании данных выражений составим уравнения трех колебаний в точке 
наблюдения, совершающихся по осям x  и y : 

;tEm ω=ξ cos11                                                    (5) 
 

),cos(cos)cos( 222 δ+ωα=δ+ω=ξ tEtE mxx                                (6) 
 

).cos(sin)cos( 2 δ+ωα=δ+ω=ξ tEtE myy                                 (7) 
Чтобы вычислить амплитуды  

и фазы результирующих колебаний  
по осям x и y, на основании выра-
жений (5) – (7) построим векторную 
диаграмму рассматриваемых коле-
баний (рис. 2). Осуществляя сло-
жение векторов 2xE  и 1mE , рас-
считаем вектор 21 xmx EEE += . 
Следовательно, амплитуда резуль-
тирующего колебания по оси x  
равна 

x 

y

Ey

Ex2 1mE

 

2mE  

α

0

Рис. 1. Пространственная диаграмма  
ориентации электрических векторов 1mE   

и 2mE  когерентных волн 

Рис. 2. Векторная диаграмма сложения  
электрических векторов 
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.coscos2coscos2 21
22

2
2

121
2
2

2
1

2 δα+α+=δ++= mmmmxmxmx EEEEEEEEE       (8) 
 

Фазу γ1 этого колебания так же можно найти из векторной диаграммы 
 

δα+
δα

=
δ+

δ
=γ

coscos
sincos

cos
sintg

21

2

21

2
1

mm

m

xm

x
EE

E
EE

E .                           (9) 

 

Следовательно, исходные колебания, совершающиеся под произвольным  
углом α, сведены к двум колебаниям ξx и ξy с амплитудами Ex и Ey, которые опре-
деляются формулами (4) и (8). Разность фаз γ между данными колебаниями  
по осям x и y находится из векторной диаграммы 

 

.1γ−δ=γ                                                         (10) 
 

Результирующие колебания по осям x и y имеют вид: 
 

;cos tExx ω=ξ                                                      (11) 
 

).cos( γ+ω=ξ tEyy                                                   (12) 
 

Исключая из полученных уравнений время t, получим уравнение эллиптиче-
ски поляризованной волны 

 

.sincos2 2
2

2

2

2
γ=

ξ
+γ

ξξ
−

ξ

y

y

yx

yx

x

x

EEEE
                                   (13) 

 

Показано, что при сложении двух когерентных волн с произвольной ориента-
цией линий поляризации образуется волна с эллиптической поляризацией, кото-
рая может при определенных условиях вырождаться в волну с линейной или кру-
говой поляризацией. Покажем это на конкретном примере. 

Cлучай сложения двух когерентных волн равных амплитуд 
mmm EEE == 21 , линии поляризации которых образуют угол α = 60°. На основа-

нии формул (4), (8) – (10) найдем амплитуды и фазы колебаний по осям x и y: 

;
2
3

my EE =                                                       (14) 
 

;cos25,1 mx EE δ+=                                                (15) 
 

;
cos2

sintg 1 δ+
δ

=γ                                                     (16) 
 

.1γ−δ=γ                                                        (17) 
 

В частных случаях при α = 60° имеем, согласно формулам (13) – (17): 
1) при разности фаз δ = 0 найдем уравнение прямой  
 

,30tg58,0 ==
ξ

ξ

x

y                                                  (18) 
 
 

следовательно, результирующая волна обладает линейной поляризацией (рис. 3, а). 
Линия поляризации результирующей волны составляет с осью x угол 30°; 

2) при 
2
π

=δ  получим неканоническое уравнение эллипса (см. рис. 3, б) 

,79,0
75,0

92,0
25,1

2
22

m
y

yx
x E=

ξ
+ξξ−

ξ                                       (19) 
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которое при повороте осей координат на 30° превращается в каноническое урав-
нение 

;1
7,021,1 22

2

22

2
=

ξ′
+

ξ′

m

y

m

x

EE
                                              (20) 

3) при 
3

2π
=δ  наблюдается волна (см. рис. 3, в) с круговой поляризацией 

;75,0 222
myx E=ξ+ξ                                                 (21) 

4) при разности фаз
6

5π
=δ , получим неканоническое уравнение эллипса 

 

,66,0
75,0

18,2
38,0

2
22

m
y

yx
x E=

ξ
+ξξ+

ξ                                   (22) 
 

которое после поворота осей координат на угол 30° превращается (см. рис. 3, г)  
в уравнение 

;1
19,155,0 22

2

22

2
=

ξ′
+

ξ′

m

y

m

x

EE
                                             (23) 

 

5) при разности фаз δ = π найдем уравнение прямой линии (см. рис. 3, д) 
 

.120tg73,1 =−=
ξ

ξ

x

y                                                 (24) 

Рис. 3. Характер поляризации результирующих волн, полученных от сложения: 

а – δ = 0; б – 
2
π

=δ ; в – 
3
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Можно легко получить уравнения результирующих электромагнитных волн 
при дальнейшем изменении разности фаз складываемых волн с произвольной 
ориентацией их линий поляризации. Таким образом, теоретически показано, что 
при сложении двух когерентных электромагнитных волн с произвольной ориен-
тацией линий поляризации образуется результирующая волна с эллиптической 
поляризацией, которая в зависимости от амплитуд и фаз складываемых волн пре-
вращается в волну с круговой или линейной поляризацией. Данные выводы под-
тверждаются экспериментально при сложении низкочастотных электрических 
колебаний и колебаний в диапазоне СВЧ [6, 7]. Следует заметить, что в диапазоне 
СВЧ и оптическом диапазоне нельзя наблюдать вращение электрического вектора  
в волне с эллиптической или круговой поляризацией в плоскости, перпендику-
лярной направлению распространения волны, также нельзя наблюдать колебания 
электрического вектора в линейно поляризованной волне. Далее рассмотрим ана-
лиз поляризации результирующей волны. 

Общий случай интерференции волн с произвольной ориентацией линий 
поляризации. В формуле для интерференции двух когерентных радиоволн с про-
извольной ориентацией электрических векторов, предложенной в [9], использова-
на зависимость интерференции для волн, линии поляризации которых параллель-
ны, и введен угол между данными линиями, но не учтено, что для наблюдения 
интерференции поляризованных волн необходим анализатор, установленный на 
их пути [1 – 5].  

Пусть в точку наблюдения от двух когерентных источников приходят элек-
тромагнитные волны, линии поляризации которых 1mE  и 2mE  составляют произ-
вольный угол α, OA – главная линия анализатора, установленного на их пути 
(рис. 4). Волны распространяются  перпендикулярно к плоскости рисунка. Анали-
затор выделяет две параллельные составляющие 11Е  и 22Е  от когерентных волн 

1mE  и 2mE , которые могут интерферировать. Амплитуды интерферирующих 
волн могут быть найдены из пространственной диаграммы. При mmm EEЕ == 21  
найдем: 

 

;cos11 ϕ= mEE         ),cos(22 ϕ−α= mEE                           (25) 
 

где ϕ – угол, определяющий положение главной линии анализатора по отноше-
нию к линиям поляризации когерентных волн. В результате сложения однона-
правленных колебаний анализатор пропускает результирующую волну, амплиту-
да которой может быть найдена на основе векторной диаграммы ин-

терферирующих волн 11Е  и 22Е  при 
их разности фаз δ в точке наблюде-
ния: 
 

δ++= cos2 2211
2
22

2
11

2 EEEEE   (26) 
или  

( ) .
2

sin4 2
2211

2
2211

2 δ
−+= EEEEE   

(27) 
 

От разности фаз δ интерфери-
рующих волн можно перейти к соот-
ветствующей разности хода Δ волн, 
приходящих в точку наблюдения от 
двух источников 

Рис.4. Пространственная ориентация  
электрических векторов 1mE  и 2mE   
когерентных волн и главной линии ОА 
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2mE
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22E
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Δ
λ
π

=Δ=δ
2k , 

где k – волновое число. Учитывая формулы (25), получим 

( )[ ] ( ) .
2

sincoscos4coscos 2222
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ δ

ϕ−αϕ−ϕ−α+ϕ= mEE                 (28) 

При интенсивностях 0
2 IEm ≈  – одной из первичных когерентных волн  

и IE ≈2  – результирующей волны, полученной при интерференции, получим 
основную формулу 

 

[ ] .
2

sin)cos(cos4)cos(cos 22
0 ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ δ

ϕ−αϕ−ϕ−α+ϕ= II                  (29) 
 

Из оптики известно, что наиболее контрастная интерференционная картина 
наблюдается, когда амплитуды интерферирующих компонент 11Е  и 22Е  одина-
ковы. Из формул (25) следует, что при 

2
α

=ϕ     и    ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
α

=ϕ 90
2

                                       (30) 

получим в первом случае 

,
22211
α

== сosmЕЕЕ                                              (31) 

во втором 

.90
22211 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
α

== сosmEEE                                       (32) 
 

В качестве примера рассмотрим частный случай интерференции двух коге-
рентных волн, линии поляризации которых образуют угол α = 60°. Согласно  
формул (30) наиболее контрастная интерференция наблюдается при ϕ = 30°  
и ϕ = 120°. 

1. При α = 60° и ϕ = 30° интерферирующие амплитуды согласно формуле 

(31) равны .
2
330cos2211 mm EEEE ===  На основании формулы (29) найдем 

 

.
2

cos3
2

sin13 2
0

2
0

δ
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ δ
−= III                                        (33) 

 

Интерференционная картина показана на рис. 5 (кривая а). Если в точку на-
блюдения когерентные волны приходят с разностью фаз, равной четному числу π 
(δ = 2mπ, где m = 0, 1, 2, 3, …), то интенсивность принимаемой волны равна I = 3I0 
и, следовательно, наблюдается максимум интерференции. В центре интерферен-
ционного поля при δ = 0 наблюдается максимум интерференции. Если разность 
фаз волн, приходящих в точку наблюдения, равна нечетному числу π (δ = (2m – 1)π, 

I 
3I0

2I0

I0

–3π          –2π      –π            0            π           2π         3π            δ 

а
б в

Рис. 5. Интерференционные картины при наличии анализатора двух волн,  
линии поляризации которых составляют угол 60° 
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где m = 1, 2, 3, …), то I = 0 и, следовательно, наблюдается минимум интерферен-
ции. 

2. При α = 60° и ϕ = 120° интерферирующие компоненты согласно формуле 
(32) равны .

2
160cos2211 mm EEEE ===  На основании формулы (29) найдем 

.
2

sin2
0

δ
= II                                                      (34) 

 

Соответствующая интерференционная картина показана на рис. 5 (кривая б). 
При разности фаз интерферирующих волн δ = 2mπ наблюдается минимум интер-
ференции I = 0; при δ = (2m – 1)π – максимум интерференции I = I0. В центре кар-
тины при δ = 0 наблюдается минимум интерференции. Следовательно, при пере-
ходе от ϕ = 30° к ϕ = 120°, то есть при повороте анализатора на 90°, интерферен-
ционная картина становится дополнительной. 

3. При α = 60° и ϕ = 90° или ϕ = 90° + 60° из формулы (29) следует, что 
 

.const
4
3

0 == II                                               (35) 
 

Следовательно, при указанных положениях анализатора (рис. 5, прямая в) 
интерференционная картина не наблюдается, так как  главная линия анализатора 
ОА (см. рис. 4) оказывается перпендикулярной к одному из векторов 1mE  и 2mE  
и одна из интерферирующих компонент 11Е  или 22Е  оказывается равной нулю. 

Если в рассматриваемом случае при α = 60° главная линия анализатора со-
ставляет произвольный угол ϕ, который не равен рассмотренным углам, то интер-
ферирующие компоненты 11Е  и 22Е  оказываются не равными друг другу и ин-
терференционная картина становится менее выразительной: в точках минимумов 
интенсивность результирующей волны становится не равной нулю, а величина 
максимумов уменьшается.  

Анализ поляризации результирующей волны. Так как при сложении волн, 
линии поляризации которых не параллельны, образуется результирующая волна, 
обладающая в общем случае эллиптической поляризацией при ϕ = 30, то полу-
ченной формуле (29) можно придать другую трактовку. Действительно, данная 
формула определяет зависимость интенсивности I волны, выходящей из анализа-
тора от угла ϕ его поворота, то есть функцию I = I(ϕ) в данной точке пространст-
ва, характеризуемой постоянным значением разности фаз const=δ  взаимодейст-
вующих волн 1mE  и .2mE  Данная зависимость I = I(ϕ), выраженная графически  
в полярных координатах называется полярной диаграммой поляризации результи-
рующей волны, на основе которой осуществляется анализ поляризованного излу-
чения в любой точке пространства.  

Найдем полярные диаграммы результирующих волн, полученных от сложе-
ния двух когерентных волн, линии поляризации которых образуют угол α = 60°: 

– δ = 0: в центре интерференционного поля из формулы (29) найдем 

.sin
2
3cos

2
3)(

2

0 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ+ϕ=ϕ II                                      (36) 

 

Данная полярная диаграмма результирующей волны показана на рис. 6, а. 
Она соответствует линейно поляризованной волне в соответствии с законом  
Малюса 

( );30cos3)( 2
0 −ϕ=ϕ II                                            (37) 
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– 
2
π

=δ : полярная диаграмма результирующей волны согласно (29) (см. рис. 

6, б) представлена формулой 
( )( ).60coscos)( 22

0 ϕ−+ϕ=ϕ II                                     (38) 
 

Результирующая волна обладает эллиптической поляризацией; 
– 

3
2π

=δ : рассматривая интерференционные картины (см. рис. 5), можно за-

метить, что интенсивности волн, проходящих через анализатор, в некоторых точ-
ках, например, при разности фаз, одинаковы, то есть интенсивность волн в этих 
точках не зависит от углового положения анализатора. Следовательно, при сло-
жении двух когерентных волн, линии поляризации которых составляют угол 
α = 60° при разности фаз равной 

3
2π

=δ  образуется волна с круговой поляризаци-

ей (см. рис. 6, в). Полярная диаграмма данной волны  согласно формуле (29) пред-
ставлена уравнением 

;const
4
3)( 0 ==ϕ II                                                  (39) 

– 
6

5π
=δ : полярную диаграмму результирующей волны выразим уравнением 

( ) ,60cos
2
3)60(cos

4
1 2

0
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ϕ−−ϕ−+= II                          (40) 

которое соответствует волне с эллиптической поляризацией (см. рис. 6, г);  
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Рис. 6. Полярные диаграммы результирующих волн, полученных от сложения: 

а – δ = 0; б – 
2
π

=δ ; в – 
3

2π
=δ ; г – 

6
5π

=δ ; д – δ = π 
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– δ = π: полярная диаграмма результирующей волна согласно формуле (29) 
рассчитаем с помощью уравнения  

 

( ) ,120cos)( 2
0 −ϕ=ϕ II                                            (41) 

 

которое характерно для волны с линейной поляризацией (см. рис. 6, д). Сравним  
полученные полярные диаграммы результирующих волн с их соответствующими 
траекториями (см. рис. 3), найденными на основе теории сложения волн. 

Отметим справедливость выражения для полуосей эллипсов 

.
min

max
I
I

в
а
=                                                         (42) 

Из формулы (29) при α = 0 или α = 90 ° можно найти закономерности интер-
ференции двух волн, линии поляризации которых параллельны и взаимно пер-
пендикулярны.                                             

Рассмотренная теория взаимодействия волн с произвольной ориентацией  
линий поляризации подтверждена экспериментально с использованием низкочас-
тотных колебаний и диапазона СВЧ [7–8]. Кроме того любой желающий может 
провести модельный компьютерный эксперимент по изложенной выше теории 
[10]. Компьютерная программа демонстрирует результаты взаимодействия волн  
с произвольной ориентацией линий поляризации как в числовом виде, так и в ви-
де диаграмм, которые можно сохранять на любом носителе информации в форма-
тах jpeg, png, pdf или svg.  

На основании изложенного сделаны выводы: 
– сложение двух когерентных волн, линии поляризации которых имеют про-

извольную ориентацию, приводит к образованию результирующей эллиптически 
поляризованной волны, вырождающейся при определенных условиях в волну  
с линейной и круговой поляризациями; 

– интерференция волн с произвольной ориентацией электрических векторов 
возможна при наличии анализатора, установленного на их пути. Найдены условия 
наиболее контрастной интерференции и условия ее отсутствия. Приводятся  
интерференционные картины при различных условиях наблюдения; 

– найдена связь между характером поляризации результирующих волн,  
полученных от сложения, и полярными диаграммами результирующих волн,  
вытекающих из теории интерференции; 

– традиционное взаимодействие однонаправленных и взаимно перпендику-
лярных волн рассматривается как частный случай общей теории; 

– результаты работы предлагается использовать при изложении теории  
интерференции в курсах оптики университетов для студентов, обучающихся  
по естественнонаучным и техническим направлениям и специальностям. 
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Addition and Interference of Two Coherent Electromagnetic  
Waves with Arbitrary Orientation Polarization Lines 
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Keywords: addition; coherence; electromagnetic waves; interference; polarization.  
 
Abstract: The general case of adding two coherent waves with an arbitrary 

orientation of the electric vectors is observed. The article confirms that resultant wave 
with elliptical polarization can transform into a wave with circular and linear 
polarization. The general case of waves’ interference with the random orientation of 
their lines polarization is considered in the presence of the analyzer. The conditions of 
the most contrast interference are described. The article shows the relationship between 
polar diagrams of elliptically polarized waves and the nature of resulting waves received 
from the addition. The traditional one-way interaction and mutually perpendicular 
vibrations are considered as special cases. The special software for providing theory 
was developed and published on the web site. 
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Addition und Interferenz der zwei kohärenten elektromagnetischen  
Wellen mit der willkürlichen Orientierung der Linien der Polarisation 

 
Zusammenfassung: Es ist der allgemeine Fall der Addition der zwei kohärenten 

Wellen mit der willkürlichen Orientierung ihrer elektrischen Vektoren dargelegt, der zur 
Bildung der Endwelle mit der elliptischen Polarisation bringt, die in die Welle mit der 
kreisförmigen und linearen Polarisation ausarten kann. Es ist bei dem Vorhandensein 
vom Analysator der allgemeine Fall der Interferenz der Wellen der Linie betrachtet, 
deren Polarisationen beliebig ausgerichtet sind. Es sind die Bedingungen der 
kontrastreichsten Interferenz und die Verbindung zwischen den polaren Diagrammen 
der elliptisch polarisierten Wellen und dem Charakter der Polarisation der von der 
Addition erhaltenen Endwellen besprochen. Die traditionelle Wechselwirkung der 
einseitigen und gegenseitig senkrechten Schwingungen sind wie die Sonderfälle 
betrachtet. Es ist die allgemeinverständliche Software entwickelt, die die Demonstration 
der dargelegten Theorie ist. 
 
 

Addition et interférence de deux ondes cohérentes électromagnétiques  
avec une orientation arbitraire des lignes de polarisation 

 
Résumé: Est présenté un cas général de l'addition de deux ondes cohérentes avec 

une orientation arbitraire de leur vecteurs électriques menant à la formation de l'onde 
résultante avec une polarisation elliptique, ce qui peut être transformé en onde de la 
polarisation circulaire et linéaire. Est examiné le cas général de l'interférence des ondes 
dont les lignes de la polarisation sont orientées de façon aléatoire. Sont discutées les 
conditions de la plus contraste interférence ainsi que le lien entre les diagrammes 
polaires. Est conçu le logiciel spécial qui est la démonstration de la théorie énoncée. 
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