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Аннотация: Показано, что исследование малых стабилизирующих возму-

щений обобщенного векторного уравнения Эйлера второго порядка в банаховом 
пространстве сводится к изучению операторного уравнения Риккати. 

 
 

 
 
 
В монографии [1] для задачи  

)()()()()()( 2 tftxBtxAttxt =+′ε++′′ε+ εεε , ∞<≤ t0 , 

0,)0( εε = xx , 0,)0( εε ′=′ xx , 

где A, B – линейные операторы, действующие в банаховом пространстве E  
(рассмотрены отдельно случаи, когда A, B ограничены и A, B неограничены); 

( )( ) [ 0, ); ;f t C E∈ ∞  ε  – малый положительный параметр, 0( 0, ],ε∈ ε  0 const,ε =  
найдены условия, при выполнении которых данная задача разрешима и 
 

0
0

lim ( ) ( ),x t x tε
ε→

=
  

 0 ,t< < ∞  

где )(0 tx  – ограниченное в точке вырождения 0=t  решение уравнения Эйлера 
2 ( ) ( ) ( ) ( ),t x t t A x t Bx t f t′′ ′+ + =    0 .t< < ∞  

В данной работе в банаховом пространстве E рассматривается задача вида 
2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),t x t t A t x t B t x t f tε ε ε′′ ′+ ε + + ε + =    0 ;t T≤ ≤                  (1) 

,0(0) ,x xε ε=    ,0(0) ,x xε ε′ ′=         (2) 

где ( )( ), ( ) [ 0, ]; ( ) ;A t B t C T L E∈ ( )( ) [ 0, ]; ;f t C T E∈ )(EL  – банахова алгебра огра-
ниченных линейных операторов, действующих из E в E. 

Соответствующее вырождающееся уравнение ( 0),ε =  которое будем назы-
вать обобщенным уравнением Эйлера, имеет вид 

2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),t x t t A t x t B t x t f t′′ ′+ + =    0 .t T< ≤                            (3) 
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Сведем задачу (1), (2) к классической задаче Коши. Пусть 
.st e= ε − ε           (4) 

Тогда 

ε
ε+

=
ts ln  

и ε≤≤ Ts0  при 0 ,t T≤ ≤  где ln .TTε
+ ε

=
ε

 

Получаем: 

( )( ) :: ( );sx t x e u sε ε ε= ε − ε =  

[ ] 1( ) ( ) ( ) ( );'
ttx t u s u s s u s

tε ε ε ε′ ′ ′ ′= = =
+ ε
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ε+
=′′ ; 

( ) 1( ) :: ( );sA t A e A sε= ε − ε =  

( ) 2( ) :: ( );sB t B e A sε= ε − ε =  

( )( ) :: ( );sf t f e g sε= ε − ε =  

( )0
,0(0) (0) ;u x e x xε ε ε ε= ε − ε = =  

( )( ) ( ) ( ) ;s su s t x t e x eε ε ε′ ′ ′= + ε = ε ε − ε  

( )0 0
,0(0) (0) .u e x e x xε ε ε ε′ ′ ′ ′= ε ε − ε = ε = ε  

Таким образом, задача (1), (2) с помощью замены переменной (4) сводится 
к задаче вида  

1 2( ) [ ( ) ] ( ) ( ) ( ) ( ),u s A s I u s A s u s g sε ε ε ε ε ε′′ ′+ − + =
  

 0 ;s Tε≤ ≤               (5) 

0,)0( εε = xu , 0,)0( εε ′ε=′ xu .         (6) 

Заметим, что уравнение (3) с помощью подстановки set =  сводится к урав-
нению вида 

( ) [ ( ) ] ( ) ( ) ( ) ( ),u s A s I u s B s u s g s′′ ′+ − + =     ln , s T− ∞ < ≤  

где ( ) :: ( ),su s x e=  ( ) :: ( ),sA s A e=  ( ) :: ( ),sB s B e=  ( ) :: ( ).sg s f e=  

При каждом фиксированном ],0( 0ε∈ε  задача (5), (6) – частный случай 
классической задачи Коши 

 

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),u t A t u t A t u t h t′′ ′+ + =
  

 0 ;t T∗≤ ≤                          (7) 

0(0) ,u u=
  

 0(0) .u u′ ′=                     (8) 
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Чтобы найти решение задачи (7), (8) нужно предварительно научиться ре-
шать соответствующее однородное уравнение 

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,u t A t u t A t u t′′ ′+ + =
  

 0 .t T∗≤ ≤                             (9) 

Будем искать решения уравнения (9) в виде 
( )( ) ,tu t e yΛ=                                  (10) 

где y – некоторый ненулевой фиксированный элемент из E,  
( )1( ) [ 0, ]; ( ) ,t C T L E∗Λ ∈  

( )
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t

k

te
k

∞
Λ

=

Λ
= ∑  

Подставим функцию вида (10) в уравнение (9). Для этого найдем ее произ-
водные первого и второго порядка. Применяя формулу 

( ) ( )( ) ,t ' te t eΛ Λ′
⎡ ⎤ = Λ⎣ ⎦  

имеем 
( )( ) ( ) ,' tu t t e yΛ′ = Λ  

2 ( )( ) ( ) ( ) .'' ' tu t t t e yΛ⎡ ⎤⎡ ⎤′′ = Λ + Λ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
 

Получаем: 
2 ( ) ( ) ( )

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0'' ' t ' t tt t e y A t t e y A t e yΛ Λ Λ⎡ ⎤⎡ ⎤Λ + Λ + Λ + =⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
 

или 
2 ( )

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.'' ' ' tt t A t t A t e yΛ⎡ ⎤⎡ ⎤Λ + Λ + Λ + =⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
 

Таким образом, для того чтобы векторная функция вида (10) была решением 
уравнения (9), достаточно, чтобы операторная функция )(tΛ  удовлетворяла урав-
нению 

2
1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,'' ' 't t A t t A t⎡ ⎤Λ + Λ + Λ + =⎣ ⎦   

 0 .t T∗≤ ≤                       (11) 

Назовем (11) характеристическим уравнением для уравнения (9). Положим 
( ) ( ),' t K tΛ =  тогда )()( tKt'' ′=Λ  и уравнение (11) принимает вид 

0)()()()()( 21
2 =+++′ tAtKtAtKtK , 0 ,t T∗≤ ≤  

или 
2

2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )K t A t A t K t K t′ = − − − , 0 .t T∗≤ ≤                       (12) 

Уравнение (12) – частный случай операторного уравнения Риккати   

)()()()()()( 2 tYtRtYtQtPtY ++=′                                   (13) 

2( ( ) ( ),P t A t= −
 1( ) ( ),Q t A t= − ( ) ),R t I≡ −  являющегося обобщением скалярного 

уравнения Риккати [2, с. 70] 
2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).y t p t q t y t r t y t′ = + +  
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Как и в скалярном случае, решение уравнения (13) не удается свести к опе-
рации интегрирования. Некоторые результаты об операторном уравнении Риккати 
изложены в работе [3]. 

Если 
2 ( ) ,A t ≡ Ο

  
 0 ,t T∗≤ ≤                         (14) 

где Ο – нулевой оператор, то уравнение (12) принимает вид 
2

1( ) ( ) ( ) ( ),K t A t K t K t′ + = −
  

 0 ,t T∗≤ ≤  

то есть является операторным уравнением Бернулли, решение которого можно 
найти с помощью подстановки ( ) ( ) ( ). K t U t V t=  Однако при выполнении усло-
вия (14) уравнение (7) принимает простой вид 

1( ) ( ) ( ) ( ),u t A t u t h t′′ ′+ =
    

 0 ,t T∗≤ ≤  

и заменой )()( twtu =′  сводится к уравнению первого порядка 

1( ) ( ) ( ) ( ),w t A t w t h t′ + =     0 .t T∗≤ ≤  

Для изучения уравнения (12) используем подход из [2, с. 70]. Пусть известно 
некоторое частное решение )(~ tK  уравнения (12). Положим 

( ) ( ) ( ).K t K t H t= +  
Тогда уравнение (12) принимает вид 

2 2
2 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )K t H t A t A t K t A t H t K t K t H t H t′ ′+ = − − − − − −  

или 
2

1( ) [ ( ) 2 ( )] ( ) ( ), H t A t K t H t H t′ + + = −
   

 0 .t T∗≤ ≤  

Получили операторное уравнение Бернулли, решение которого находится 
подстановкой ( ) ( ) ( ).H t U t V t=      

Таким образом, задача отыскания решения уравнения (9) сводится к нахож-
дению частного решения операторного уравнения Риккати (12). 
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Abstract: The investigation of small stabilizing perturbations of the generalized 
second-order Euler vector equation in a Banach space is reduced to the study of the 
Riccati operator equation. 
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Über eine Anwendung der Operatorengleichung von Riccati 
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Störungen der verallgemeinerten Vektorgleichung von Euler der zweiten Ordnung im 
Banachraum auf das Erlernen der Operatorengleichungen von Riccati zurückgeführt wird. 
 
 

Sur une application de l'équation opérationnelle de Riccati 
 

Résumé: Est montré que la recherche des petites perturbations stabilisantes de 
l'équation d'Euler de second ordre de la synthèse vectorielle dans l'espace de Banach se 
réduit à l'étude de l'équation opérationnelle de Riccati. 
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