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Аннотация: Приведен метод построения приближенных аналитических 

решений систем обыкновенных дифференциальных уравнений с полиномиальной 
правой частью. Рассмотрены системы с выделенной линейной правой частью  
с постоянными коэффициентами, что позволит существенно увеличить точность 
вычислений по сравнению с аналогичными методами. Реализация метода опира-
ется на метод последовательных приближений Пикара и процедуру продолжения 
локальных решений. 
 
 
 

 
 
 

Введение 
 

Рассмотрим систему обыкновенных дифференциальных уравнений, вектор-
ная запись которой имеет вид 

 

 ( ), ,x Ax f t x= +   (1) 

где ( )1, , nx x x= …  – действительная векторная функция действительного пере-

менного t;  ( )i
jA a=

 
– действительная (n × n)-матрица; ( )1, , nf f f= …

 
– действи-

тельная векторная функция, каждый элемент которой if  является многомерным 
многочленом с постоянными коэффициентами переменных 1, , , .nt x x…  При этом 
 

степени всех многочленов могут не совпадать. 
Системы вида (1) представляют интерес, поскольку многие модели процессов 

различной физической, экономической и другой природы описываются подобны-
ми системами [1 – 4]. 

Для получения решений системы (1) используют стандартные методы чис-
ленного анализа [5, 9], не учитывающие конкретный вид ее правой части [1, 2, 4]. 
В [10] предложен метод построения квазианалитических приближенных решений 
системы (1) в случае полилинейной функции  f, используя который в [11] для ав-
тономных систем с полиномиальной правой частью в качестве развития результа-
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тов предложен специальный метод, учитывающий то, что функции 1, , nf f…  
являются именно многомерными многочленами. Относительная простота правой 
части рассматриваемой системы дает возможность с помощью данного метода 
строить приближенные аналитические решения не только в виде функции време-
ни, но и начальных условий. В отличие от большинства известных методов по-
следнее позволяет во многих случаях прямо контролировать систематическую 
ошибку вычислений. Такой контроль чрезвычайно важен, например, при исследо-
вании уравнений хаотической динамики, поскольку здесь точность вычислений 
играет решающую роль, а вычисления приходится проводить на достаточно 
больших промежутках времени. 

Цель работы – уточнение основных результатов из [11] и их распространение 
на неавтономные системы вида (1). 
 

Построение локальных решений 
 

Для построения локального решения ( )x t
 
системы (1) с начальным условием 

 

 0 0( )x t x=   (2) 
 

заменим (1) интегральным уравнением 
 

 ( ) ( )
0

0( ) , ( ) .
t

t

x t x Ax f t x d= + τ + τ τ⎡ ⎤⎣ ⎦∫   (3) 

 

Пусть α  и T – некоторые положительное числа и 
 

{ }1
, 0 0( ) ( , ) : , .n
r x x t x x t r+

αΓ = ∈ − ≤ α ≤  
 

Обозначим через ( ), 0Π T xα  
– множество непрерывных функций, графики, кото-

рых содержатся в ( ), 0Γ .T xα  Для простоты обозначений положим 

 ( )
0

0Φ Φ ( ) , ( ) .
t

t

x f t dϕ = + ϕ τ + ϕ τ τ⎡ ⎤⎣ ⎦∫  

Поскольку замкнутый шар 

 ( ) { }0 0:  nB x x x xα = ∈ − ≤ α   (4) 

компактен, а функция  f  непрерывна, то существует положительное число 
 
 

 
[ ] ( )

( )
0 0 0,
max max , .

t t t T x B x
M Ax f t x

α∈ + ∈
= +  

Тогда из условия 

 r
M
α

≤   (5) 
 

следует, что оператор Φ  отображает множество ( ), 0Π T xα  в себя [12]. Поэтому 
положим число Т  таким, что выполняется неравенство (5). 

Для нахождения решения ( )x t
 
уравнения (3) будем использовать метод по-

следовательных приближений Пикара и запишем 
 

 ( )
0

1 0( ) ( ) , ( ) . 
t

N N N
t

x t x Ax f t x d+ ⎡ ⎤= + τ + τ τ⎣ ⎦∫   (6) 
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Действуя как обычно, положим 

 1 0( ) ,x t x≡  (7) 
и заметим, что частные производные 
 

 ,  , 1, ,
i

j
f i j n
x
∂

= …
∂

 (8) 

определены и непрерывны в пространстве 1.n+  Тогда очевидно, что существует 
*k -я степень 

 *

*

Φ Φ Φk

k

φ = … φ  

оператора Ф, которая является сжатием на множестве ( ), 0Π T xα  [12]. Следова-
тельно, метод (6), удовлетворяющий условию (7), при *k k≥  эквивалентен методу 
сжатых отображений. Поэтому последовательность 
 

 1 2( ), ( ), , ( ),  Nx t x t x t… …  (9) 
  

сходится к решению ( )x t равномерно на отрезке [ ]0 0, .t t T+  

Чтобы найти ( ),x t  заметим, что все функции 1, , nf f…  – многомерные 

многочлены с постоянными коэффициентами переменных 1, , , .nt x x…  Поэтому  
в силу (6) и (7) для всех [ ]0 0,t t t T∈ +  справедливо равенство 

 ( ) ( ) ( )
0

2 0 0 0 0 0 0 1 0 0( ) , , , , 
t

t

x t x Ax f t x dt x A t t x x t t⎡ ⎤= + + = + − + ψ⎣ ⎦∫  (10) 

где 1ψ  – некоторый многомерный многочлен переменных 0 0, , .x t t  
Подставляя (10) в (6), при 2N =  и [ ]0 0,t t t T∈ +  имеем 
 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

0
3 0 0 0 0 2 0 0, , ,

2!
A t t

x t x A t t x x x t t
−

= + − + + ψ  

 
где 2ψ  – некоторый многомерный многочлен переменных 0 0, , .x t t  

Если все функции 1, , nf f…  – многомерные многочлены с постоянными 

коэффициентами переменных 1, , , ,nt x x…  то несложно заметить, что для произ-
вольного 2N =  при [ ]0 0,t t t T∈ +  справедливо равенство 

 

 ( ) ( )( )20
1 0 0 0 0( )

2!N
A t t

x t x A t t x x+
−

= + − + +…  

 
( )( ) ( )0

0 0 0, , ,
!

N

N
A t t

x x t t
N
−

…+ + ψ  
 

в котором Nψ  – соответствующий многомерный многочлен переменных 0 0, , .x t t  
Поскольку последовательность (9) сходится к решению ( )x t  уравнения (3) 

равномерно на отрезке [ ]0 0, ,t t T+  то переходя в (6) к пределу при ,N →+∞   
получим равенство 

 

 ( )( ) ( )0 0 0 0( ) exp , , , Nx t A t t x x t t= − + ψ  (11) 
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справедливое для всех [ ]0 0, ,t t t T∈ +  где при фиксированных 0 0,x t  функция ψ  

определена и непрерывна при [ ]0 0,t t t T∈ +  и удовлетворяет равенству 
 

 [ ]
( ) ( )

0 0
0 0 0 0

,
lim max , , , , 0.N

N t t t T
x t t x t t

→+∞ ∈ +
ψ −ψ =  (12) 

 

Выбор начального условия (2) выше по существу не играл никакой роли. По-
этому справедлива теорема 1. 

Теорема 1. Предположим, что точка 0
nx ∈  и число 0α > заданы. Тогда 

для всех положительных Т, удовлетворяющих неравенству (5), решение ( )x t сис-
темы (1) с начальным условием (2) может быть получено как предел равномерно 
сходящейся на отрезке [ ]0 0,t t T+  последовательности (9), построенной методом 

(6) с начальным приближением (7). Более того, при [ ]0 0,t t t T∈ +  для решения 
( )x t

 
выполнены равенства (11) и (12). 

 
Продолжение локальных решений 

 
Перейдем к построению нелокальных решений системы (1). При этом, сле-

дуя [11], будем трактовать данную задачу как задачу построения продолжения 
локального решения с некоторого достаточно малого отрезка [ ]0 0,t t T+  вправо. 

Пусть ( )x t
 
– решение системы (1) с начальным условием (2). Здадим некото-

рое положительное число α  и определим числа 1t  и 1m  исходя из выполнения 
условий: 

 

 
[ ] ( )

( )
0 1 0

1
,

max max ,
t t t x B x

m f t x
α∈ ∈

=  

и 

  1 0
1

,t t
m
α

= +  

где 0( )B xα  
– замкнутый шар, задаваемый равенством (4). Тогда согласно теореме 1 

при [ ]0 1,t t t∈  справедливо равенство 
 

( ) ( )0 0 0 0( ) exp ( ) ( ), , ,Nx t A t t x x t t t= − + ψ  
 

причем для всех значений [ ]0 1,t t t∈  решение ( )x t расположено в шаре 0( ).B xα  
Зафиксируем число α  и определим числа 2t  и 2m  исходя из выполнения 

условий: 
 

[ ] ( )( )
( )

1 2 1
2

,
max max ,

t t t x B x t
m f t x

α∈ ∈
=  

и 

 2 1
2

.t t
m
α

= +  
 

Тогда согласно теореме 1 для всех [ ]1 2,t t t∈  имеет место равенство 
 

 ( )1 0 0( ) ( ) ( ), , .Nx t x t x t t t= + ψ  
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При [ ]1 2,t t t∈  решение ( )x t
 
расположено в шаре ( )( )1 .B x tα  Продолжая дей-

ствовать аналогичным образом, очевидно, что справедлива теорема 2. 
Теорема 2. Если решение ( )x t построено на отрезке [ ]0, kt t , то оно может 

быть продолжено на отрезок [ ]1,k kt t + , где 1kt +  – действительное число, опреде-
ляемое из условий 

 

 
[ ] ( )( )

( )
1

1
,

max max ,
k k k

k
t t t x B x t

m f t x
+ α

+
∈ ∈

=  

и 

 1
1

. k k
k

t t
m+

+

α
= +  (13) 

  

При этом для всех значений [ ]1,k kt t t +∈  решение ( )x t
 
расположено в шаре 

( )( ) ,kB x tα  причем выполняется равенство 
 

 ( ) ( )( ) , , .k kx t x t x t t= + ψ  
 

Согласно теореме 2 каждое решение ( )x t
 
системы (1) может быть продолже-

но на любой конечный отрезок [ ]0,t tν  из области определения данного решения. 

Более того, если функция ψ символьно построена на отрезке [ ]0 0, ,t t T+  задавае-
мом теоремой 1, то в силу теоремы 2 она также символьно построена на любом 
отрезке [ ]0 ,t tν  из области определения непродолжаемого решения. Другими сло-
вами, если функция ψ символьно построена при [ ]0 1, ,t t t∈  то локальное решение 

( )x t
 
фактически позволяет построить соответствующее непродолжаемое решение. 

При этом точное определение функции ψ весьма затруднительно (если вообще 
возможно) даже в простейших случаях. Поэтому перейдем к построению прибли-
женного решения и заметим, что справедлива теорема 3. 

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда для каждого поло-
жительного числа ε можно указать такое натуральное число ,kN  что для всех 

kN N≥  

 [ ]
( ) ( )

1,
max ( ), , ( ), , . 
k k

k k N k k
t t t

x t t t x t t t
+∈

ψ −ψ ≤ ε  (14) 

 

Более того, при kN N≥  имеет место неравенство 

 [ ]
( ) ( )

1

1
1

1
,

( ( ))
max ( ), , ( ), , ,

( 1)!
k

k k

N
N k k

N k k N k k
t t t

t t
x t t t x t t t

N+

−
+

+
∈

λ − α
ψ −ψ ≤

−
 (15) 

 

где λ
kN – положительное число, зависящее от ( )kx t  и α. 

Замечание 1. Неравенство (15) непосредственно следует из дифференцируе-
мости функции  f  [12]. При этом, если функция  f  нелинейна по х, то для любого 
фиксированного α и 1kN >  справедливо равенство 

 

 ( )
lim λ . 

k
k

N
x t →+∞

= +∞  (16) 

 

В силу теоремы 3 решение ( )x t всегда возможно на каждом конечном отрез-

ке [ ]0 ,t tν  из области определения данного решения с наперед заданной точно-
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стью ε. При этом на каждом из отрезков [ ] [ ]1 0, ,k kt t t t+ ν⊂  приближенное реше-
ние ( )x t

 
удовлетворяет равенству 

 

 ( )( ) ( ) ( ), , , 
kk N k kx t x t x t t t= + ψ  (17) 

 

т.е. строится в виде функции не только t, но и kt  и ( ).kx t  Более того, несложно 
заметить, что для всех [ ]1,k kt t t +∈  точки ( )x t  лежат в шаре ( )( ) .kB x tα  Послед-
нее позволяет контролировать систематическую ошибку вычислений за счет вы-
бора параметра α в (4).  

Очевидно, что после символьного построения функции 
kNψ  дальнейшие 

расчеты сводятся к вычислениям при [ ]1,k kt t t +∈  значений многомерных много-

членов ( )( ), , .
kN k kx t t tψ  При этом построение 

kNψ  при переходе от отрезка 

[ ]1,k kt t−  к отрезку [ ]1,k kt t +  может быть организовано следующим образом. 
Предположим, что числа α  и ε  заданы и для некоторого 1k ≥  определены 

значения kt  и 1kN −  и построена точка ( ).kx t  Далее, согласно теореме 2 значение 

1kt +  определим из условий 
 

 
[ ] ( )( )

( )
1

1
,

max max ,
k k k

k
t t t x B x t

m f t x
+ α

+
∈ ∈

=  

 

и (13). Для простоты положим 
 

 1. k kN N −=  (18) 
 

Тогда, если при этом выполнено неравенство 
 

 [ ]
( ) ( )

1
1

,
max ( ), , ( ), , ,

k k
k k

N k k N k k
t t t

x t t t x t t t
+

+
∈

ψ −ψ ≤ ε  (19) 

 

то согласно теореме 3 найдется такое натуральное число l, что выполняется  
и неравенство 
 

[ ]
( ) ( )

1,
max ( ), , ( ), ,

k
k k

k k N l k k
t t t

x t t t x t t t
+

+
∈

ψ −ψ ≤ ε  

 

(см. (14) и (15)). Другими словами, если при заданном значении ε  выполнено не-
равенство (19), то можно говорить, что приближенное решение ( )x t  продолжено 

на отрезок [ ]1,k kt t +  с заданной точностью. 

Если неравенство (19) не выполняется, то на отрезке [ ]1,k kt t +  следует сде-
лать несколько дополнительных шагов метода последовательных приближений, 
показанных выше. В этом случае справедливо неравенство 
 

 1,k kN N −>  (20) 
 

т.е. равенство (18) уже не выполняется. Делать шаги метода последовательных 
приближений следует до тех пор, пока с новым значением ,kN  удовлетворяющим 
неравенству (20) и соответствующим данному kN  функциям 

kNψ  и 
1
,

kN +
ψ   

не будет выполнено неравенство (19). 
Замечание 2. Если система (1) автономна и решение x(t) определено для всех 

0t t>  и ограничено при этих значениях t, то всегда можно добиться выполнения 
равенств 
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 1kN N=  (21) 
  

и 

 0 , kt t kT= +  (22) 
  

где 1, 2,k = … [11]. Перечисленное выше значительно упрощает процедуру реали-
зации метода. Во всех остальных случаях, в силу условия (16), равенства (21)  
и (22) требуют дополнительного обоснования. 

Таким образом, приведенный выше метод, опирающийся на конкретный вид 
правой части системы (1), дает относительно простую вычислительную процеду-
ру построения приближенных аналитических решений данной системы, причем  
в виде функции начального значения ( )0 0,t x  и времени t, что позволяет контро-
лировать систематическую ошибку вычислений и дает возможность снять многие 
важные проблемы, связанные с накапливанием ошибки, которое, как правило, 
возникает при использовании стандартных методов численного анализа на боль-
ших промежутках времени. 
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Abstract: The paper describes a method of constructing approximate analytical 

solutions of systems of ordinary differential equations with polynomial right member. 
We describe the system with a dedicated linear right member with constant coefficients 
that will significantly increase the accuracy of calculations in comparison with similar 
methods. The implementation of the method is based on the Picard method of 
successive approximations and the procedure of extending local solutions. 
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Konstruktion der Lösungen der nichtautonomen Differentialgleichungen 
mit dem polynomialen rechten Teil 

 
Zusammenfassung: Es ist die Methode der Konstruktion der genäherten 

analytischen Lösungen der Systeme der gewöhnlichen Differentialgleichungen mit dem 
polynomialen rechten Teil angeführt. Es sind die Systeme mit dem gewählten linearen 
rechten Teil mit den ständigen Koeffizienten betrachtet, was wesentlich erlauben wird, 
die Genauigkeit der Berechnungen im Vergleich zu den ähnlichen Methoden zu 
vergrössern. Die Realisierung der Methode stützt sich auf die Methode der 
konsequenten Approximation von Picard und die Prozedur der Fortsetzung der lokalen 
Lösungen. 
 
 

Construction des solutions des équations différentielles dépendantes  
avec une partie droite polynominale 

 
Résumé: Est effectuée la méthode de la construction des solutions analytiques 

approximées des systèmes des équations différentielles ordinaires avec une partie droite 
polynominale Sont examinés les systèmes avec une partie gauche sélectionnée aux 
coefficients constants ce qui permettra d’augmenter considérablement la précision des 
calculs. La réalisation de la méthode repose sur la méthode des approximations 
successives de Picard et la procédure de la continuation des solitions locales. 
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