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Аннотация: Предложены различные реализации стохастического подхода 

с помощью теории ударных процессов для определения дифференциальных 
функций распределения частиц для смешиваемых потоков сыпучих материалов 
при срыве с бил, закрепленных по винтовой линии на поверхности барабана,  
по углу распыливания. Указанные способы стохастического моделирования соот-
ветствуют трем описаниям движения твердых дисперсных сред в зоне смесителя –  
в поперечной и продольной плоскостях для сечений смесительного барабана,  
а также в полном рабочем объеме аппарата. В частности, в продольной плоскости 
относительно оси вращения барабана построение модели предлагается осущест-
вить с учетом вторичных столкновений частиц, а в поперечной – отразить грану-
лометрический состав смешиваемых компонентов. Объединение данных подхо-
дов позволит получить полную дифференциальную функцию распределения час-
тиц по углам распыливания как в поперечной, так и продольной плоскостях  
для сечения смесительного барабана. Полученные результаты использованы  
для оценки качества получаемой смеси, в том числе при порционном внесении  
в смесь одного из компонентов. 

 
 

 
Введение 

 
Исследование процесса смешивания сыпучих компонентов на протяжении 

нескольких десятилетий является актуальной проблемой. Это объясняется широ-
ким диапазоном областей применения данного этапа переработки сыпучих мате-
риалов в промышленном, строительном и сельскохозяйственном секторах.  
Применение системно-структурного анализа [1] при проектировании нового обо-
рудования химической технологии предполагает разработку инженерной методи-
ки его расчета на основе развитой теоретической базы. Некоторые устройства, 
предназначенные для получения зернистых или порошковых смесей, содержат 
смесительные барабаны с эластичными элементами [2 – 4]. Использование ради-
альных бил по отношению к поперечному сечению барабана (рис. 1, а) приводит 
к стохастическим моделям движения сыпучих компонентов в рабочей зоне смеси-
теля только в соответствующей плоскости Оxy [2, 3], описывающим указанный 
процесс с достаточной точностью в сравнении с экспериментальными данными. 
 



ISSN 0136-5835. Вестник ТГТУ. 2015. Том 21. № 2. Transactions TSTU 297

   
  

Рис. 1. Схемы поперечных сечений 
смесительных барабанов с проекциями 

гибких элементов в зависимости  
от способа закрепления бил: 

а – радиальный; б – с винтовой навивкой; 
1 – сечение барабана; 2 – била;  

3 – подвижная лента 

Рис. 2. Схема движения элемента 
смесительного барабана с закрепленными 
с винтовой навивкой билами в рабочем 
объеме устройства с подвижной лентой: 

 1 – часть барабана; 2 – била; 3 – подвижная 
лента; 4 – слои сыпучих компонентов;  

5 – зернистая смесь 
 
Однако практическая необходимость смешивания увлажненных и склонных к сли-
панию или адгезии твердых дисперсных сред приводит к поиску конструктивных 
особенностей смесительных органов аппаратов специального назначения, и как 
следствие, формированию новых стохастических моделей смешивания сыпучих 
компонентов.  

Стохастическое моделирование движения твердых дисперсных частиц в ра-
бочем объеме барабанно-ленточного смесителя с винтовой навивкой гибких эле-
ментов на барабаны (рис. 1, б) может быть проведено на основе теории ударных 
процессов в дисперсных системах [5] в различных плоскостях – поперечной [4, 6] 
и продольной по отношению к оси вращающихся барабанов (рис. 2).  

 
Описание конструктивных особенностей  

смесительных барабанов 
 

В зависимости от конечных целей процесса смешивания применяются раз-
личные способы закрепления гибких элементов на цилиндрической поверхности 
смесительного барабана – радиальный (см. рис. 1, а) [2, 3] и с винтовой навивкой 
(см. рис. 1, б и рис. 2) [4].  

В обоих случаях при вращении барабана 1 с угловой скоростью ω закреп-
ленные била 2 деформируются после движения в зазоре между барабаном 1  
и подвижной лентой 3 в основном в первой четверти плоскости его сечения Оxy. 
При этом моделирование в первом варианте относится к описанию образования 
потоков сыпучих компонентов после взаимодействия только с одним билом в 
указанном сечении [2, 3], а во втором – со всеми деформированными гибкими 
элементами [4]. 

Кратко остановимся на втором случае. Рассмотрим основные особенности 
конструкции смесительного барабана 1 с билами 2 (см. рис. 2), который может быть 
установлен над подвижной лентой 3 на нескольких этапах обработки зернистых 
компонентов 4, например, при порционном смешивании в целях получения увлаж-
ненной зернистой смеси 5 с объемно-весовым соотношением 1:10 и более [4].  
Дозирование порций смешиваемых компонентов предполагается осуществлять  
в непрерывном режиме. Движение слоев 4 толщиной 0h  из сыпучих компонентов 

а) б)

ω ω

ω

vLvLvL
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осуществляется с помощью горизонтальной ленты 3, которая движется со скоро-
стью .Lv  Данная лента 3 имеет зазор высотой Lh  с барабаном 1, вращающимся  
с угловой скоростью ω, на поверхности которого имеются гибкие элементы 2, 
расположенные по винтовой линии с шагом .sh  

Моделирование уравнения движения концов гибких элементов в зависимо-
сти от конструктивных параметров смесителя и угла распыливания сыпучих ма-
териалов в полярной системе координат [4] дает возможность учесть формирова-
ние потоков каждого компонента при отрыве от всех деформированных бил. 
Кроме того, закрепление гибких элементов с винтовой навивкой на цилиндриче-
ской поверхности барабана 1 приводит к модели объемного смешивания дисперс-
ных твердых компонентов при формировании стохастического описаниях их 
движения после отрыва от концов бил.  

 
Примеры описания смешивания сыпучих сред  
в поперечной плоскости сечения барабана 

 
Исследование распределения по углу распыливания сыпучих компонентов  

в рабочем объеме смесителя с несколькими барабанами, разбрасывающими эти 
зернистые материалы с движущейся горизонтальной ленты с помощью гибких 
элементов для второго случая (см. рис. 1, б и рис. 2), может быть проведено, напри-
мер, как без учета [4], так и с учетом гранулометрического состава [6] смешивае-
мых сыпучих сред. В отличие от работы [7] используем стохастический подход  
из теории ударных процессов в дисперсных системах [5], применение которой 
апробировано в случаях диспергирования капель жидкости [8], разделения сус-
пензий [9] и моделирования вторичных столкновений частиц смешиваемых по-
рошков [3]. Выбор декартовых осей координат соответствует рис. 1, б и рис. 2; 
полярная система предполагает отсчет радиальной координаты ijr  – от оси вра-

щения барабана, угловой координаты ijθ  – от х-оси до радиус-вектора выбранной 

точки пространства. Пусть Tiρ  – истинная плотность вещества i-го компонента 

смеси ( 1,..., );ki n=  1 36i Ti Sim dπρ−=  – усредненная масса частицы с диаметром 
1

1
gn

Si g Sid n d νν
−

=
= ∑ для i-го сыпучего материала; 1 36i Ti Sim dν νπρ−=  – масса час-

тицы диаметром Sid ν  ν-й фракции ( 1,..., )gnν =  i-го компонента; k  – угловой  

параметр жесткости била; { } 1/22 2 2
0( ) ( )j s j s jh r r R

−
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= θ θ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ – кратчайшее рас-

стояние от вектора скорости частицы r ijθv  в полярной системе координат до оси 

вращения барабана длиной bL  при 1
0 02 ( )s b bR h l h L−= − . 

Учитывая вид уравнения спиральной кривой ( )s jr θ  из [4] в указанной попе-
речной плоскости, как геометрическое местоположение проекций концов бил  
на эту плоскость (см. рис. 1, б и рис. 2), удается смоделировать составляющие 
скорости движения ,xij yijv v  для частицы массой im  или im ν  в предположении 
практической независимости взаимодействий частиц с i-го компонента с j-м би-
лом ( 1,..., ).bj n=  Тогда, согласно подходам в работах [4, 6], фазовый объем,  
в котором описывается движение частиц в разреженных факелах, может иметь 
различные варианты представления – без учета [4] и с учетом гранулометрическо-
го состава [6] смешиваемых твердых дисперсных компонентов 
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2

2
1 1

;

.g g

xij yij ij ij ij
ij n n

Si xij yij Si ij ij ij

d d r dr d
d

dd d d dd r dr dν νν= ν=

⎧ = −ω θ⎪Ω = ⎨
= −ω θ⎪⎩∏ ∏

v v

v v
 (1) 

 

Выражения в (1) могут быть записаны в другой форме вследствие того,  
что в момент указанного отрыва от концов бил ( 1,..., )bj n=  кинематические  
характеристики вида xyijv  или r ijθv для движений частиц сравнимы для различ-

ных зернистых сред ( 1,..., )ki n=   
 

 
2

2
1 1

;

.g g

j j j j
ij n n

Si j Si j j j

d r dr d
d

dd d dd r dr dν νν= ν=

⎧ Γ = −ω θ⎪Ω = ⎨
Γ = −ω θ⎪⎩∏ ∏

 (2) 

 

Следовательно, применяя (1) или (2) согласно подходам [5, 7] для оценки 
убывания числа частиц i-го компонента при отрыве от j-го гибкого элемента  
при образовании смеси для разреженного потока ijdN  поперечной плоскости  

сечения барабана при обозначении нормировочного параметра (long)
ijA  имеем 

 

 ( )(cross) (cross) (cross)
0exp .ij ijij ij ijdN A E E d= − Ω  (3) 

 

Здесь стохастическая энергия (cross)
ijE  для описанных вариантов расчета  

с учетом случайного характера ее момента импульсов 2
ij j i r ijM h m θ= v  с момен-

том инерции 2 10i i siI m d=  вычисляется согласно следующим формулам 
 

 
( )

2 2 2

(cross)
22 2 2 2

1

2 2 2;

5 2 2 2 .g

i r ij ij i j

ij n
i j r ij Si i r ij j

m M I k
E

m h d m k

θ

ν θ ν θν=

⎧ + + θ
⎪

= ⎨ ⎡ ⎤+ + θ⎪ ⎢ ⎥
⎣ ⎦⎩

∑

v

v v
 (4) 

 

Оценка параметра (long)
ijA

 
производится из выражения для полного числа 

частиц Nij 

 .ij ijij
N dN

Ω
= ∫  (5) 

 

Полная дифференциальная функция распределения i-го твердого дисперсно-
го компонента смеси ( 1, ..., )ki n=  по углу распыливания частиц jα  в поперечной 
плоскости для сечения барабана рассчитывается  

 

 

(cross)
1(cross)

1 2 (cross)
1 1

( );
( , ,..., )

( ),

b

b g b

n
jijj

ni n n
jijj

f
F

f

=

νν= =

⎧ α⎪
α α α = ⎨

⎪ α
⎩

∏
∏ ∏

 (6) 

 

где в соответствии с (4), (5) для каждой ν-й фракции ( 1,..., )gnν =  i-го компонента 

смеси ( 1,..., )ki n=  имеем 
 

 (cross) 1( ) ;j ij ij jijf N dN d−α = α  (7) 
 

 (cross) 1( ) .j ij ij jijf N dN d−
ν νν α = α  (8) 
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Заметим, что интегрирование для второго случая по фазовому объему в (5)  
и при расчете по формуле (8) проводится с учетом min

Sid ν  и max
Sid ν  – минимальных  

и максимальных значений диаметров частиц составляющих сыпучих компонентов 
i-го сорта ( 1,..., )ki n=  в каждой из ν-й фракции ( 1,..., ) .gnν =  

 
Основные принципы стохастического описания поведения  
дисперсных потоков компонентов в продольной плоскости  

смесительного барабана  
 

При описании поведения частиц сыпучих материалов при отрыве от концов 
бил с винтовой навивкой на цилиндрической поверхности смесительного бараба-
на в поперечной плоскости его сечения согласно подходу [5] элемент фазового 
объема  

 

 ij xij zijd d dΓ = v v  (9) 
 

определяется дифференциалами от x и z составляющих скорости частицы сфери-
ческой формы.  

При этом x-ось направлена перпендикулярно ленте вертикально вниз, а z-ось – 
по оси вращения барабана. В соответствии с работами [2, 3] стохастическая энер-
гия формируется из двух слагаемых кинетических энергий: первое соответствует 
поступательному движению частицы в направлении xzijv  – составляющей ее ско-
рости в проекции на указанную плоскость; второе – вращению с моментом инер-
ции 2 10i i siI m d=  за счет случайного момента импульсов описанных частиц  
при их вторичных столкновениях с введением параметра ,iβ  кг2⋅м2, 

 

 (long) 2 22 2 .i xzij i xzij iijE m I= + βv v  (10) 
 

где индекс j соответствует номеру деформированного гибкого элемента в первой 
четверти отсчета угла поворота барабана, 1,..., .bj n=   

Выражение (10) используется при поиске 
 

 (long) 1( )j ij ij jijf N dN d−γ = γ  (11) 
 

дифференциальной функции распределения по углу распыливания с помощью 
соотношения 

 

 ( )( ong) (long) (long)
0exp .l

ij ijij ij ijdN A E E d= − Γ  (12) 
 

Поиск параметра iβ  связан с записью уравнения сохранения потоков в виде 
равенства концентрации столкнувшихся частиц из i-го потока ( 1,..., )ki n=  разности 
концентраций для каждого сорта сыпучего материала – всех частиц и не стол-
кнувшихся.  

Расчет содержащейся в (10) обобщенной энергетической меры системы час-
тиц (long)

0ijE  выполняется из закона сохранения энергии для характерного 

временнóго интервала. Применение (9) для (10) позволяет получить полную диф-
ференциальную функцию распределения для i-го зернистого потока по углу рас-
пыливания jγ  в продольной плоскости  

 

 ( )(long) (long)
1 2 1
, ,..., ( ).b

b
n

n ji ijj
F f

=
γ γ γ = γ∏  (13) 
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Заключение 
 

Предложенные стохастические описания распределений смешиваемых ком-
понентов в рабочем объеме барабанно-ленточного смесителя в двух плоскостях 
сечения барабана учитывают: в поперечной – их гранулометрический состав;  
продольной – скорость распространения частиц образуемых потоков вдоль оси 
вращения барабана и вторичные столкновения частиц. Оба подхода отражают 
характер поведения сыпучих материалов в изучаемом процессе смешивания  
в зависимости от углов распыливания их частиц, соответствующих выбранным 
сечениям, для каждого деформированного била, установленного по винтовой ли-
нии на поверхности вращающихся барабанов аппарата.  

Кроме того, объединение полученных результатов о поведении указанных 
компонентов смеси в рассматриваемом устройстве в двух плоскостях – продоль-
ной согласно выражению (13) и поперечной из выражения (6) – относительно оси 
вращения барабана с гибкими элементами, разбрасывающими частицы смеши-
ваемых материалов, позволяет описать их объемное распределение в рабочей  
камере смесителя.  

Например, данное моделирование осуществляется с помощью следующего 
выражения Оxz для двух вариантов 

 

 ( )
(cross) (long)

1 1
1 2 1 2 (cross) (long)

1

( ) ( );
, ,..., , , ,...,

( ) ( ),

g b

b b b

n n
j jij ijj

i n n n
j jij ijj

f f

f f

νν= =

=

⎧ α γ⎪
Φ α α α γ γ γ = ⎨

⎪ α γ
⎩

∏ ∏
∏

  (14) 

 

где набор функций (long) ( )jijf γ  соответствует множеству { }( ), 1,...,ij j bf j nγ =   

из формулы (13), а наборы (cross) ( )jijf α  и (cross) ( )jijf ν α  – аналогичным множест-

вам { }( ), 1,...,ij j bf j nα =  из (7) [3] и { }( ), 1,..., , 1,...,ij j b gf j n nν α = ν =  из (8) [6]. 

Здесь угол распыливания в плоскости Оxу, то есть перпендикулярно оси вращаю-
щегося барабана, обозначен .jα  Заметим, что барабаны, находящиеся на каждом 
этапе смешивания в рабочем объеме барабанно-ленточного устройства, могут 
иметь различные угловые скорости их вращения, а значит и соответствующие им 
распределения частиц по углам распыливания.  

Представленные способы описания процесса смешивания зернистых компо-
нентов: в различных плоскостях для сечений смесительного барабана – (13)  
в продольной и (7) или (8) в поперечной – или с учетом объемных распределений 
частиц сыпучих материалов согласно (14) могут быть использованы при вычисле-
нии коэффициента неоднородности сыпучей смеси [10].  

 
Работа выполнена при поддержке Министерства образования науки Рос-

сийской Федерации в рамках базовой части, проект № 626, № госрегистрации 
01201460402. 
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Abstract: The authors proposed different implementations of a stochastic method 

using the theory of impact processes to determine differential distribution functions of 
particles in mixed flows of bulk materials at disruption from paddles fastened in a 
helical line on the drum surface at the angle of atomization. The given methods of 
stochastic modeling correspond to the three descriptions of solid dispersive mediums 
motion in mixer zone – in cross and longitudinal planes for mixer drum sections, and in 
the full enclosed volume of the apparatus. In particular, the model construction is 
proposition to realize subject to secondary particle collisions in the longitudinal plane 
relatively rotation axis of the mixer drum, and reflect grain size of the mixing 
components in the cross plane. The consolidation of these methods makes it possible to 
receive full differential distribution functions of particles on the drum surface at the 
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angle of atomization both in cross and longitudinal planes for the mixer drum sections. 
The results can be used to assess the quality of the granular mixture, in particular, when 
adding one of the components to the mixture. 
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Weisen der Beschreibung der Bewegung der festen dispersen Umgebungen 

in verschiedenen Ebenen für die Schnitte der Mischtrommel 
 

Zusammenfassung: Es sind die verschiedenen Realisierungen des stochastischen 
Herangehens mit Hilfe der Theorie der Stossprozesse für die Bestimmung der 
Differentialfunktionen der Verteilung der Teilchen für die mischenden Ströme der 
streubaren Materialien bei dem Abstürzen von den nach der Schraubenlinie auf der 
Oberfläche der Trommel gefestigten Schlägerwerken nach dem Winkel des Zerstäubens 
vorgeschlagen. Die angegebenen Weisen der stochastischen Modellierung entsprechen 
den drei Beschreibungen der Bewegung der festen dispersen Umgebungen in der Zone 
des Mischers – in den Quer- und Längsebenen für die Schnitte der Mischtrommel, 
sowie im vollen Arbeitsumfang des Apparates. In der Längsebene bezüglich der Achse 
des Drehens der Trommel wird es vorgeschlagen, die Konstruktion des Modells unter 
Berücksichtigung der nochmaligen Zusammenstöße der Teilchen zu verwirklichen, und 
in der Querebene – den granulometrischen Bestand der mischenden Komponenten 
widerzuspiegeln. Die Vereinigung des gegebenen Herangehens lässt zu, die volle 
Differentialfunktion der Verteilung der Teilchen nach den Winkeln des Zerstäubens, 
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sowohl in den Quer- als auch in den Längsebenen für den Schnitt der Mischtrommel zu 
bekommen. Die bekommenen Ergebnisse können für die Einschätzung der Qualität der 
bekommenen Mischung, einschließlich, bei der Portionseintragung in die Mischung 
einen der Komponenten verwendet sein. 

 
 

Moyens de la description du mouvement des milieux dispersés dans  
de différentes surfaces pour les sections du tambour mélangeur 

 
Résumé: Sont proposées de différentes réalisations de l’approche stochastique à 

l’aide de la théorie des processus d’impact pour la définition des fonctions 
différentielles de la répartition des particules pour les courants mélangés des matériaux 
secs. Les moyens décrits du modélage stochastique correspondent aux trois descriptions 
du mouvement des milieux dispersés solides dans la zone du tambour mélangeur ainsi 
que dans le volume de travail complet de l’appareil. L’union des approches permet 
d’obtenir une fonction différentielle complète de la répartition des particules par les 
angles de l’atomisation dans les surfaces tranxversale et longitudinale des sections du 
tambour. Les résultats obtenus peuvent être utilisés pour l’estimation de la qualité du 
mélange reçu y compris lors de l’introduction d’une portion d’un des composants dans 
le mélange. 
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