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Аннотация: Представлен подход к проблеме устойчивости решений урав-

нений в частных производных дробного порядка в смысле Римана–Лиувилля. 
Предлагаемый подход основан на применении преобразования Фурье и исследо-
вании эквивалентных дифференциальных уравнений в спектральной области.  
В результате получены достаточные критерии устойчивости решений уравнений  
в частных производных дробных порядков. 
 

 
 

 

 
Вопрос устойчивости решений дифференциальных уравнений в частных 

производных представляет значительный интерес для исследователей ввиду 
большого числа приложений этих уравнений в различных областях науки и тех-
ники. Несмотря на большое число работ по данной тематике, указанная проблема 
по-прежнему далека от окончательного решения. Основным методом исследова-
ния устойчивости в настоящее время является прямой метод Ляпунова [1, 2]. Од-
нако этот весьма эффективный и прекрасно разработанный метод не лишен ряда 
недостатков, в числе которых следует назвать в первую очередь громоздкость  
и неудобство с вычислительной точки зрения. Описываемый же в данной работе 
подход отличается простотой и легко может быть реализован в форме вычисли-
тельного алгоритма. Кроме того, данный подход позволяет анализировать устой-
чивость решений уравнений в частных производных дробных порядков, исследо-
вания по которым в настоящее время отсутствуют. Эту работу можно рассматри-
вать как обобщение и развитие идей, ранее изложенных в работах [3 – 7]. 

Рассмотрим следующую задачу Коши: 
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* По материалам доклада на конференции ММТТ-27 (см. Вестник ТГТУ, т. 20, № 4). 
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значена дробная производная функции ),( xtu  в смысле Римана–Лиувилля поряд-
ка 0>ν j  по переменной ,kx  вычисляемая по формуле [8]  
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где Γ  – гамма-функция; ][ jν  – целая часть порядка дробной производной ,jν   

а { }jν  – дробная часть ,jν  так что }.{][ jjj ν+ν=ν  
Придав тривиальному решению уравнения (1) некоторое начальное возму-

щение ),(0 xu  рассмотрим возмущенную задачу Коши (1) – (2). Поставим задачу 

об определении условий на элементы матриц ),(),( tA kj )(tB  и ,jν  при которых 
тривиальное решение уравнения (1) устойчиво в смысле Ляпунова. 

Исследовать устойчивость будем в банаховом пространстве вектор-функций 
( )т21 )(),...,(),()( xfxfxfxf l=  с нормой  
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При каждом фиксированном значении 0tt ≥  норма вектор-функции ),( xtu  
определяется формулой  
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Пусть задача (1) – (2) имеет решение, вместе со своей производной t
u
∂
∂  сум-

мируемое с квадратом по пространственным переменным. При этом условии 
применим к (1) – (2) преобразование Фурье по nxx ,...,1   
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в результате чего, имея в виду, что [9, с. 196] 
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получим следующую задачу Коши для параметрического дифференциального 
уравнения в спектральной области: 
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Введем в рассмотрение следующие нормы векторов:  
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Следовательно, справедлива двусторонняя оценка 
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Покажем, что при любом фиксированном nR∈ω  траектория ),( ωtU  уравне-

ния (4) остается внутри замкнутого шара [ ])(, 0 ωU0B  в пространстве lR  с цен-
тром в нуле радиусом .)(0 ωU  Для доказательства предположим обратное: пусть 

при каком-нибудь значении nR∈ω=ω ~  траектория )~,( ωtU  покидает пределы 
шара [ ])(, 0 ωU0B  в момент времени .Tt =  При этом предположении представим 
уравнение (4) следующим образом 
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где )~()~(1 ωΦ=ωΦ  и ).~,()~,(2 ω−Φ=ωΦ Ttt  
При 0tTt ≥>  решение уравнения (7) можно представить следующим обра-

зом [10] 
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На основании (8) имеем оценку сверху 
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Далее последовательно оценим сверху каждое из слагаемых, составляющих 
правую часть неравенства (9). Для первого слагаемого в силу (6) получаем  
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где ( ))~(1 ωΦΛ  – логарифмическая норма оператора ),~(1 ωΦ  которая в пространстве 
с нормой 1U  вычисляется по формуле [11, с. 22] 
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где ),,(, ωϕ tqp  ,,1 lp =  lq ,1=  – элементы матрицы ),( ωΦ t . 

Пусть для всех nR∈ω  и 0tt ≥  величина ( )),( ωΦΛ t  ограничена сверху неко-
торым отрицательным числом σ−  
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Тогда из (10) вытекает, что 
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Для второго слагаемого в силу (6) выполняется следующая оценка  
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Пусть все коэффициенты ),(),(
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непрерывны при .0tt ≥  Тогда из структуры оператора )~,(2 ωΦ s  следует, что для 
любого как угодно малого 0>ε  найдется такое значение ,0>Δt  что при 
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Неравенства (9), (13), (15) служат обоснованием следующей оценки 
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Введем в рассмотрение функцию )~,()( )( ω=θ −− sUs stσe . Тогда (16) можно 
переписать следующим образом 
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Применяя к неравенству (17) неравенство Гронуолла–Беллмана и переходя  
к исходной нотации, получаем 
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Вследствие произвольности выбора 0>ε  и 0tT ≥  из неравенства (18) имеем 
окончательно: .)~()~,( 0 ω≤ω UtU  

Тем самым, приходим к противоречию, в силу произвольности nR∈ω  дока-
зывающему, что траектория ),( ωtU  уравнения (4) не выходит за пределы замкну-

того шара [ ].)(, 0 ωU0B  Иными словами,  )(),( 0 ω≤ω UtU  .nRвсех  для ∈ω  
Проинтегрировав последнее неравенство с квадратом по ω и применив фор-

мулу Планшереля, приходим к оценке ,)(),( 0
2
2

2
2xuxtu ≤  из которой сразу же 

следует неравенство .)(),( 02 2xuxtu ≤  Тем самым, доказана следующая теорема. 
Теорема 1. Пусть выполнены следующие условия:  
1) функции ),(),(

, ta kj
qp  )(, tb qp , ,,1 mj =  ,,1 nk =  ,,1 lp =  lq ,1=  непрерывны 

при ;0tt ≥  

2) при всяком фиксированном наборе значений [ ) ltt R×∞∈ω ,),( 0  логариф-
мическая норма ( ),),( ωΦΛ t  вычисляемая по формуле (11), удовлетворяет нера-
венству (12). 

Тогда тривиальное решение уравнения (1) устойчиво в смысле Ляпунова. 
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В качестве простейшего примера применения теоремы 1 выведем достаточ-
ный критерий устойчивости тривиального решения задачи Коши для следующей 
системы 
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В предположениях теоремы 1 применим к (19) преобразование Фурье по пе-
ременной x, в результате чего получим уравнение (4) с матрицей ),,( ωΦ t  опреде-
ляемой формулой  
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Известно [4, с. 86], что  
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где ωsgn  обозначает функцию знака переменной ω.  
Тогда матрицу ),( ωΦ t  можно представить следующим образом  
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где ,2,1=p  2,1=q , .0)()( 2112 ≡≡ tbtb  Условие 2 теоремы 1 вкупе с формулой 
(11) приводит нас к следующей системе условий: 
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где σ – какое-нибудь положительное число, для всех R.∈ω  Таким образом, спра-
ведлива теорема. 

Теорема 2. Пусть выполнены условия: 
1) функции ),(, ta qp  ),(1,1 tb  ),(2,2 tb  ,2,1=p  2,1=q  непрерывны при ;0tt ≥  

2) при каждом R∈ω  справедливы неравенства (20). 
Тогда тривиальное решение системы (20) устойчиво в смысле Ляпунова. 
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Immunität der Lösungen der Differentialgleichungen  
mit den Ableitungen der Bruchordnung 

 
Zusammenfassung: Im Artikel wird ein Herangehen an das Problem der 

Immunität der Lösungen der Gleichungen in den privaten Ableitungen der 
Bruchordnung im Sinne von Riemann-Loiouville beschrieben. Das angebotene 
Herangehen ist auf der Anwendung der Transformation von Fourier und der Forschung 
der äquivalenten Differentialgleichungen in dem spektralen Gebiet gegründet. Es sind 
die ausreichenden Kriterien der Immunität der Lösungen der Gleichungen in der 
privaten Ableitungen der Bruchordnungen erhalten. 
 
 

Stabilité des solutions des équations différentielles  
avec les dérivées de l’ordre fractionnaire 

 
Résumé: Dans l’article est décrite une approche envers le problème de la stabilité 

des solutions des équations dans les dérivés partielles de l’ordre fractionnaire du type 
Riemann–Liouville. L’approche proposée est fondée sur l’emploi des transformations 
de Fourier et sur l’étude des équations différentielles dans le domaine spectral. Sont 
reçues les critères exactes de la stabilité des solutions des équations dans les dérivés 
partielles de l’ordre fractionnaire. 
 
 

Автор: Рязанцев Владимир Андреевич – ассистент кафедры «Высшая  
и прикладная математика», ФГБОУ ВПО «Пензенский государственный универ-
ситет», г. Пенза.  

 
Рецензент: Бойков Илья Владимирович – доктор физико-математических 

наук, профессор, заведующий кафедрой «Высшая и прикладная математика», 
ФГБОУ ВПО «Пензенский государственный университет», г. Пенза. 



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


