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Аннотация: Решение задачи теплопроводности с переменной границей за-

писано в виде интегральных уравнений типа теплового потенциала. Предложено 
получать приближенное решение данных уравнений с помощью асимптотических 
многочленов, основанных на полиномах Чебышева первого рода. Метод удобен 
тем, что сразу после определения приближенного решения может быть вычислена 
его реальная погрешность в виде бесконечного ряда, основанного на линейных 
функционалах. Приведены условия сходимости приближенного решения к точ-
ному.  

 
 

 
 

 
К решению задач типа теплового потенциала с границей, перемещающейся 

во времени, может быть сведен ряд практически важных задач [1]. Это приводит  
к решению уравнения теплопроводности xxt uau 2=  в области между двумя харак-

теристиками ,t AB t EF= =  и условиями на границах ( ) ,ABu x= ϕ ( ) ( ),x tu t=χ = μ  

t ≥ 0, ( )t xχ ≤ < ∞  (рисунок). Решение задачи записывается в виде интегрального 
уравнения с использованием потенциала двойного слоя  
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где ( ), , ,G x t ξ τ  – функция мгновенного точеч-
ного  источника  
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Данная функция обладает известными 
свойствами [1]. Ее производная на границе 
( )tχ  имеет вид  

                                                           
* По материалам доклада на конференции ММТТ-2014. 
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В предположении, что ( ) 0xϕ =  на АВ, при 0=t  выполняется ,EF h=   

решение – функция ),( txu  описывается интегральным уравнением с использова-
нием функции мгновенного точечного источника 
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где функция плотности ( )tμ  определяется из интегрального уравнения Вольтера 
второго рода 
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Следовательно, ( , )u x t  удовлетворяет уравнению теплопроводности с усло-
виями: при ( )x t> χ  ограничена для ∞→x  и имеет нулевое начальное значение 

при любом выборе ( )tμ  [1]. При ( )x t= χ  функция разрывна, и ее предельное зна-
чение при ( ) 0x t= χ +  должно быть равно ( ).tμ  Функция ( )tχ  имеет непрерыв-
ную ограниченную производную. Уравнения (1) и (2) являются уравнениями  
с полярными ядрами. Существование решения и его единственность для таких 
уравнений доказана в работе [1]. Интегральный оператор с полярным ядром 

( , )K x y =  ( , ) / ,S x y x y nα= − α <  является ограниченным  [1] и имеет вид  
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За норму функции принято 
[ ]0;

max ( ) ,
x h

f f x
∈

=  тогда оператор будет ограни-

чен следующим образом 
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Для вычисления функции ),( txu  (1) можно применить метод асимптотиче-
ских многочленов, который является одним из методов вырожденного ядра для 
интегральных уравнений. В общем случае доказательство сходимости для этого 
метода дано в работе [2]. 

Для решения задачи (1) необходимо предварительно решить (2). Функция 
( )tμ  приближенно может быть представлена с помощью асимптотического мно-

гочлена ( ),nQ tμ  а ядро ( , )K t τ  заменено асимптотическим многочленом ( )( ), .K
nQ t τ  

В дополнительных скобках переменная, по которой происходит аппроксимация,  
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где функции ( ) ( ),n
i tπ  которые будем называть координатными, имеют вид 
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 символ « || » означает, что слагаемые  

суммы (3) при 0=i  и 1+= ni  умножаются на 1/2, ( ) cos( arccos )nT t n t=  – поли-

номы Чебышева первого рода. Все функции ( ) ( )n
i tπ  в каждом случае преобразу-

ются от промежутка 11 ≤≤− t  к необходимому для решения промежутку [0; h]. 

Функция ( )tμ  заменяется многочленом ( )1
||
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ми ординатами .niμ  
Приближенное решение получим после подстановки соотношений (3)  

в уравнение (2) вместо точного решения 
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(4) 
 

Для определения неизвестных ординат ( )nini tμ = μ  в точках 1,0 += ni ,  

получим систему уравнений ( )2+n -го порядка с 2+n  неизвестными, сравнивая 

коэффициенты при координатных функциях ( ) ( )n
i tπ  в левой и правой частях  

равенства (4)  
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Решение системы (5), в случае больши́х n, может быть получено методом по-
следовательных приближений. Единственность решения и сходимость метода 
последовательных приближений доказаны для всех проекционных методов, к ко-
торым относится и данный метод [4]. 

Приближенное решение уравнения (1) можно определить с помощью много-
члена  
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при этом ядро уравнения (1) аппроксимируется многочленом, имеющим вид 

( ) ( )1
||

0
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( ).

n
nH

n ni i
i

H x t Q x t H x t t
+

=
τ ≈ τ = τ π∑  Функции ( )nini txu ,  могут быть 

вычислены с использованием ординат ,niμ  1,0 += ni  из равенства 
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Сравнивая коэффициенты при функциях ( ) ( )n
i tπ  слева и справа в равенстве 

(6) при заданных значениях х, получим следующие выражения для функций 
( ), ,ni niu x t  0, 1,i n= +   
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Сходимость приближенного решения ( )txQu
n ,  к точному ),( txu  вытекает  

из следующей теоремы. 
Теорема. Если функция ( )tμ  принадлежит классу Гёльдера, то приближен-

ное решение ( ),u
nQ x t  равномерно стремится к точному ),( txu  при ,n →∞   

то есть выполняется условие ( )lim , ( , ).u
n

n
Q x t u x t

→∞
=  

Для доказательства сходимости приближенного решения ( )nQ tμ  к точному 

решению ( )tμ  используются результаты работ [2 – 4], из которых следует,  
что оценка погрешности уравнения Вольтерра (2)  
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где λ  – коэффициент перед интегралом в уравнении (2); nsLμ  – линейные функ-

ционалы функции ( ),tμ  которые вычисляются по формуле  
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Линейные функционалы интегрального оператора K(t) и функции ( )tμ  име-
ют вид  
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Функции ( )
1( )n

s x+ψ  определяются через полиномы Чебышева [2, 3] и легко 

оцениваются сверху ( ) ( ) ( )1 1max .n n
s sx

x+ +ψ = ψ  Многочлены ( )( ), ,H
nQ x t τ  и последо-



ISSN 0136-5835. Вестник ТГТУ. 2014. Том 20. № 4. Transactions TSTU 697

вательность линейных функционалов ( ){ },H
ns s nL x ∞

=τ  вычисляются при фиксиро-

ванном значении х  
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В результате имеет место неравенство  
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Гёльдера, то для ее линейных функционалов , , 1, ...sL s n nμ = +  справедливы нера-

венства 1 .sL c nμ μ +α≤  Для линейных функционалов K
nsL  аналогичное неравенст-

во удовлетворяется всегда, как для аналитической функции [3, 4]. Тогда,  

для линейных функционалов nsLμ  будет иметь место оценка 1 .nsL c nμ μ +α≤  

Из неравенства (8) следует, что выполняется условие ( )lim ( ),n
n

Q t tμ

→∞
= μ   

тогда будет выполняться ( )lim , ( , ).u
n

n
Q x t u x t

→∞
=  Очевидно, что сходимость при-

ближенного решения ( )txQu
n ,  к точному ),( txu  существует для всех случаев,  

когда ( )tμ  удовлетворяет условию Гёльдера. 

При определении ординат ,niμ  0, 1,i n= +  из решения системы уравнений 
(5) необходимо вычислять определенные интегралы  
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а затем, при вычислении ординат ( )nini txu ,  приближенного решения ( )txQu
n ,   

из системы уравнений (7), интегралы  
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Данные интегралы невозможно определить с помощью рациональных функ-
ций. В таком случае для их приближенного вычисления можно использовать 
квадратурные формулы, предложенные в работах [2,  5], также основанные  
на асимптотических многочленах. 

Все изложенные алгоритмы достаточно просто реализуются с помощью вы-
числительной техники. Реальные оценки погрешности могут быть получены сразу 



ISSN 0136-5835. Вестник ТГТУ. 2014. Том 20. № 4. Transactions TSTU 698

после определения приближенного решения с помощью вычисления последова-

тельностей линейных функционалов { }ns s nLμ ∞
=  и ( ){ }H

ns s nL x ∞
=  при любом значе-

нии х, что является главным выгодным отличием данного метода от всех других, 
у которых оценки приближенного решения требуют вычисления производных 
высокого порядка. 
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Abstract: The solution of the problem of thermal conductivity with unstable 

boundary is written down in the form of integral equations of the heat potential type. It 
is offered to get the approximate solution of these equations with the help of asymptotic 
polynomial functions based on the first genre Chebyshev polynomial. This method is 
convenient due to the fact that its real estimated faulty proportion can be calculated in 
the form of infinitive series, based on the linear functionals, immediately after the 
determination of the approximate solution. The terms of the convergence of the 
approximate solution with the accurate solution are given. The whole process of 
calculation is easily realized with the help of computers. 
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Genäherte Lösung der Aufgabe der Wärmeleitfähigkeit  
mit der variabelen Grenze 

 
Zusammenfassung: Die Lösung der Aufgabe der Wärmeleitfähigket mit der 

variabelen Grenze wird in der Form von den Integralgleichungen als das thermische 
Potential eingeschrieben. Es wird vorgeschlagen, die genäherte Lösung dieser 
Gleichungen mit Hilfe der asimtotischen Polynome, die auf den Polynomen von 
Tschebyschew des ersten Geschlechtes gegründet sind, zu bekommen. Die Methode ist 
davon bequem, dass sofort nach der Bestimmung der genäherten Lösung sein realer 
Fehler in Form von der unendlichen Reihe ausgerechnet sein kann, die auf den linearen 
Funktionalen gegründet ist. Es sind die Bedingungen der Konvergenz der genäherten 
Lösung zum Genauen gebracht. Der ganze Prozess der Berechnung wird mit Hilfe der 
Rechentechnik leicht realisiert. 

 
 
Solution approximée du problème de la conductibilité thermique  

avec une limite instable 
 

Résumé: La solution du problème de la conductibilité thermique avec une limite 
instable est inscrite en vue des équations intégrales du potentiel thermique. Est proposé 
de recevoir une solution approximée de ces équations à l’aide des polynoms 
asymptotiques de premier genre de Chebyshev. La méthode est commode puisque juste 
après la définition de la solution approximée peut être calculée l’erreur réelle en vue 
d’une série infinie basée sur les fonctionnelles linéaires. Le processus des calculs est 
facilement réalisé à l’aide de l’ordinateur. 

 
 
Авторы: Грибкова Валентина Петровна – кандидат физико-математи-

ческих наук, доцент кафедры «Бизнес-администрирование»; Филиченок Алла  
Евгеньевна – старший преподаватель кафедры «Бизнес-администрирование»,  
Белорусский  национальный технический университет, г. Минск, Беларусь. 

 
Рецензент: Туголуков Евгений Николаевич – доктор технических наук, 

профессор кафедры «Техника и технологии производства нанопродуктов», 
ФГБОУ ВПО «ТГТУ». 

 
 
 



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


