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Аннотация: Разработана математическая модель для расчета теплоперено-

са в электробаромембранных аппаратах плоскокамерного типа, работающих с 
наложением электрического поля. Проведена апробация разработанной модели и 
проанализировано влияние тепловых процессов на разделение и концентрирова-
ние промышленных растворов. 

 
 

 
 
 
Все большее распространение в последние годы получают электробаромем-

бранные аппараты, в которых процесс разделения протекает при наложении элек-
трического поля. При разделении и концентрировании промышленных растворов 
такие аппараты имеют неоспоримые преимущества и показывают лучшие рабочие 
характеристики, чем обусловлено их широкое применение в будущем. 

Однако, в аппаратах с наложением электрического поля, часть электроэнер-
гии расходуется на нагрев элементов аппарата и разделяемого раствора, что свя-
зано с разницей электропроводности растворов, мембран и элементов аппарата. 
При прохождении электрического тока через элементы с различной электропро-
водностью образуется различное количество тепла, что приводит к нагреванию 
этих элементов до различных температур. Это приводит к возникновению тепло-
обмена между элементами различной температуры. 

Известно, что температурные условия существенно влияют на кинетические 
характеристики мембранных процессов. Влияние это может проявляться как 
в положительную, так и в отрицательную сторону. Так, известен эффект улучше-
ния характеристик разделения капиллярно-пористых мембран с повышением тем-
пературы [1]. Этот эффект широко применим при работе с растворами повышен-
ной температуры, приводя к интенсификации процесса без затрат на охлаждение 
раствора. Однако положительный эффект достигается не для всех систем. 

При разделении неорганических растворов влияние температуры на коэффи-
циент задержания и водопроницаемость ацетатцеллюлозных мембран проявляется 
следующим образом (рис. 1).  

С повышением температуры до 50 °С водопроницаемость мембран сначала 
увеличивается, а затем уменьшается с достижением нулевого значения при 85 °С. 
При этом коэффициент задержания мембраны стабильно растет с повышением 
температуры. 
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При рассмотрении процесса раз-
деления органических веществ с по-
вышением температуры, также наблю-
дается рост коэффициента задержания, 
что, вероятно, объясняется увеличени-
ем вероятности образования крупных 
комплексов вследствие столкновения 
неполярных молекул. Такие комплексы 
блокируют поры, связываясь с поверх-
ностью полимера, и уменьшают попе-
речное сечение потока жидкости, что 
соответственно означает и снижение 
водопроницаемости мембран. 

Таким образом, влияние температуры на разделение зависит от природы рас-
творенных веществ. Особенно важно учитывать природу растворенных веществ 
при разделении растворов, чувствительных к повышенным температурам. Так, 
при мембранном разделении молочных и сывороточных растворов в молочной 
промышленности нагрев раствора приводит к быстрому сбраживанию его компо-
нентов и невозможности их дальнейшего использования. Процессы сбраживания 
приводят к необходимости остановки технологических линий с целью их полной 
промывки, что влечет за собой неизбежные финансовые и временные потери.  

Повышение температуры в процессе мембранного разделения в ряде случаев 
влечет к интенсивному нагреванию самих мембран, которые, в зависимости от 
природы, могут не только показывать высокую чувствительность к рабочей тем-
пературе, но и разрушаться под ее влиянием. 

Из вышесказанного следует, что при рассмотрении параметров процессов 
мембранного разделения с наложением электрического поля, необходимо учиты-
вать процессы теплопереноса. 

Для моделирования процесса теплопереноса рассмотрим, например, много-
камерную электробаромембранную установку с последовательно соединенными 
камерами и замкнуто циркулирующим раствором. Для построения математиче-
ской модели возможно использование тепловых балансовых уравнений, при до-
пущении, что: раствор идеально смешивается в промежуточной емкости; осуще-
ствляется равномерная подача раствора; температуры перt  прикатодного и при-

анодного пермеата на выходе из аппарата равны 
  

 ),(5,0 пен1пер ttt +=  (1)  
 

где 1t  – температура исходного раствора, К; пенt  – температура ретентата, К. 
Уравнение теплового баланса будет иметь вид 

 ,потперпентерм.эфэлисх di
dtMQQQQQQ =−−−++  (2) 

 

где исхQ  – количество теплоты, поступающей с исходным раствором, Дж,
;111исх tCGQ =  1G  – расход исходного раствора, м3/с; 1C  – удельная теплоемкость 

исходного раствора, Дж/(кг⋅К); элQ  – количество тепла, выделившегося при про-

хождении тока в мембране, растворе и подложке, Дж; ;2
м

22
эл RFiRIQ ==  I – сила 

тока, А; i – плотность тока, А/м2; мF  – площадь поверхности мембраны, м2; 
R – общее сопротивление электробаромембранного аппарата, Ом; терм.эфQ – коли-

Рис. 1. Зависимость водопроницаемо-
сти ацетатцеллюлозной мембраны G
от температуры t для 1%-го раствора
NaCl при давлении 12 МПа
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чество теплоты, выделенное при трении раствора о стенки камер аппарата, Дж,
;терм.эф PVQ EΔ= EV  – эффективный объем аппарата, м3; PΔ  – перепад давления 

в аппарате, Па; пенQ – теплота, удаляемая с ретентатом, Дж, ;пенпенпенпен tСGQ =

пенG  – расход ретентата, м3/с; пенC  – удельная теплоемкость ретентата, 
Дж/(кг⋅К);

 перQ – теплота, удаляемая с пермеатом, Дж,
 

;перперперпер tCGQ =
 

перG – суммарный расход пермеата, −+ += перперпер GGG  при допущении 

;перпер
−+ = tt ,пер

+G −
перG – расходы пермеата через анод и катод соответственно, м3/с;

 
,пер

+t −
перt – температуры прианодного и прикатодного пермеата соответственно, К; 

перC  – удельная теплоемкость пермеата, Дж/(кг⋅К); Qпот – потери тепла, Дж;
 

di
dtM – количество теплоты, затрачиваемое на нагревание аппарата с раствором, Дж; 

;)(5,0 апапрпер1 mСmCCM ++=
 
mр, mап – массы раствора в аппарате и аппарата 

соответственно, кг; Сап – средняя теплоемкость материала аппарата, Дж/(кг⋅К); 
 

t – средняя температура электробаромембранного аппарата, К. 
 

Таким образом, уравнение (2) можно записать в виде 
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 (3) 

 

После преобразования с учетом допущений запишем 
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Приняв, что сопротивления последовательно соединенных камер аппарата 
равны Rк, получим 

 ,кnRR =  (5) 
где n – число камер аппарата. 

При этом сопротивление каждой камеры будет складываться из сопротивле-
ний ее отдельных элементов: 

 

 ,п
пэ

п
пп

п
мр

л
м

л
пп

л
пэк RRRRRRRR ++++++=  (6) 

 

где Rпэ, Rпп – полные сопротивления электрода и подложки соответственно, Ом;  
Rм, Rp – сопротивления мембраны и раствора соответственно, Ом; индекс «л» ука-
зывает на левую сторону камеры, «п» – на правую. 

Уравнение (6) можно записать через электропроводности элементов камеры 
 

 ,1222

мpмпп

пп

пэ

пэ
к F

XR ⎟
⎟
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⎞
⎜
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⎝

⎛

χ
+

χ
δ

+
χ
δ

+
χ
δ

=  (7) 

 

где пэδ – полная толщина электрода, м; ппδ  – полная толщина подложки, м; 
δ – толщина мембраны, м; Х – толщина слоя раствора, м; ,пэχ  ппχ  – полные 
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электропроводности электрода и подложки соответственно, См/м; ,мχ  рχ  
– элек-

тропроводности мембраны и раствора соответственно, См/м.  
Общее сопротивление аппарата вычисляется подстановкой (7) в (5). Таким 

образом получаем уравнение (4), устанавливающее взаимосвязь между темпера-
турами t1 и tпен. Для нахождения зависимостей данных температур от времени 
необходимо записать еще одно дополнительное уравнение. Для этого запишем 
уравнение теплового баланса промежуточной емкости: 

 

 ),( 111111пенпенпен tpCVddtCGdtCG E=τ−τ  (8) 
 

где р1 – плотность исходного раствора, кг/м3. 
Баланс по общему объему раствора для промежуточной емкости примет вид 
 

 .перпен1 VVV
d

dVE =−=
τ

−  (9) 
 

С учетом уравнения (9) и допущения, что ,пер1 pp ≅  уравнение (8) преобра-

зуется в 

 .)( 11пер1пенпенпен
1

11 tCGGtCG
d
dtpCVE −−=
τ

 (10) 
 

Предположив, что объемный расход пермеата Vпер = const, запишем уравне-
ние (10) в виде 

 ,пер0 τ−= VVV EE  (11) 
 

где 0EV   – исходное количество раствора в промежуточной емкости, м3; τ – время 

процесса, с. 
Второе уравнение взаимосвязи t1 и tпен получим подстановкой (11) в (10). 

Таким образом, получаем систему уравнений для определения температур: 
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Система уравнений (12), (13) приводится к дифференциальному уравнению 
второго порядка 
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Учитывая малую теплопроводность корпуса аппарата, выполненного из ди-
электрика, можно пренебречь потерями тепла и принять, что все количество теп-
лоты Q идет на нагревание раствора. 

Количество тепла, образующееся от прохождения электрического тока через 
электроды, определяется по закону Джоуля–Ленца, исходя из общего времени 
проведения процесса t, с, величины приложенного к системе тока I и значения 
сопротивления электродов R1: 

 

 .1
2

1 tRIQ =   (18) 
 

Величина сопротивления рассчитывается исходя из геометрических разме-
ров каждого n-го электрода, общего числа электродов и способа их подключения 
(последовательно или параллельно) 

 

 ,
S
lRn
ρ

=  (19) 
 

где ρ – удельное сопротивление вещества проводника, Ом⋅м; l – длина проводни-
ка, м; S – площадь сечения, м2. 

Аналогично, упрощенно рассмотрев каждую камеру аппарата как проводник, 
материалом которого является раствор с известным удельным сопротивлением, 
определим по закону Джоуля–Ленца количество теплоты, образующееся от про-
хождения электрического тока через раствор, 

 

 .2
2

1 tRIQ =  (20) 
 

Просуммировав уравнения (19) и (20) получим общее количество теплоты, 
выделяемое системой за все время проведения процесса. 

Исходя из общего тепла и общего времени протекания процесса, представив 
систему как проточный нагреватель раствора, возможно определить мощность 
нагрева P, Вт, по эмпирической формуле 

 

 ( ) ,)(00028,0 21 tQQkP +=   (21) 
 

где t – время проведения процесса, с; 0,00028k – эмпирический коэффициент, учи-
тывающий потери тепла на нагревание элементов аппарата и КПД процесса теп-
лопередачи; k зависит от типа системы, и для систем, подобных проточному во-
донагревателю, принимается равным 1,3. 

Зависимость мощности нагрева P от массового расхода раствора m/t, его 
удельной теплоемкости c, Дж/(кг⋅К), и величины перепада температуры ΔT, К,  
позволяет определить разницу ΔT между исходной температурой раствора и тем-
пературой раствора в момент времени t: 

 .Tc
t
mP Δ=   (22) 

 

m – масса раствора, кг. 
Таким образом, предлагаемая упрощенная модель процесса позволяет опре-

делить температуру раствора в любой момент времени проведения процесса, ис-
ходя из основных его характеристик и характеристик аппарата. 

На основании предложенной модели была разработана программа на языке 
программирования C++, определяющая точки перегрева раствора и конечную тем-
пературу пермеата на любой стадии мембранного процесса.  

Адекватность данной модели проверялась на лабораторном электрогипер-
фильтрационном аппарате (см. рис. 2) в процессе электрогиперфильтрационного 
концентрирования молочной сыворотки. В процессе были задействованы все 
5 камер аппарата. К прямоугольным электродам 0,13 × 0,13 м прикладывался ток 
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5 А. Массовый расход раствора составлял 0,003 кг/сек. Удельное сопротивление 
материала электродов считалось равным 0,000000135 Ом⋅м, а удельное сопротив-
ление молочной сыворотки – 2 Ом⋅м. 

Приняв удельную теплоемкость сыворотки равной 3900 Дж/(кг⋅К) получили 
значения количества теплоты, выделяющейся при прохождении электрического 
тока через электроды и раствор – 12,15 и 639053,25 Дж соответственно. 
При начальной температуре раствора 20 °С за 1 ч электробаромембранного кон-
центрирования температура раствора увеличится на 9,9 °С. 

Выводы. Данная модель показала удовлетворительную сходимость с экспе-
риментальными данными. Достоинствами модели являются ее простота и легкая 
адаптируемость к любым аппаратам и условиям проведения процесса, достигну-
тая за счет введения эмпирических коэффициентов. Модель будет полезна при 
разработке и первичных расчетах лабораторных мембранных установок, рабо-
тающих с наложением электрического поля. 

 
Данная работа выполнена в рамках реализации ФЦП «Научные и научно-

педагогические кадры инновационной России» на 2009 – 2013 г. 
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Abstract: The paper describes a mathematical model for calculating the heat 
transfer in the electrico-pressure-membrane apparatus of flat-chamber type, working 
with the imposition of an electric field. The model has been tested; the effect of thermal 
processes for the separation and concentration of industrial solutions has been analyzed. 
 
 

Fragen der Wärmeübertragung in den elektrischen 
Baromembranapparaten des Flachkammertyps 

 
Zusammenfassung: Es ist das mathematische Modell für die Berechnung der 

Wärmeübertragung in den elektrischen Baromembranapparaten des Flachkammertyps, 
die mit dem Auferlegen des elektrischen Feldes funktionieren, entwickelt. Es ist die 
Approbation des entwickelten Modells durchgeführt und es ist der Einfluss der 
thermischen Prozesse auf die Teilung und der Konzentrierung der industriellen 
Lösungen analysiert. 
 
 

Problèmes du transfert de chaleur dans les appareils 
d’électrobaromembrane à chambre plate 

 
Résumé: Est élaboré le modèle mathématique pour le calcul du transfert de 

chaleur dans les appareils d’électrobaromembrane à chambre plate fonctionnant avec 
une application du champs électrique. Est effectuée une approbation du modèle élaboré, 
est analysée l’influence des processus thermiques sur la division et la concentration des 
solutions de production. 
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