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Аннотация: Описана методика проектирования сопряженных профилей по 

критериям долговечности посредством определения локальных свойств кривых, 
образующих сопряженные профили и удовлетворяющих принятым критериям 
долговечности. Приведено соответствующее математическое обоснование крите-
рия износа и усталостного выкрашивания. 
 
 

 
 
 

Сопряженные профили, реализующие функцию положения в механизмах  
с высшими кинематическими парами, как правило, лимитируют долговечность 
механизма в целом. Основными видами разрушения контактирующих поверхно-
стей, которым принадлежат эти профили, являются нормальный эксплуатацион-
ный износ, усталостное выкрашивание и задир.  

Наиболее распространенным относительным движением сопряженных про-
филей является качение с проскальзыванием. В этих условиях могут реализовы-
ваться все перечисленные виды разрушения. Их критерии должны удовлетворять 
зависимости 

 

),,,( скпр vρ= nr PIK                                               (1) 
 

включающей нормальную силу ,nP  действующую в контакте, приведенный ради-
ус кривизны ,прρ  скорость скольжения скv  поверхностей. Заметим, что уравне-
ние Г. Герца включает только первые два параметра. 

В целом эффективность проектирования сопряженных профилей по задан-
ной долговечности будет определяться двумя факторами: точностью принятых 
критериев, удовлетворяющих уравнению (1), и возможностью осуществлять 
управление в широком диапазоне переменными, входящими в это уравнение. 

Точность критериев характеризуется расхождением между расчетной долго-
вечностью и фактической. Аппарат синтеза должен обеспечивать целенаправлен-
ное управление локальными элементами сопряженных профилей в процессе про-
ектирования.  

Координаты точки контакта K сопряженных профилей могут быть выражены 
через отрезок PK, соответствующий расстоянию от полюса зацепления P до точки 
K и угол β, отсчитываемый от линии межосевого расстояния звеньев до нормали  
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Рис. 1. Схема отсчета положений точки касания звеньев 
 
в точке K (рис. 1). Так как nP  зависит от угла β, а скv  от величины отрезка PK, то 
выражение (1) приводится к виду 
 

),,,,( 211 ρρβ= PKIKr  
 

где ,1ρ  2ρ  −  радиусы кривизны сопряженных профилей в точке контакта. 
Переменные β, ρ1, ρ2 определяют локальные свойства кривых, образующих 

сопряженные профили. Управляя этими переменными и величиной отрезка PK, 
можно удовлетворить любому критериальному выражению, заданному в виде 
равенства или неравенства. 

С этих позиций известные методы проектирования  сопряженных профилей 
в ряде случаев оказываются малоэффективными. Они реализуются при условии, 
что один из профилей должен быть задан, и позволяют определить профиль, со-
пряженный заданному. В такой постановке задача синтеза наиболее просто раз-
решима, но фактически сводится к поиску оптимальных параметров механизма, а 
не оптимальных профилей. В результате при указанном подходе искусственно 
сужается область поиска нужного решения, что не всегда может оказаться прием-
лемым. 

Общая постановка задачи синтеза предполагает использование такого мате-
матического аппарата, который позволяет получать все возможные решения  
в пределах принятых ограничений. Такой синтез можно назвать обобщенным.  
В этом случае профиль одного из звеньев должен быть представлен уравнением 
произвольной кривой. Это уравнение можно записать в полярной форме (см. рис. 1) 
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Такая форма записи является наиболее удобной вследствие того, что входя-
щие в уравнение переменные углы γ и θ достаточно просто выражаются через 
варьируемые величины PK и β. Чтобы задача синтеза была в нужной степени оп-
ределена, следует помимо критерия задать еще два уравнения или неравенства, 
включающие в себя величины PK, β, ρ1 и ρ2. Это могут быть уравнения, характе-
ризующие геометрическое и кинематическое взаимодействия сопряженных про-
филей (например, уравнение Эйлера–Савари, уравнение ускорения относительно-
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го скольжения профилей), а также позволяющие определять радиусы кривизны ρ1 
или ρ2. Решение системы уравнений позволяет найти область определения функ-
ции γ(θ), а при наличии дополнительных условий −  ее вид. Однако получаемые 
при этом математический аппарат и решение задачи синтеза сопряженных профи-
лей могут оказаться слишком сложными. 

Более рациональным будет путь решения поставленной задачи, при котором 
произвольная кривая формируется наращиванием по кускам, удовлетворяя усло-
вию неразрывности кривизны. Для этого достаточно на каждом участке кривой 
подбирать функцию γ(θ) и положение полюса O′  таким образом (рис. 2), чтобы 
выполнялось равенство  
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при начальных значениях θ = θ0 и ( ).0θγ=γ  Первое равенство (3) следует из 
уравнения (2). 

В этом случае общий вид ( )θγ  будет соответствовать кусочно-постоянной 
функции. Если полюс кривой, заданной уравнением (2), располагать на окружнос-
ти, построенной на радиусе кривизны в точке стыковки кривых как на диаметре, 

то правая часть второго равенства (3) заменяется  на выражение ( ) 2
1

ctg21 γ+r  и 
равенство (3) удовлетворяется при ( ) const.=θγ  

Тогда уравнение (2) приводится к виду γθ= ctgerr  и является уравнением ло-
гарифмической спирали. Отсюда следует, что оперируя уравнением логарифми-
ческой спирали и перемещая ее центр по окружности с диаметром ρ, можно наи-
более просто наращивать кривую, у которой кривизна меняется монотонно. Про-
тяженность стыкуемых участков определяется выбранным критерием, но ее мож-
но уменьшать и тем точнее воспроизводить оптимальные профили. Алгоритм на-
ращивания кривой по кускам, соответствующим логарифмической спирали, со-
ставляется на основе условия перехода от участка I к участку II (см. рис. 2) 
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где ( )1−i −  шаг, предшествующий тому, 
в котором заданный критерий не выпол-
няется. 

Рассмотренный способ в своей ос-
нове содержит принцип одновременного 
синтеза сопряженных профилей по за-
данному критерию, осуществляющего 
целенаправленное управление их ло-
кальными элементами. Профиль, сопря-
женный наращиваемому, определяется 
одним из существующих методов. Рас-
смотрим подробнее этот вопрос, имея 
уравнение (4) и применяя метод обраще-
ния движения. 
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Рис. 2. Схема положений  
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Решение для случая преобразования вращательного движения ведущего зве-
на во вращательное движение ведомого может быть получено следующим обра-
зом. Имеем две прямоугольные системы координат: подвижную { },,, yxO=∑  ось 
Oy которой проходит через начальную точку касания K0 сопряженных профилей, 
и неподвижную { }1111 ,, yxO=∑  с осью O1x1, проходящей через точку O2, являю-
щуюся центром поворота ведомого звена. Кроме того точки O1 и O2 – центры со-
ответственно логарифмической спирали и поворота ведущего звена.  
В начальном положении ведомого звена обозначим углы α0 и γ0 (см. рис. 1).  

Уравнение логарифмической спирали относительно центра O имеет вид 
 

( ),ctgexp c0c θγ=OKr                                                 (4) 
 

где θ – текущий угол между вектором 0OK  и переменным радиус-вектором  
кривой. 

При обращенном движении точка O2 совершает движение по окружности, а 
точка O перемещается относительно точки O2 в соответствии с заданным законом 
движения ведомого звена ( ).ϕψ=ψ  

Профиль ведущего звена ищем как огибающую семейства профилей ведомо-
го звена на основании системы уравнений 
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Для логарифмической спирали первое уравнение системы записывается  
в виде  
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второе уравнение 
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Уравнение (6) приводится к уравнению второго порядка относительно x1 и 
y1. Записанное по степеням y1, оно имеет вид 
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Таким образом, имеем систему уравнений (5) и (7), решение которой выпол-
няем численными методами с подстановкой следующих значений 
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Проверку существования огибающей удобно выполнять по следующему ус-
ловию: если ,1+ϕ≠ϕ ii  то ( ) ( ).,, 11 ++≠ iiii yxyx  

Рассмотрим решение для случая преобразования вращательного движения 
ведущего звена в поступательное движение ведомого. 

По-прежнему { }1111 ,, yxO=∑  и { }yxO ,,=∑  – соответственно неподвижная 
и подвижная системы координат. Одноименные оси координат параллельны и 
одинаково направлены. Примем начальную точку касания ведущего и ведомого 
звеньев лежащей на оси O1x1, а направление поступательного перемещения ведо-
мого звена – под углом δ к оси Ox. 

При повороте осей координат ∑  на угол ϕ  в направлении ( )1ω−  новой точ-
ке касания K профилей будет соответствовать перемещение ведомого звена на 
величину S, отвечающую заданному закону движения ( ).ϕS  При этом центр лога-
рифмической спирали ,cO  совпадающий с точкой O, последовательно перейдет  
в точки O′  и ,O ′′  отстоящие друг от друга на величину S. 

Первое уравнение исходной системы имеет вид 
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где 0u  – угол между осью Ox и радиусом-вектором логарифмической спирали  
в начальном положении ведомого звена. 

Второе уравнение этой системы 
 

.0ctg c =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ϕ
−

ϕ
γ−

ϕ
+

ϕ
=

ϕ d
dxy

d
dyx

d
dyy

d
dxx

d
dF  

 

Окончательно получим систему, решение которой дает координаты 11, yx  
профиля ведущего звена 

( ) ( ) ( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=++

=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ π
−γ+

+
γ−+

,0

,0
2

sinarcctgexp

111
2
11

c22c0
22

xcyxbyxa

yx

y
OKyx

 

 

где 
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Восстановление профиля наращиваемого звена в неподвижной системе ко-
ординат осуществляется по формулам перехода: 

1) для случая преобразования вращательного движения ведущего звена во 
вращательное движение ведомого 

 

( )( ) ,ee 212111 OOOOiyxiyx ii +−+=+ ϕϕ  
отсюда 

( ) ( ) ,cossincos 21211 OOOOyxx +ψ−ψ+ϕ−ψ+ϕ=  
 

( ) ( ) ;sincossin 21211 OOOOyxy +ψ−ψ+ϕ+ψ+ϕ=  
 

2) для случая преобразования вращательного движения ведущего звена в по-
ступательное движение ведомого  

( ) ,e11 iSiyxiyx i −+=+ ϕ  
 

отсюда 
,sincos1 ϕ−ϕ= yxx  

.cossin1 Syxy −ϕ+ϕ=  
 

При численном выражении сопряженных профилей радиусы кривизны про-
филей ,1ρ  2ρ  и скорость скольжения скv  в контакте можно определить по коор-
динатам точек профилей. 

Как было указано, эффективность синтеза по критериям долговечности не-
посредственно зависит от имманентности принятых критериев преобладающему 
виду разрушения поверхностей контакта. 

В качестве критериев заедания можно рекомендовать критерии, предложен-
ные в работе [1].  

Для других видов разрушения поверхностей контакта, работающих в услови-
ях качения с проскальзыванием, критерии требуют уточнения [2–4]. Эти критерии 
должны отражать закономерности контактного взаимодействия поверхностей [5], 
следовательно, базироваться в первую очередь на решениях контактной задачи, 
учитывающей одновременное нагружение нормальной и касательной силами. 
Существующие решения этой задачи  приводят к разным результатам расчетов и 
не подтверждены в должной мере экспериментальной проверке. 

В связи с этим выполнено решение контактной задачи, постановка которой 
отличается тем, что граничные условия содержат экспериментальные данные об 
изменении вдоль линии контакта локального коэффициента сцепления, получен-
ные с использованием метода фотоупругости. 

Под линией контакта в данном случае следует понимать линию, по которой 
происходит контакт нагруженных поверхностей, ограниченных сопряженными 
профилями, в торцевой плоскости. Локальный коэффициент сцепления представ-
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ляет собой отношение касательных напряжений ,xytp τ=  действующих на по-

верхности вдоль линии контакта, к нормальным напряжениям np  в соответст-
вующих точках. 

Исходя из аналитического решения этой задачи, получены следующие кри-
терии для двух основных видов разрушения поверхностей контакта: износа и ус-
талостного выкрашивания. 

Критерий износа 
 

,ц
maxпред

max n
pp

pkH
tt

t
−

=Δ  

 

где 
сц

maxmax 2 ff
ffpp nt −

=  –

 

наибольшее касательное напряжение, действую-

щее на поверхности вдоль линии контакта, maxnp  – наибольшее нормальное на-
пряжение, f – коэффициент трения, fсц – коэффициент сцепления, равный отноше-
нию касательного усилия к нормальному (зависит от Pn и скv ) [1]; цn – число цик-
лов нагружения; предtp  – значение касательного напряжения ,tp  при котором 
начинается задир 
 

( ).866,0 maxпред nt pfp ≈
 

 

Характер зависимости ( )maxtpHΔ  позволяет выделить две стадии изнаши-
вания: первая стадия – нормальное эксплуатационное изнашивание, вторая – ка-
тастрофическое изнашивание. 

Критерий усталостного выкрашивания следует из общепринятого механизма 
зарождения усталостных трещин, определяемого действием касательного напря-
жения .maxτ  Известно также, что в условиях качения с проскальзыванием в по-
давляющем большинстве случаев усталостная трещина развивается с поверхности 
контакта. В связи с этим критерий усталостного выкрашивания выражает степен-
ную зависимость числа циклов нагружения цn  от наибольшего касательного на-
пряжения, действующего на поверхности контакта повmaxτ  (кривая усталости), 
для которого на основании решения указанной контактной задачи получено вы-
ражение 

( ) .4,25,189,0 сц
2

сцmaxповmax ffffpn +−=τ  
 

Все приведенные критерии удовлетворяют виду (1) и прошли эксперимен-
тальную проверку.  

Требование множественности решений в пределах принятых ограничений 
может быть наиболее полно удовлетворено в случае, если профиль одного из 
звеньев представить общим уравнением кривой, которое можно интерпретировать 
как уравнение произвольной кривой. 
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Abstract: The paper describes a method of designing conjugated profiles by the 

durability criteria, determining the local properties of curves forming conjugated 
profiles and meeting the accepted criteria of durability. We present an appropriate 
mathematical justification and criteria for wear and fatigue spalling. 
 
 

Synthese der verknüpften Profile nach den Kriterien der Haltbarkeit 
 

Zusammenfassung: Es wird die Methodik der Projektierung der verknüpften 
Profile nach den Kriterien der Haltbarkeit mittels der Bestimmung der lokalen 
Eigenschaften der Kurven, die die verknüpften Profile bilden und den Kriterien der 
Haltbarkeit befriedigen, vorgeschlagen. Es wird die entsprechende mathematische 
Begründung und die Kriterien des Verschleißes und der Zeitstandabbröckelung 
angeführt. 
 
 

Synthèse des profils conjugués d’après les critères de la longévité 
 
Résumé: Est proposée la méthode de la conception des profils conjugués d’après 

les critères de la longévité par la définition des propriétés locales des courbes formant 
des profils conjugués et conformes aux critères admis de la longévité. Est effecruée une 
argumentation correspondante et les critères de l’usure et du délitage de fatigue. 
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