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Аннотация: Рассмотрена задача управления математической модели разви-

тия системы: генеральная компания – совместное предприятие, которая описыва-
ется нелинейной системой дифференциальных уравнений в непрерывном време-
ни. Задача управления сформулирована как задача достижения максимальной 
прибыли генеральной компании при ограниченном векторе управления. Найдены 
условия наиболее выгодного развития экономической системы. 

 
 

 
 
 
Модель развития экономической системы: генеральная компания – совмест-

ное предприятие, носит название франчайзинга [1]. Она является выгодной фор-
мой ведения бизнеса. Подобная модель развития позволяет генеральной компании 
расти быстрее и с меньшими затратами, чем при традиционной организации раз-
вития экономической системы (открытие филиалов). Предприниматель, присое-
динившийся к франчайзинговой системе, снижает свой риск за счет работы под 
известной людям маркой. 

По подобной схеме работают известные компании «Копейка», «Пятерочка», 
часть салонов «Евросеть», фирма 1С. Самым известным представителем является 
компания McDonald’s. 

Рассмотрим математическую модель развития экономической системы, со-
стоящую из генеральной компании и n – 1 совместного предприятия. Предполо-
жим, что финансовый рынок может быть разделен между совместными предпри-
ятиями и генеральной компанией в любой пропорции. Пусть 1x  – доля рынка, 
занятая генеральной компанией; ,ix  { }ni ,2∈  – доля рынка, занятая i-м совмест-
ным предприятием. 

Символом 1x&  будем обозначать темп изменения доли финансового рынка ге-
неральной компании. Он зависит от занимаемой доли рынка самой генеральной 
компании и всех ее совместных предприятий в момент времени t, от управляю-
щих воздействий, то есть от вложений в рекламу, и развития качества товаров или 
услуг. Для успешного развития своей марки генеральной компании приходится 
поддерживать совместные предприятия. Она выделяет либо часть своих средств, 
либо часть средств других совместных предприятий, либо оказывает поддержку в 
виде дополнительных управляющих воздействий.  



ISSN 0136-5835. Вестник ТГТУ. 2011. Том 17. № 3. Transactions TSTU 842

Таким образом, темп изменения доли финансового рынка генеральной ком-

пании определится равенством ,),,()()()( 1
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),...,( 1 muu=u  – вектор-управление, ),,(1 uxtf  включает все нелинейные слагае-
мые. 

Изменение доли финансового рынка, занимаемого первым совместным 
предприятием, 2x&  зависит от долей рынка, которые занимают генеральная ком-
пания и остальные совместные предприятия, от выбранных этой компанией 
управленческих действий (вложение средств в исследование рынка, организация 
работы компании). Если этой компании необходима поддержка, ее может оказать 
генеральная компания из своих средств или из средств одного или нескольких 
совместных предприятий, либо в виде организации дополнительных управляю-
щих воздействий. 

Темп изменения доли финансового рынка первого совместного предприятия 

определится равенством  ).,,()()()( 2
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),,,(3 uxtf+  и так далее. 
В общем случае получим систему дифференциальных уравнений вида 
 

),,()()( uxfuBxAx ttt ++=& ,                                               (1) 
 

где ))(),...,(()( 1 txtxt n=x  – доли рынка, занятые генеральной компанией и n – 1 
совместным предприятием; ,ix&  { }ni ,1∈  – темп изменения каждой из этих вели-
чин при [ ]Tt ,0∈ , T – некоторое положительное число; ),...,( 1 muu=u  – вектор-
управление; )(tA  – nn× -матрица; )(tB  – mn× -матрица, коэффициенты которой 

учитывают вложения в управляющие воздействия. Вектор-функция ),,( uxf t  
имеет порядок выше первого по x и u одновременно и учитывает влияние нели-
нейных членов на темп изменения величин )(tx . 

Цель исследования состоит в том, чтобы найти управление экономической 
системы, при котором генеральная компания получит наибольшую прибыль за 
исследуемый период времени. 

Прибыль генеральной компании за время от 0 до T определяется функциона-
лом 

 ∫Φ=π
T

dttx
0

),,(),( uxu ,                                             (2) 

где ),,( uxtΦ  – некоторая нелинейная функция, в которой учитываются доход от 
деятельности генеральной компании и совместных предприятий, приносимый 
вложениями в управляющие воздействия, расходы на инвестиции в развитие сети. 

Ставится задача – найти управление u, при котором решение )(tx  системы (1), 
определенное на [ ],,0 T  доставляет максимальную прибыль генеральной компа-
нии, то есть доставляет максимум нелинейному функционалу. 
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Предположим, что решение системы (1) представимо в виде ),,( uxx t=  где 
,U∈u  { }KU ≤= uu :  – множество всех допустимых управлений (m-мерный 

куб); K – заданное положительное число. При 0=t  ),0( ux  обозначим как ).(uα  
Зафиксируем произвольное решение ),,( 0uxx t=  .0 U∈u  Для решения по-

ставленной задачи выполним замену переменных ),,( 0uxxy t−=  0uuv −= , сис-
тема (1) сведется к системе 

 

).,,()()( vyfvByAy ttt ++=&                                             (2) 
 

Функционал ),( uxπ  в новых переменных определится равенством 

.)),,(,(),(
0

00∫ +Φ=π
T

dttt uuxyvy  

Непосредственной подстановкой можно убедиться, что 0=y  является ре-
шением системы (2) при 0=v . Тогда существует ]( 0,0 δ∈δ  такое, что для любых 

)(δ∈Cc  и )(δ∈Vv  система (2) имеет решение ),,,( vcyy t=  ,)0,,0( ccy =  опреде-
ленное на сегменте [ ] ,,0 T  непрерывное на множестве [ ] )()(,0 δ×δ× VCT  и удов-
летворяющее на этом множестве неравенству .),,( 0δ≤vcy t  

В предположении, что ,0),,(lim
0

=
→ z

vyf
z

t  ),,( vyz =  справедлива теорема. 

Теорема  1. Решение ),,( vcyy t=  системы (2) представимо в виде 
),()()(),,( γ++= ottt vRcXvcy  где ),,( vc=γ  )(tX  – фундаментальная матрица 

системы ,)( yAy t=&  .)()()()(
0

1∫ τττ= −
t

dtt BXXR  

Предположим, что в окрестности точки )0,0(),( =vc  справедливо равенство 

( ),),()(Φ)(),( 0010
l

l oQ γ+γ+γ+Φ=π uuuvy  где )( 01 uΦ  – известная вектор-

функция, ;)),(,()(
0

000 ∫Φ=Φ
T

dtt uuxu  ),( 0 γulQ  – форма порядка l, 2≥l , относи-

тельно координат вектора .γ  
Справедливы следующие теоремы. 
Теорема 2. Необходимым условием существования точки экстремума функ-

ционала ),( uxπ  является выполнение равенства .0)( 01 =Φ u  

Теорема 3. Пусть вектор 0u  таков, что .0)( 01 =Φ u  Тогда: 
1) если форма ),( 0 γulQ  – определенно-отрицательная, то на решении 

),( 0uxx t=  системы (1) функционал ),( uxπ  имеет локальный максимум; 
2) если форма ),( 0 γulQ  – знакопеременная, то на решении ),( 0uxx t=  сис-

темы (1) функционал ),( uxπ  экстремума не имеет. 
Таким образом определятся все точки 0u  ( K<0u ), при которых ),( 0uxπ  – 

локальный максимум функционала (2). 
Пользуясь теорией относительного экстремума и теоремой 3, находим все 

точки ,0u  принадлежащие граням и ребрам куба ,U  и такие, что ),( 0uxπ  – ло-
кальный относительный максимум функционала (2). 
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Предположим, что множество векторов ,0 U∈u  при которых ),( 0uxπ  – ло-
кальный максимум функционала (2), конечное. Получим с учетом значений 
функционала (2) в вершинах куба U, что существует вектор U∈0u  такой, что на 
решении ),( 0uxx t=  функционал (2) принимает наибольшее значение среди всех 
его значений, определенных на решениях ),( 0uxx t=  при любом .0 U∈u  

Заключение. В статье построена и исследована нелинейная математическая 
модель развития экономической системы: генеральная компания – совместное 
предприятие. Найдены условия существования управления U∈0u  и, следова-
тельно, решения ),( 0uxx t=  системы (1), определяющего максимальную при-
быль генеральной компании. 

Пример. Пусть в системе (1) )),3,0;0(colon),0;6,0(colon(=A  

)),0;6,0(colon( −=B  (( ++++−−= 2
2121

2
1 7,05,13,05,1colon),,( uuxuxxxxt uxf  

) ,5,05,25,05,2 32
2

2
12

2
1 uuxuxxx +−−+  ( +−−−− uxxuxxxx 212

2
221 25,035,075,05,0  

))2
2

2
2

2
21 25,025,125,1 uxuxxx −++ , множество допустимых управлений определяет-

ся равенством { },5,0: ≤= uuU  ].1,0[∈t  Функционал прибыли описывается ра-

венством ,),(),(
1

0
dtuxux ∫Φ=π  в котором −−−= 22

11 25,016,04,0),(Φ uxuxux

.2,015,0 21 uxx +−  
Решением системы дифференциальных уравнений является вектор-функция 

),6,0(colon()( u−=ux )).2,04,0( u−  Определим условия существования управле-
ния 0u , при котором генеральная компания получит максимальную прибыль. 

Заменой переменных )( 0uxxy −= , 0uuv −=  система (1) сведется к системе  
 

),( vyfy =& ,                                                         (3) 
 

в которой ),( vyf  – известная вектор-функция второго и выше порядка. Тогда по 
теореме 1 решение системы (3) запишется так: ( ) .),( γ+= ot ccy  

Функционал в новых переменных примет вид: +γΦ+=π )()(Φ),( 010 uuvy  

( ).),( 2
02 γ+γ+ oQ u  Непосредственными вычислениями устанавливается, что при 

42,00 =u  ,056,0)(Φ 0 =u  068,171,0)( 001 =−=Φ uu  и .0936,0),( 2
02 vQ −=γu  Точ-

ка 42,00 =u  является внутренней для сегмента 5,0≤u . Следовательно, выпол-
нены условия теоремы 2. Это значит, что в точке 42,00 =u  функционал имеет 
локальный максимум. 

Непосредственным вычислением устанавливаем, что ,66,0)5,0;( −=−π x   
.051,0)5,0;( =π x  

Таким образом, наибольшее значение функционал прибыли 056,0),( =π ux  
принимает в точке .42,00 =u  
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Abstract: The paper studies the task of handling the mathematical model of the 

development of the system “general company – a joint venture”, which is described by a 
nonlinear system of differential equations in continuous time. The task of control is 
formulated as to maximize the profit of the company with a limited general vector 
control. The conditions of the most favorable development of the economic system are 
identified. 
 

 
Bedingungen der optimalen Steuerbarkeit des mathematischen Modells 

des ökonomischen Systems: Generalgesellschaft – 
gemeinsames Unternehmen 

 
Zusammenfassung: Es wird die Aufgabe der Steuerung des mathematischen 

Modells der Entwicklung des Systems: Generalgesellschaft – gemeinsames 
Unternehmen, das von dem nichtlinearen Systems der Differentialgleichungen in der 
kontinuierlichen Zeit beschrieben wird, betrachtet. Die Aufgabe der Steuerung wird als 
Aufgabe der Erreichung des maximalen Gewinns der Generalgesellschaft bei dem 
begrenzten Steuerungsvektor formuliert. Es werden die Bedingungen der 
gewinnbringenderer Entwicklung des ökonomischen Systems gefunden. 
 

 
Conditions de la dirigeabilité optimale du modèle mathématique 

du système économique: compagnie générale – enterprise conjointe 
 

Résumé: Est examiné le problème de la commande du modèle mathématique du 
développement du système compagnie générale – enterprise conjointe, qui est décrit par 
un système non linéaire des équations différentielles dans le temps continu. Le 
problème de la commande est formulé comme un problème de l’obtention du bénéfice 
maximal de la compagnie générale avec un vecteur limité de la commande. Sont 
trouvées les conditions du développement les plus avantageux du système économique. 
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