
ISSN 0136-5835. Вестник ТГТУ. 2010. Том 16. № 4. Transactions TSTU 975

 

Экономические и гуманитарные науки 
 

 
 

УДК 517.938 
 

ИССЛЕДОВАНИЕ  УПРАВЛЯЕМОЙ  МАТЕМАТИЧЕСКОЙ  
МОДЕЛИ  МНОГОСЕКТОРНОЙ  ЭКОНОМИКИ 
С  ПОСТОЯННЫМ  УРОВНЕМ  ПОТРЕБЛЕНИЯ 

 
И.С. Потапова 

 
Кафедра математики и методики преподавания математических дисциплин, 
ГОУ ВПО «Рязанский государственный университет им. С.А. Есенина»; 

Irina00000@yandex.ru 
 

Представлена членом редколлегии профессором В.И. Коноваловым 
 

Ключевые слова и фразы: вектор-функция; внешние воздействия; до-
пустимое управление; кредитные вложения; множество сочетаний; объем основ-
ных фондов; система дифференциальных уравнений; фундаментальная матрица. 

 
Аннотация: Построена математическая модель изменения объемов основ-

ных производственных фондов. Найдены необходимые и достаточные условия 
существования управления, при котором модель имеет решение, определяющее 
развитие отраслей экономики с заранее заданным уровнем потребления. 

 
 
 
 
 
 
Математическое моделирование является одним из наиболее эффективных 

методов исследования различных проблем экономики. Одной из основных мате-
матических моделей, используемых для решения экономических задач, особенно 
в тех случаях, когда необходимо изучить динамику процессов, происходящих в 
экономике, является система дифференциальных уравнений. Особый интерес вы-
зывают исследования проблемы о возможности управлять развитием отраслей 
экономики с целью получения желаемого результата. Математическая модель, 
содержащая управляющие параметры, называется управляемой моделью. 

Цель работы – исследовать управляемую математическую модель и найти 
условия существования управления, при котором модель имеет решение, опреде-
ляющее процесс развития отраслей экономики с заранее заданным уровнем по-
требления. 

Пусть ),(1 tx  ),(2 tx  …, )(txn  – объемы основных производственных фондов 
(станки, предприятия, здания, денежные средства и др.) отраслей экономики в 
момент времени t. Будем предполагать, что темп изменения объема фондов )(txi&  
i-й отрасли при ∈t [ ]T,0 , −> 0T некоторое число, пропорционален объему ос-
новных производственных фондов i-й отрасли )(txi  и зависит от объемов произ-
водственных фондов остальных отраслей. На темп изменения фондов i-й отрасли 
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могут оказать влияние вложения собственных средств отрасли, кредитные вложе-
ния, определяемые вектором ),(()( 1 tut =u )),(,),(2 tutu mK  и внешние воздейст-
вия ).(ψ ti  Математическая модель изменения объемов фондов многоотраслевой 
экономики может быть записана в виде системы дифференциальных уравнений 

 

                                       ),()()( ttt ψuBxAx ++=&                                               (1) 
 

в которой ntat 1ij ))(()( =A , )(taij  – доля фонда j-й отрасли, оказывающая влияние 

на темп изменения фонда i-й отрасли; ,))(()( 11
nт

ij tbt =B  )(tbij  – часть кредитного 

вложения ju  в развитие фонда i-й отрасли; ),((ψ)( 1 tt =ψ ))(ψ,),(ψ2 tt nK , )(ψ ti  – 

характеризует внешние воздействия на темп изменения фондов i-й отрасли. 
Выпуск продукции ( ),tz  идущей на потребление в момент времени [ ]Tt ,0∈ , 

определится равенством ),()()( ttt xGz =  где )(tG  − k × n-матрица, непрерывная на 
сегменте [ ]Tt ,0∈ . Уровень потребления за период времени [ ]T,0  задается в 
виде [1] 

∫∫ ==
TT

dtttdtt
00

,)()()( δxGz                                           (2) 

 

в котором δ  –  k-мерный постоянный вектор. 
Предположим, что на сегменте [ ]T,0  матрицы ),(tA  ),(tB  )(tG  определены 

и непрерывны, { })(tU u=  – множество допустимых управлений, )(tu – m-мерная 
вектор-функция, определенная на сегменте [ ]T,0 . 

Определение. Система (1) называется управляемой на сегменте [ ]T,0  во 
множестве допустимых управлений ,U  если для любых векторов nE∈α  и kE∈δ  
существует управление ,)( Ut ∈u  при котором математическая модель (1) имеет 
решение ),(tx  ,)0( αx =  определенное на сегменте [ ]T,0 , удовлетворяющее ра-
венству (2). 

Пусть δ – произвольный, но фиксированный k-мерный вектор. 
Ставится задача: найти условия управляемости модели (1) на сегменте [ ]T,0 . 
Пусть )(tX  – фундаментальная матрица системы ,)( xAx t=&  ,)0( EX =  

.)( Ut ∈u  Тогда решение )(tx  ))0(( αx =  математической модели (1) определится 
равенством 

.))()()()(()()()(
0

1 ξξ+ξξξ+= ∫ −
t

dttt ψuBXXαXx  

 

Следовательно, для того чтобы система (1) была управляемой во множестве 
допустимых управлений U, необходимо и достаточно, чтобы для любых векторов 

nE∈α  и kE∈δ  существовало управление ,)( Ut ∈u  удовлетворяющее равенству  
 

                                  ,)()()()()(
0

1

0
∫∫ =ξξξξ−
tT

dtdtt γuBXXG                                  (3) 

 

в котором .)()()()()()(
0

1

00
dtdttdttt

tTT
ξξξ−−= ∫∫∫ − ψXXGαXGδγ  
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Определим множество допустимых управлений равенством 
 

{ },)()()( vRxSu tttU +==                                           (4) 
 

где )t(S  – m × n-матрица, непрерывная на сегменте [ ]T,0 ; ,))(()( 11
nm

ij trt =R  

∑
=λ

λ ϕ=
k

ijij trtr
1

λ
)( ),()(  )(λ

ijr  – действительные числа, при любом k,1∈λ  )(λ tϕ  – 

известные функции, определенные и кусочно-непрерывные на сегменте [ ]T,0 , 
v  – n-мерный постоянный вектор. 

Тогда система (1) преобразуется в систему 
 

                                        ),()()()( tttt ψvRBxHx ++=&                                         (5) 
в которой  

                                                    ( ) ).()()( tttt SBAH +=                                              (6) 
 

Для простоты записи для фундаментальной матрицы системы xHx )(t=&  со-
храним прежние обозначения. Тогда равенство (3) примет вид 

 

   .)()()()()(
0

1

0
γvRBXXG =ξξξξ∫∫ − dtdtt

tT
                                 (7) 

 

Из равенства (7) вытекает следующая теорема.  
Теорема 1. Система (1) тогда и только тогда управляема во множестве допус-

тимых управление U, определенном равенством (4), когда существует матрица ),(ξR  

удовлетворяющая неравенству ,0det ≠P  где ∫∫ ξξξξ= −
tT

dtdtt
0

1

0
.)()()()()( RBXXGP  

Пусть r  – mnk-мерный вектор, определенный равенством ,,,( 21 Krr=r
 

),,,,, mnkmnm rrr KK  в котором ,1
111 rr =  ,1

212 rr =  …, ,1
1mm rr =

 
…, ,1

nmmn rr =  …, 

.k
nmkmn rr =  

Непосредственным вычислением устанавливаем, что  
 

,det
),,,(

),,,(
21

2121∑
∈

=
Diii

iiiiii
n

nn rrra
K

K KP  

 

 

где D  – множество сочетаний из натуральных чисел kmn,1  по .n  
Теорема 2. Для того чтобы система (1) была управляемой на сегменте [ ]T,0  

во множестве допустимых управлений, определенных равенством (4), необходимо 
и достаточно, чтобы существовало хотя бы одно сочетание Diii n ∈),,,( 21 K , при 
котором .0),,,( 21 ≠niiia K  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость. Так как система (1) управляема во 
множестве допустимых управлений, определенных равенством (4), то согласно 
теореме 1 существует матрица )(ξR  такая, что выполненяется неравенство 

.0det ≠P  Это значит, что существует сочетание Diii n ∈),,,( 21 K , удовлетво-
ряющее неравенству 0),,,( 21 ≠niiia K . 
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Достаточность. Пусть сочетание Diii n ∈),,,( 21 K  таково, что выполняется 
неравенство .0),,,( 21 ≠niiia K  Тогда, положив ,121 ==== niii rrr K  0=jr  при 

∈j { },,,, 21 niii K  получим матрицу )(t∗R , удовлетворяющую неравенству  
 

.0)()()()()(det
0

1

0
∫∫ ≠ξξξξ ∗−
tT

dtdtt RBXXG  

 

Следовательно, на основании теоремы 1 система (1) управляема на сегменте 
[ ]T,0  во множестве управлений, определенном равенством (4). 

Теорема доказана. 
Согласно теореме 2, для решения проблемы управляемости конкретных ли-

нейных систем необходимо иметь явное представление фундаментальной матри-
цы системы .)( xHx t=&  

Рассмотрим систему уравнений 
 

),()()( ttt BSAH +=                                                   (8) 
 

в котором )(),( tt HA  – известные n × n-матрицы; B – известная постоянная нену-
левая n × n-матрица; )(tS  – искомая матрица. 

Будем предполагать, что матрицы ),(tA  )(tH  представимы равенствами 

,)()(
1

∑
=μ

μμ=
l

tt fAA  ,)()(
1

∑
=μ

μμ=
l

tt fHH  в которых при любых l,1∈μ  μμ HA ,
 
– 

постоянные матрицы; )(tμf  – некоторая известная функция, непрерывная на сег-

менте [ ] .,0 T  Тогда матрицу )(tS  будем искать в виде .)()(
1

∑
=μ

μμ=
l

tt fSS  

Для того чтобы выполнялось равенство (8) достаточно, чтобы при любом 
l,1∈μ  существовала матрица ,μS  для которой выполняется равенство 

 

                                                  .μμμ += BSAH                                                  (9) 
 

Пусть ( ).μμμ −= AHB,B  

Теорема 3. Если при любом l,1∈μ  матрица μH  такова, что 

),(rang)(rang μ= BB  то существует матрица ),(tS  удовлетворяющая равенству (8). 

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы следует из теоремы Кронекера–Капелли. 
Теорема 4. Пусть .1−= nm  Если любой минор (n – 1)-го порядка матрицы 

B  не равен нулю, то существуют матрица μS  и диагональная матрица ,μH  удов-

летворяющие равенству (9). 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть   μ  – произвольное фиксированное число, 

.,1 l∈μ  Рассмотрим систему уравнений: ),...,,(colon( 121 nbb ...,),,(colon 222 nbb  

)),(colon 2 nmm bb =μμμ )...,,,(colon )(
1

)(
21

)(
11 msss ( ).0...,,0,0colon )μ(

1
)μ(

31
)μ(

21 naaa −−−  
Так как всякий минор (n – 1)-го порядка матрицы B  не равен нулю, то можно 

найти вектор ( ),,...,,colon )μ(
1

)μ(
21

)μ(
11 msss  удовлетворяющий системе (9). Аналогично 
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можно отыскать остальные столбцы матрицы .μS  Из равенства (9) определим 

диагональные элементы матрицы .μH  Из произвольности μ  следует справедли-

вость теоремы. 
Теорема доказана. 
Теорема 5. Если при любом [ ]Tt ,0∈  ,0)(det ≠tB  то для любых матриц 

),(tA  )(tH  существует матрица ),(tS  удовлетворяющая равенству (6). 
Д о к а з а т е л ь с т в о  очевидно. 
Следовательно, теоремы 3–5 определяют условия, при которых матрица 

)(tH  может быть выбрана диагональной, а фундаментальная матрица системы 
xHx )(t=&  записана в явном виде. 

Заключение. Таким образом, получены необходимые и достаточные усло-
вия управляемости модели (1) на сегменте [ ]T,0 . 

Установлено посредством теорем 1–5, что кредитные вложения в развитие 
фондов можно выбрать так, что за промежуток времени [ ]T,0  будет достигнут 
заранее заданный уровень потребления. 

П р и м е р . Пусть математическая модель изменения фондов трехсекторной 
экономики может быть записана в виде системы дифференциальных уравнений 

 
                                              ,)( BuxAx += t&                                                      (10) 

 
 

в которой ⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

+
+

+
−

+
−−

+
= ,

)2(
1

2
11,

)2(
1

2
13,

)2(
2colon)(

tttttttt
tA

 
⎜⎜
⎝

⎛
+−2colon  

,
)2(

5.0
2

1,
)2(

5.5
2

36,
)2(

2
2

3
⎟
⎠
⎞

+
−

++
−

+
+−

+
−

+
+

ttttttttt
 ⎜

⎝
⎛

+
−

+
− ,

)2(
1

2
41colon

ttt
 

;
)2(

9
2

53,
)2(

5
2

10
⎟
⎠
⎞

⎟
⎠
⎞

+
−

+
+

+
+

+
−

tttttt
));1,1,0(colon),0,2,1(colon( −=B ( ) ),(( 1 tut =u

 

))(2 tu , где )(1 tu  − кредитные вложения собственных средств, )(2 tu  − вложения 
внешних заимствований. 

Выпуск продукции ( ),tz  идущей на потребление в момент времени [ ]1,0∈t , 
определим равенством ),()()( ttt xGz =  в котором ),0,0,1(colon()( =tG  

)))2(,0,0(colon),0,,0colon( +ttt  – матрица, определяющая часть объема фонда 
),(tx  идущего на потребление продукции. Уровень потребления за период време-

ни [ ]1,0  зададим равенством 
 

∫∫ ==
1

0

1

0
,)()()( δxGz dtttdtt                                          (11) 

 

где δ  – 3-мерный постоянный вектор. 
Пусть )1,1,1(colon=δ , ).5.0,1,0(colon=α  Найдем условия существования 

управления ),(tu  при котором математическая модель (10) имеет решение, удов-
летворяющее равенству (11).  

Для решения поставленной задачи достаточно найти условия управляемости 
системы (10) на сегменте [ ]1,0 . 



ISSN 0136-5835. Вестник ТГТУ. 2010. Том 16. № 4. Transactions TSTU 980

Определим множество допустимых управлений равенством (4), в котором 
)(tS  – 2×3-матрица, непрерывная на сегменте [ ];1,0  ,)( 2

321 ttt RRRR ++=  

321 ,, RRR  – постоянные 2×3-матрицы, ( ) ,
32

11
)(k

ijk r=R  v  – 3-мерный постоянный 

вектор. 
Тогда система (10) преобразуется в систему 
 

                                             .)()( vBRxHx tt +=&                                                (12) 
 

Поскольку для матрицы )(tA  выполняется равенство +
+

+=
2

1)( 21 t
t AAA

,
)2t(

1
3 +

+
t

A  то матрицу )(tH  возьмем в виде ,
)2(

1
2

1)( 321 +
+

+
+=

ttt
t HHHH  

где )1,2,1(diag1 −=H , ),3,2,0(diag2 −=H  ).2,2,2(diag1 −−=H  Пусть 

( ),μμμ AHB,B −=  .3,1∈μ  
Можно убедиться, что выполняются условия теоремы 3. Это значит, что су-

ществует матрица ),(tS  удовлетворяющая равенству (6), и управление можно ис-
кать в виде .)()()( vRxSu ttt +=  

Фундаментальная матрица )(tX  системы xHx )(t=&  примет вид 

( ) ( ) ( )( ).)ln(2)ln(1exp,)2ln(2exp,)ln(1)ln(expdiag)( 2 ttttttttt −+++−−++−=X  
Из определения матрицы )(tR  следует, что ),,,,,,( 18621 rrrr KK=r  в кото-

ром ,)1(
111 rr =  ,)1(

212 rr = …, ,)1(
236 rr = ,)2(

117 rr =  ,)2(
218 rr =  …, .)3(

2318 rr =  
Учитывая, что в рассматриваемом случае 
 

,det
),,(

),,(
321

321321∑
∈

=
Diii

iiiiii rrraP  

 

где D  – множество сочетаний из натуральных чисел 18,1  по 3, непосредствен-
ным вычислением устанавливаем, что ...332.1det 1774 +−= rrrP . Поскольку 

,332.1)17,7,4( −=a  то, положив ,11774 === rrr  остальные 0=ir  при 

{ },17,7,4∉i  получим, что 332.1det −=P  при ),1,0(colon),0,0(colon(=1R  
))0,0(colon , ))0,0(colon),0,0(colon),0,1(colon(=2R , ),0,0(colon),0,0(colon(=3R  

)),0,1(colon  при этом матрица ( )t∗R  определяется равенством ( ) ),0,(colon( tt =∗R

)).0,(colon),1,0(colon 2t  
Учитывая, что ),1,1,1(colon=δ  ),5.0,1,0(colon=α  из равенства γvP =  бу-

дем иметь ).111.5,92.0,439.7(colon −−=v  Следовательно, управление, при кото-
ром система (10) имеет решение, удовлетворяющее равенству (11), определяется 
соотношением ,)()()()( vRxSu tttt ∗+=  где )(tx  ( α=)0(x )  –  решение системы (12), 

а значит и системы (10) при условии, что ).()( tt ∗= RR  
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Abstract: The mathematical model of change of the capital stock size is 

constructed. The necessary and sufficient conditions for control when the model has the 
solution, defining development of the branches of economy with the given level of 
consumption are specified. 

 
 

Untersuchung des steuernden matematischen Modells der mehrsektoralen 
Wirtschaft mit dem ständigen Verbrauchsniveau 

 
Zusammenfassung: Es ist das matematische Modell der Veränderung der 

Volumen der Hauptbetriebsfonds gebaut. Es sind die nötigen und genügende 
Bedingungen des Existierens der Steuerung, bei dem das Modell den Beschluß hat, der 
die Entwicklung der Wirschaftszweige mit dem früher vorgegebenen Verbrauchsniveau 
bestimmt, gefunden. 
 

 
Etude du modèle mathématique contrôlé de l’économie multisectorielle 

avec un niveau constant de la consommation 
 

Résumé: Est construit le modèle mathématique des changements des volumes 
des fonds principaux de production. Sont trouvées les conditions nécessaires et 
admissibles de la gestion lors de laquelle le modèle a une solution déterminant le 
développement des branches de l’économie avec un niveau de la consommation calculé 
d’avance. 
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