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Аннотация: Разработан алгоритм численного решения связанной задачи 

пьезоэлектричества для слоистой композитной оболочки, подверженной электро-
механическому нагружению, на основе 7-параметрической модели. Построен но-
вый геометрически точный билинейный трехмерный элемент оболочки с распре-
деленными пьезоэлектрическими сенсорами и актюаторами путем использования 
нетрадиционного аналитического интегрирования. С помощью этого конечного 
элемента получено решение связанных задач электроупругости для пьезоэлектри-
ческой спиральной оболочки и композитной пластины с пьезоэлектрическими 
накладками. 

 
 
 

 
Введение 

 
В последнее время большое внимание уделяется разработке изопараметри-

ческих трехмерных конечных элементов композитных оболочек с распределен-
ными сенсорами и актюаторами [1–5]. Их особенностью является то, что началь-
ная и деформированная конфигурации оболочки интерполируются единообразно 
в глобальной декартовой системе координат, что дает возможность корректно 
описать перемещения оболочки как жесткого тела. Однако изопараметрический 
элемент оболочки является неэффективным при расчете адаптивных композитных 
конструкций, для которых важное значение имеет быстрое реагирование на неже-
лательные внешние силовые воздействия. 

Альтернативными являются геометрически точные конечные элементы 
оболочки на основе деформационных соотношений 6-, 7- и 9-параметрических 
пространственных моделей оболочки [6–9], которые точно представляют произ-
вольно большие перемещения оболочки как жесткого тела в криволинейных ко-
ординатах отсчетной поверхности. Термин «геометрически точный» означает, что 
отсчетная поверхность оболочки описывается аналитически заданными функция-
ми, в частности сплайнами, которые составляют основу современных CAD-сис-
тем. При этом векторы перемещений внешних и срединной поверхностей пред-
ставляются в локальном базисе, связанном с отсчетной поверхностью оболочки. 
Именно это обстоятельство позволяет повысить производительность конечноэле-
ментного кода и эффективно использовать его в контроллерах «умных» конст-
рукций. 
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где ( )3θ
ΑN  и ( )3θ

ΑL , ( )3
M θL  – полиномы Лагранжа первого и второго порядков 

соответственно; −+ −= zzh  – толщина оболочки; 0zz =−  и Nzz =+  – попереч- 

ные координаты лицевых поверхностей оболочки −Ω  и +Ω ; ( )21,θθΑ
iu  – танген-

циальные и поперечное перемещения лицевых поверхностей; ( )21
M
3 ,θθu  – попе-

речное перемещение срединной поверхности .MΩ  
Представим векторы перемещений лицевых поверхностей оболочки в базисе 

отсчетной поверхности  
.∑ ΑΑ =

i
iiu eu                                              (4) 

 

В этом случае деформационные соотношения 7-параметрической теории оболо-
чек первого порядка  [8] могут быть записаны в виде: 
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где ( )21,θθεΑij  – компоненты тензора деформаций лицевых поверхностей оболочки: 
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где αA  и αk  – параметры Ламе и главные кривизны отсчетной поверхности; 
Α
αc – компоненты тензора сдвига на лицевых поверхностях оболочки; символ 
( ) α,  означает частную производную по координате αθ . Можно показать, что 
деформационные соотношения (5), (6) точно представляют перемещения оболоч-
ки как твердого целого в криволинейных конвективных координатах отсчетной 
поверхности [8].  

 
Описание электрического поля 

 
Полагаем, что электрический потенциал распределен по толщине пакета сло-

ев согласно гипотезе ломаной линии [13]: 
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( ) ( ) [ ] ,,,1,1
13133 nnn
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где ( )211 ,θθϕ −n , ( )21,θθϕn  – значения электрического потенциала на нижней и 
верхней поверхностях n-го слоя. 

Связь между вектором напряженности электрического поля E  и электриче-
ским потенциалом ϕ  имеет вид 

.ϕ−= ∇E                                                      (10) 
 

Таким образом, вектор напряженности электрического поля имеет следующее 
распределение по толщине n-го слоя: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),1, 13 −
+

α
+−

α
−

α ϕ−ϕ−=+= nn
n

nn
n

n
n

n
h

EENENE                      (11) 

( ) ( ) ,1,1
,,1 α

α

+
αα−

α

−
α ϕ−=ϕ−= n

n
n

n
A

E
A

E  

где ( )nEα  – тангенциальные компоненты вектора напряженности электрического 

поля n-го слоя. Как видим, поперечная компонента электрического поля ( )nE3  по-
стоянна по толщине пьезоэлектрического слоя.  
 

Уравнения состояния линейной теории электроупругости 
 

 

Уравнения состояния линейной электроупругости для пьезоэлектрического 
l-го слоя с зеркальной симметрией на поверхности, параллельной отсчетной, мо-
гут быть записаны в форме [14]: 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ),
T llll EdσAε +=                                         (12) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),lllll EζσdD +=                                        (13) 
 

где ε  – вектор деформаций; ( )lσ  – вектор напряжений; ( )lE  – вектор напряжен-
ности электрического поля; ( )lD  – вектор смещения электрического поля; ( )lA  – 
матрица податливостей; ( )ld  – матрица пьезоэлектрических постоянных; ( )lζ  – 
матрица диэлектрических постоянных: 
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Разрешая уравнение (12) относительно вектора напряжений, и подставляя 
вектор напряжений в уравнение состояния (13), получим: 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ),
T llll EeεCσ −=                                        (16) 

 

( ) ( ) ( ) ( ),llll EεeD ∈+=                                      (17) 
 

где ( )lC  – матрица материальных жесткостей; ( )le , ( )l∈  – пьезоэлектрическая и 
диэлектрическая матрицы:  
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Смешанное вариационное уравнение для расчета 

слоистой электроупругой оболочки 
 

Предлагаемая 7-параметрическая теория пьезоэлектрических оболочек пер-
вого порядка основывается на аппроксимациях в поперечном направлении пере-
мещений (1), деформаций (5), электрического потенциала (8) и вектора напря-
женности электрического поля (11). Введем также согласованные с (5) аппрокси-
мации для независимых от перемещений деформаций: 
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где ( )21,θθεΑαβ
) , ( )2133 ,θθεΑ)  – независимо введенные тангенциальные и попереч-

ные нормальные деформации лицевых поверхностей; ( )21
M

3 ,θθεα
)  – независимо 

введенные деформации поперечного сдвига срединной поверхности. 
Подставляя аппроксимации (1), (5), (8), (11) и (19) в смешанное вариацион-

ное уравнение пространственной теории пьезоэлектричества [15], полагая метри-
ки поверхностей, параллельных отсчетной равными метрике срединной поверх-
ности и вводя результирующие напряжений:  
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получим вариационное уравнение Ху-Васидзу для 7-параметрического слоистого 
пьезоэлектрического элемента оболочки 
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Рис. 2. Геометрически точный 7-параметрический элемент оболочки, 
где Pr – узловая точка ( 41,=r ) 

 
где ( ) αααα −θ=ξ ld  – нормализованные криволинейные координаты элемента 
(рис. 2); αd  – координаты центра элемента; αl2  – длина элемента в направлении 

αθ ; MM 1 zkc αα +=  – компоненты тензора сдвига на срединной поверхности обо-

лочки; ( ) 2M +− += zzz  – поперечная координата срединной поверхности MΩ ; 

v  – вектор перемещений внешних поверхностей; EE
)

,  – векторы зависимых и 
независимых от поля перемещений деформаций внешних поверхностей соответ-
ственно; H  – вектор результирующих напряжений (20); χ  – вектор электриче-
ских потенциалов на внешних поверхностях оболочки и поверхностях раздела 
слоев; E  – вектор напряженности электрического поля в слоях оболочки; p  – 
вектор поверхностных нагрузок; q  – вектор поверхностных зарядов на внешних 
поверхностях оболочки и поверхностях раздела слоев; ϕϕϕ DDD ,, uuu  – механи-

ческая, пьезоэлектрическая и диэлектрическая матрицы, определяемые по форму-
лам: 
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где Α
ip  – поверхностные нагрузки, действующие на внешних поверхностях в на-

правлениях iθ ; ( )1−n
sq , ( )n

sq – плотности поверхностного заряда на поверхностях  

1−Ωn  и  nΩ .  Кроме того, введены дополнительные обозначения: 
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где 6,3,2,1, =ba ; 5,4, =dc ; 1,0, =qp . 

 
Геометрически точный элемент пьезоэлектрической оболочки 

 
Конечноэлементная формулировка для четырехузлового пьезоэлектрическо-

го элемента оболочки основывается на простой и эффективной билинейной ап-
проксимации перемещений и электрического потенциала: 

[ ] ,,
TM

3321321 rrrrrrrr
r

rr uuuuuuuN +++−−−==∑ vvv                   (24) 

[ ] ,, T
10 Nrrrr

r
rrN ϕϕϕ== ∑ Kχχχ                          (25) 

где ( )21,ξξrN  – билинейные функции формы элемента; rv  и rχ  – векторы пере-
мещений и электрического потенциала в узлах элемента; индекс r обозначает но-
мер узла и изменяется от 1 до 4. 

Чтобы применить аналитическое интегрирование на элементе, используем 
введенные билинейные интерполяции для деформаций и вектора напряженности 
электрического поля [8, 10]: 

 

( ) ,, UBu
rrr

r
rr PN ===∑ EEEE                                     (26) 

( ) ,, ΦBϕ−===∑ rrr
r

rr PN EEEE                                (27) 

где u
rB , ϕ

rB  – постоянные на элементе матрицы размера 2810 ×  и ( );145 +× NN  
U  – столбец размера 128 × ; Φ  – столбец размера ( ) 114 ×+N , определяемые по 
формулам: 
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T
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Для упрощения вычислительного процесса соотношения (26), (27) удобно 
записать в виде: 
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где  

( ) ( ),
4
1,

4
1
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00 uuuu
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u BBBBBBBBBB −−+=+++=         (31) 

( ) ( ).
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4
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11

4321
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u
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u BBBBBBBBBB −+−=+−−=  
 

Матрицы 21rr
ϕB  вычисляются аналогичным образом путем использования матриц 

ϕ
rB ; индексы 1r , 2r  здесь и далее принимают значения 0 и 1. 

Для того чтобы избежать сдвигового и мембранного запирания элемента 
оболочки и при этом не получить ложных энергетических мод, для независимо 
введенных деформаций и результирующих напряжений используем следующие 
аппроксимации [8, 16]: 
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где 00Q  – единичная матрица размера 1010 × ; 01Q , 10Q , 11Q  – проективные 
матрицы: 
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Подставляя интерполяции (24), (25), (29), (30), (32), (33) в смешанное вариа-
ционное уравнение (21), применяя аналитическое интегрирование в пределах 
элемента и исключая независимо введенные деформации 21rrE

)
 и результирующие 

напряжений 21 rrH , получим уравнения равновесия элемента 
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где uuK , ϕuK , ϕϕK  – механическая, электрическая и диэлектрическая матрицы 

жесткости; pF   – вектор поверхностных нагрузок; qF  – вектор электрического 
нагружения: 
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Каждую поверхность раздела слоев можно рассматривать как активную (на 
которой известен электрический потенциал) или сенсорную (на которой электри-
ческий потенциал неизвестен). В соответствии с этим столбец Φ  разделяется на 
активную aΦ  и сенсорную (свободную) sΦ  части, так что систему (35) можно 
записать в виде: 
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( ) ( ) ( ) ,,,
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ϕϕϕϕϕϕϕϕ === KKKKKK uuuu  
 

где индексы s и a означают сенсорную и активную части соответствующих мат-
риц. Чтобы не усложнять численный анализ [1, 3, 4], дополнительно принято 

0F =s
q . 

Далее используется стандартная процедура сборки элементов в ансамбль. 
В результате получим глобальную систему линейных алгебраических уравнений, 
описывающую электроупругое состояние слоистой композитной оболочки: 
 

,~~~~~~~ aass ΦKFΦKUK ϕϕ −=+ upuuu                                      (38) 
 

,~~~~~~ asassss ΦKΦKUK ϕϕϕϕϕ −=+u                                           (39) 
 

.~~~~~~~ aaasasaa ΦKΦKUKF ϕϕϕϕϕ ++= uq                                     (40) 
 

Из уравнения (39) выражаем столбец 
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ϕϕϕ

−
ϕϕ +−= KUKKΦ u                                    (41) 

 

Подставляя столбец (41) в уравнение (38), получим разрешающее уравнение для 
нахождения глобального вектора перемещений  
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Abstract: Based on the 7-parameter shell model, a numerical algorithm has been 
developed for solving the coupled problem of piezoelectricity for a laminated composite 
shell subjected to electromechanical loading. A new geometrically exact bilinear solid-
shell element with distributed piezoelectric sensors and actuators has been formulated 
by using non-conventional analytical integration. With the help of this finite element, 
solutions of coupled problems of electroelasticity for a piezoelectric spiral shell and a 
composite plate with piezoelectric patches have been obtained. 
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Zusammenfassung: Es ist den Algorithmus der numeralischen Lösung der 

gebundenen Aufgabe der Piezoelektrizität für die der elektromechanischen Belastung 
untergezogenen geschichteten Kompositenhülle auf Grund des 7-parametrischen 
Modells erarbeitet. Es ist das neue geometrisch feine bilinearische dreidimensionale 
Element der Hülle durch die Benutzung des untraditionellen analytischen Integrierens 
gebaut. Mit Hilfe dieses Endeelementes ist die Lösung der gebundenen Aufgaben der 
Elektroelastizität für die piezoelektrischen Spiralhülle und die Kompositplatte mit den 
piezoelektrischen Belägen erhalten. 

 
 

Problème couplé d’électroélasticité 
pour une enveloppe composite feuilletée 

 
Résumé: Est élaboré l’algorithme de la solution numérique du problème couplé 

de la piézo-électricité pour une enveloppe composite feuilletée soumise au chargement 
électromécanique à la base du modèle paramétrique. Est construit un nouvel élément 
bilinéaire à trois dimensions exacte du point de vue géométrique aux sensors et 
actuators piézo-électriques de distribution par la voi de l’usage de l’intégration 
analytique non traditionnelle. A l’aide de cet élément final est obtenu la solution des 
problèmes couplés d’électroélasticité pour une enveloppe spirale piézo-électrique et 
pour une plaque composite aux éclisses piézo-électriques. 
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