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Аннотация: Представлена математическая модель, описывающая электро-

упругое состояние многослойных анизотропных оболочек с пьезоэлектрическими 
накладками, построенная на основе 7-параметрической теории оболочек и позво-
ляющая использовать трехмерные уравнения состояния. Разработан смешанный 
геометрически точный четырехузловой пьезоэлектрический элемент оболочки. 
Приведены численные примеры, подтверждающие состоятельность предложен-
ной модели.  

 
 
 
 

Введение 
 

Эффективным современным методом управления формой композитных тон-
костенных конструкций является использование пьезоэлектрических накладок, 
внедренных в основной материал или закрепленных на поверхностях. В настоя-
щее время активно разрабатываются аналитические и численные методы расчета 
таких конструкций [1–3]. В работе [4] для этих целей был разработан геометриче-
ски точный элемент оболочки GEXP4, построенный на базе 6-параметрической 
теории оболочек с учетом поперечного обжатия. Эта модель позволяет построить 
конечный элемент, свободный от пуассоновского, мембранного и других видов 
запирания, и может являться базой для построения геометрически нелинейной 
модели. Однако в таком элементе приходится использовать упрощенное уравне-
ние состояния пространственной теории упругости [5], что для пьезоэлектриче-
ского элемента также приводит к искажению уравнения электроупругого состоя-
ния. 

Избавиться от этого недостатка позволяет использование 7-параметрической 
теории оболочек, в которой в качестве независимых переменных выбираются по 
три перемещения на лицевых поверхностях оболочки и поперечное перемещение 
серединной поверхности оболочки. Построенный в [6] на базе этой теории сме-
шанный элемент GEX7P4 продемонстрировал высокую эффективность и точность 
при расчете упругого напряженного состояния. В работе [7] предложено обобще-
ние элемента GEX7P4 для расчета электроупругого состояния конструкций с рас-
пределенными пьезоэлектрическими слоями. В настоящей работе предлагается 
модификация элемента GEX7P4, позволяющая рассчитывать композитные конст-
рукции с пьезоэлектрическими накладками. 
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где ( )21,θθε±ij  – деформации лицевых поверхностей оболочки: 
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где αA  и αk  – коэффициенты Ламе и главные кривизны отсчетной поверхности; 

индексы α , β  принимают значения 1, 2; Nδ=δδ=δ +− ,0 , индекс Α характеризу-
ет принадлежность величины к внешним поверхностям и принимает значения «–» 
или «+». 

 
Уравнения состояния и описание электрического поля 

 
При построении матрицы жесткости пьезоэлектрических элементов исполь-

зуем уравнения состояния пьезоэлектроупругости [8]:  
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где D  – вектор смещения электрического поля; E  – вектор напряженности элек-
трического поля; σ – вектор напряжений; ε  – вектор деформаций; A = C–1 – мат-
рица податливостей материала при постоянном электрическом поле, а С – матри-
ца упругих констант; d  – матрица пьезоэлектрических констант; ζ  – матрица 
диэлектрических констант. Рассматриваем пьезоэлектрический слой как моно-
клинный кристалл (класс 2), обладающий осью второго порядка параллельной 
оси 3θ . В этом случае матрицы d и ζ  могут быть записаны в виде 
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Разрешая уравнение (6) относительно вектора напряжений и введя его в (7), 
получим альтернативную форму уравнений электроупругого состояния: 

,TEeC −= εσ                                                        (9) 
 

,EeD ∈ε+=                                                       (10) 
 

dCe = , TdCd−= ζ∈ . 
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Предполагаем, что для пьезоэлектрических элементов электрический потен-
циал ( )21 ,θθϕ l , где tbl ,= , имеет линейное распределение по толщине пьезо-
электрического слоя:  

,++−− ϕ+ϕ=ϕ lllll NN                                                  (11) 
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где ( )21,θθϕ±l  – значения электрического потенциала на верхней и нижней по-
верхностях l-го пьезоэлектрического слоя.  

Вектор напряженности электрического поля E  может быть выражен через 
потенциал ϕ  как  

,ϕ−= ∇E                                                       (13) 
что приводит к аппроксимациям: 
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при этом компоненты вектора напряженности 21, EE  имеют линейное распреде-
ление по толщине пьезоэлектрического слоя, а компонента 3E  постоянна по тол-
щине слоя. 
 
 

Построение матрицы жесткости элемента 
 

Используем билинейную конечноэлементную аппроксимацию перемещений 
и потенциала электрического поля  
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где Nr – билинейные функции формы элемента; 4,1=r  – номер узла в элементе. 
Используя аппроксимации (15), (16), получим конечноэлементный аналог соот-
ношений (4) и (13):  
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где 21
M

rrB  и 21)(
E

rrlB  – постоянные на элементе матрицы, индексы 21, rr  здесь и 
далее принимают значения 0 и 1, ]1,1[−∈ξα  – нормализованные криволинейные 
координаты. 
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Используя смешанный функционал Ху-Васидзу, интегрируя по объему эле-
мента и разрешая полученные при варьировании функционала уравнения относи-
тельно неизвестных векторов перемещений и потенциалов, получаем условия 
равновесия пьезоэлектрического элемента: 
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где матрицы  ,MK ( ) ,ME
lK ( )l

EK  приведены в [4]; BF и SF  – действующие на эле-
менте объемные и поверхностные нагрузки. Определим материальные матрицы:  
 

,

sym.

00
00
00
00
00
00
00
00

44

4555

11
66

01
66

00
66

11
36

01
36

11
33

01
36

00
36

01
33

00
33

11
26

01
26

11
23

01
23

11
22

01
26

00
26

01
23

00
23

01
22

00
22

11
16

01
16

11
13

01
13

11
12

01
12

11
11

01
16

00
16

01
13

00
13

01
12

00
12

01
11

00
11

M

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

D
DD

D
DD
DDD
DDDD
DDDDD
DDDDDD
DDDDDDD
DDDDDDDD

D       (19) 

 
 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

,

0
0

0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000

24
1

24
0

14
1

14
0

25
1

25
0

15
1

15
0

36
1

36
0

33
1

33
0

32
1

32
0

31
1

31
0

ME

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

l
l

l
l

l
l

l
l

l
l

l
l

l
l

l
l

l
l

l
l

l
l

l
l

l
l

l
l

l
l

l
l

l

emememem
emememem

en
en
en
en
en
en
en
en

D

 
 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

,

sym.
0
0
0
0

33

22
11

22
01

22
11

12
11

12
01

11
11

12
01

12
00

11
01

11
00

E

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∈−

∈

∈∈

∈∈∈

∈∈∈∈

=

l
l

l
l

l
l

l
l

l
l

l
l

l
l

l
l

l
l

l
l

l
l

l

h
k
kk
kkk
kkkk

D

 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ,, )()(

11

21212121 t
abt

b
abb

N

k

k
abkab

N

k

t
ab

rr
t

b
ab

rr
b

k
ab

rr
k

rr
ab ChChChDCnCnCnD ++=++= ∑∑

==  



380

 

выраже
Ра

мам, ко
подает
пьезоэл
конечн

 

 

Да
решени

Ра
пласти
верхне
щина о
тюатор

/3 h=θ

(задача
Не

ведены
e33 = 15

показан

70 −=e
сравнен
элемен
видим,
с точны

В 
пласти
стины 
укладк
риалов
 

ISSN 0136-5

(
0

0

1 ∫
δ

−δ

=
h

r
bm

ения для 21rr
kn

ассмотренные
огда на электр
ся заданное н
лектрических 
ноэлементное 

алее применя
ие полученной

Ч

ассмотрим зад
ка с накладка
й поверхност
основы 8=Ch
ры поляризова

2/ , где hh =

а растяжения) 
енулевые мех
ы в [4], пьез
5,118 Кл/м2. З

ны безразме

209,7  Кл/м2 

ние с получен
нтным решени
 решение на о
ым решением.
следующем п
на с 30-ю нак
составляет 6-
ки слоев, нену
в приведены в

Рис. 2. Кон

5835. Вестник Т

( ) ( )11 +−−

bh

r
b

r
b NN

21212 ,, rr
t

rr
b nn

е примеры отн
родах на внеш
напряжение, а 
слоев напряж
уравнение (18

M KVK −=

яется стандарт
й системы лин

Численные р

дачу цилиндр
ами из пьезок
тям пластины
мм,8  толщин

аны в направ

PZT2hhC + , пр
 либо потенци
ханические и 
оэлектрическ
Задача модел

ерные перем

для задачи и
нными трехме
ием на основ
основе 7-пара
. 
примере рассм
кладками из п
слойный угле
улевые механ
в табл. 1. К вн

нсольная пласт

ТГТУ. 2010. То

,1
3θ

r
d

   

1 =r
tm

111 ,,, rr
b

r
t

r
b knn

носятся к так 
шних поверхн
на поверхнос
жение прини
8) упрощается
( ) ( )

MEME
b

t
t KK −Φ

тная процеду
нейных уравн

 
результаты и

 
рического изг
керамики PZT
ы (рис. 2), где
на накладок и
лениях 3θ  и 
риложены рав
иалы ± φ0 (зад
пьезоэлектри
ие константы
лировалась се

мещения
 

~uk

изгиба ( 3=k )
ерным аналит
ве 6-параметр
метрической 

мотрена конс
пьезокерамик
епластик AS4/
нические и пь
нешним повер

тина с пьезоэл

ом 16. № 2. Tran

( )1∫
+δ

δ

−−=
tN

N

h

tN

212 , rr
t

r k  приве
называемым 
остях пьезоэл
стях склейки к
мается равны
я: 

.E SBb FF ++Φ

ура сборки эл
нений методом

и их обсужден

гиба консольн
T-5A, прикреп
 длина пласт
из пьезоэлектр

3θ− . К повер
вные электрич
дача изгиба). 
ические конст
ы PZT-5A: e3
еткой из 16 

00

0
ϕ

=
e

uC k , гд

) и растяжени
тическим реше
рической теор
теории оболо

ольная прямо
ки PZT G1195
/3501 с различ
ьезоэлектриче
рхностям пьез

ектрическими

nsactions TSTU 

( ) ,3
11 +−
θ

r
t

r
dN

едены в [4]. 
актюаторным
лектрических 
композитной 
ым 0. Для так

.                      

ементов в ан
м Холецкого. 

ние  

ной пластины
пленными к н
тины 100=a
рика 1PZT =h
рхностям 3 =θ

ческие потенц

танты материа
31 = e32 = –7,2
элементов. Н

е C0 
 = 99,20

ия ( 1=k ). П
ением [2] и с 
рии оболочек
чек лучше сог

оугольная ком
5 (рис. 4). Осн
чными направ
еские констан
зоэлектрическ

 
и накладками 

 
м пробле-
накладок 
основы и 
ких задач 

         (20) 

нсамбль и 

ы из угле-
нижней и 

,мм тол-
мм.1  Ак-

2/h−=  и 
циалы φ0 

алов при-
209 Кл/м2, 
На рис. 3 

01·109 Па, 

Приведено 
конечно-

к [4]. Как 
гласуется 

мпозитная 
нову пла-
влениями 
нты мате-
ких слоев 



I

Ри

 

приложен 
[0/±45]s и 
довалась э
ноэлемент

На р
uw (( 32 θ=

Приведено
ноэлемент
 

ISSN 0136-5835

а) 
Рис

а
             – G

с. 4. Консольн

электрически
± 188,8 В для
экспериментал
тных моделей
рис. 5 привед

ub )0,(), 131 θ−θ
о сравнение с
тного расчета

5. Вестник ТГТ

с. 3. Перемеще
с пьезоэлектр
а – задача изгиб

GEX7P4;             

ная пластина с 
(Геометрия и к

ий потенциал 
я пластины с 
льно в [1], а т
й.  
дены безразм

b/)) , где a – д
с результатами
а на основе 

У. 2010. Том 16

 

ения консольно
ическими нак
ба; б – задача ра
– GEX6P4;  

 

30-ю пьезоэле
конечноэлемент

 

± 157,6 В для
ориентацией 
также численн

мерные пере
длина пластин
и эксперимент
послойной т

6. № 2. Transact

б
ой пластины
кладками: 
астяжения; 
– точное решен

ектрическими 
тная сетка) 

я пластины с 
слоев [302/0]s
но с помощью

емещения w1
ны, b – ее шир
та из [1] и с р
теории оболо

tions TSTU 

б) 

ние [3] 

 
накладками  

ориентацией 
s. Эта задача и
ю различных к

( )bu 2/,131 θ=
рина (сетка 1
езультатами к
очек [9]. Пол

381

 

слоев 
иссле-
конеч-

b/  и 
6×10). 
конеч-
лучено 



382

Конст

E11, П
E22, П
E33, П
ν12 
ν13 
ν23 
G12, П
G13, П
G23, П
d31, d3
d33, м/

 

с 30-ю 

ISSN 0136-5

Мех

танта  Угле
AS

Па 
Па 
Па 

14
     
     

Па 
Па 
Па 

  
  
  

32, м/В 
/В 

а

в

Рис. 5. Пере
пьезоэлектрич

   – GEX

5835. Вестник Т

анические и 
углепласт

епластик 
S4/3501 

У

43·109 
 9,7·109 

 9,7·109

 0,3 
 0,3 
0,3 

 6·109

 6·109 

 2·109

0 
0 

а)

в)

емещения  w1 (
ческими накла
с 30-ю пьезоэ

X7P4;           – T

ТГТУ. 2010. То

пьезоэлектри
тиков и пьезо

 

Углепластик
[2] 

132,4·109

  10,8·109 

  10,8·109 

0,24 
0,24 
0,49

    5,6·109

    5,6·109 

    3,6·109 

0 
0 

 

 
 

(а), w2 (б) консо
адками и w1 (в)
электрическим
Tan, Vu-Quoc [9

ом 16. № 2. Tran

ические конс
оэлектриков 

Пьезокерамик
PZT G1195

63·109

63·109 
63·109

0,3 
0,3 
0,3

   24,2·109

   24,2·109 

   24,2·109

254·10–12

374·10–12

ольной пласти
), w2 (г) консол
ми накладками
9];  – Crawley

nsactions TSTU 

Т
станты 
 

ка Пьезоке
PZT

81,3
81,3
64,5

0,3
0,4
0,4

30,6
25,6
25,6

–122·
  285·

б) 

г) 

ины [0/45/–45]s
льной пластин
и: 
, Lazarus [1] 

Таблица 1 

ерамика 
T 4 

·109 

·109 

·109 
33 
43 
43 
·109 

·109 

·109 
10–12 

10–12 

 

s 
ы [302/0]s  



I

Рис. 6. К

удовлетво
ное совпад
использов
чем предл

В тре
вину цили
ной грани
ентацией с
слоя 0,12 
PZT4 толщ
ты матери
электричес
 

 

     

ISSN 0136-5835

онсольная цил

рительное со
дение с резул
ание более сл
оженные в да
етьем пример
индра (R = 0,2
це (рис. 6). О
слоев [0/90/+4
мм. На лице

щиной 0,24 мм
иалов приведен
ский потенци

w2
 

      

Рис. 7
с

    – w2 (GEX7P

5. Вестник ТГТ

линдрическая 
(Геометрия и к

впадение с ре
льтатами расч
ложных аппр
анной работе, 
е рассматрив
91 м; a = 0,15

Основу оболоч
45/–45]s (углы
евых сторона
м. Ненулевые 
ны в табл. 1. К
иал ± 50 В. Н

2⋅10–3, w3⋅10–3, м

                          

7. Перемещени
с 8 пьезоэлектр
P4);             –  w3

R

У. 2010. Том 16

оболочка с пь
конечноэлемент

 
 

езультатами э
чета на такой
роксимаций дл
не приводит к
аем оболочку

524 м), жестко
чки составляе
ы отсчитывают
ах закреплены
механически
К внешним по
а рис. 7 пока

м 

                         
 

ия цилиндриче
рическими нак
3 (GEX7P4);     

6. № 2. Transact

езоэлектричес
тная сетка) 

эксперимента
й же сетке ук
ля перемещен
к улучшению 
у, представляю
о закрепленну
ет 8-слойный 
тся от направ
ы 8 накладок
е и пьезоэлек
оверхностям н
азаны переме

           θ2, град

еской оболочки
кладками: 
      – w2 [10];    

tions TSTU 

 
скими накладк

а; практически
казывает на т
ний и деформ
результата. 
ющую собой 
ую по прямол
углепластик с
вления θ2), тол
 из пьезокера
трические кон
накладок прил
ещения середи

и 

       – w3 [10] 

383

ками 

и пол-
о, что 
маций, 

поло-
линей-
с ори-
лщина 
амики 
нстан-
ложен 
инной  



384

 w2⋅10–3, 
 

       

Рис

линии 
зультат
ментов
Незнач
различн

Да
мещени
ваются
пара на
лочки. 
нию на
правле
бодном
варьир
констр

П
стояни
оболоч
ния пр
достато
строени

 
Ра

науки Р

Сп
 
1. 

E.F. Cr

ISSN 0136-5

м 

                            
а)

с. 8. Вклад накл
  

оболочки 3w
тами из [10], 
в, построенны
чительное расх
ных теоретич
алее для этой 
ия серединно
я следующие ч
акладок (I, II, 
На рис. 8 пр
акладок. Как 
нии наибольш
м конце в по
уя расположе
укции. 

Построенная к
я оболочек п
чек с пьезоэле
ространственн
очно близкие
ия алгоритма 

абота выполн
РФ (проект №

 
писок литерат

Crawley, E.
rawley, K.B. La

5835. Вестник Т

                          θ

ладок в переме
                – I;    

( )23 ,2/ θ= au
полученными

ым на основе т
хождение рез
ческих моделе
оболочки исс
й линии в окр
четыре задачи
III или IV), то
риведены пере
видим, на пер
шее влияние о
оперечном нап
ение пьезоэле

конечноэлемен
переменной то
ектрическими
ной теории э
е к точным. Д
управления ф

нена при фина
№ 2.1.1/660).  

туры 

F. Induced str
azarus // AIAA

ТГТУ. 2010. То

2, град

   w3⋅10
 

   

 

ещения w2 (а) и
          – II;         

 
 и (22 = auw
и на аналогич
теории оболоч
зультатов мож
й. 
следовался вк
ружном и поп
и: к углепласт
о есть накладк
емещения, со
ремещения на
оказывает нак
правлении –
ектрических н

Заключени
 

нтная модель
олщины позво
и накладками.
электроупруго
Данная модел
формой адапти

ансовой поддер

rain actuation 
A Journal. – 19

ом 16. № 2. Tran

0–3, м 

                            

и w3 (б) цилинд
    – III;             

)2,2/ θ . Прив
чной сетке м
чек без учета 
жет быть объя

клад каждой п
перечном напр
тиковой основ
ки занимают 2
оответствующ
а свободном 
кладка I, а на
накладки II 
накладок, мож

ие 

ь для расчета
оляет решать 
. Использован
ости позволяе
ль может служ
ивных констр

ржке Минист

of isotropic a
991. – Vol. 29. 

nsactions TSTU 

                             
б)

дрической обол
– IV 

ведено сравне
етодом конеч
поперечного 

яснено исполь

пары накладок
равлениях. Ра
ве прикрепляе
20 % поверхн

щие такому ра
конце в окруж
а перемещени
и III. Таким 
жно управлять

а электроупру
задачи для п
ние уравнений
ет получать 
жить основой
укций. 

терства образ

and anisotropi
– P. 944–951. 

 
      θ2, град 

лочки: 

ение с ре-
чных эле-
обжатия. 

ьзованием 

к на пере-
ассматри-
ется одна 
ности обо-
асположе-
жном на-
ия на сво-
образом, 
ь формой 

 

угого со-
пластин и 
й состоя-
решения, 
й для по-

зования и 

ic plates / 



ISSN 0136-5835. Вестник ТГТУ. 2010. Том 16. № 2. Transactions TSTU 385

2. Vel, S.S. Analysis of piezoelectric bimorphs and plates with segmented 
actuators / S.S. Vel, R.S. Batra // Thing-Walled Structures. – 2001. – Vol. 39. – P. 23–44. 

3. Analysis of laminated composite beams and plates with piezoelectric patches 
using the element-free Galerkin method / K.M. Liew [and others] // Computational 
Mechanics. – 2002. – Vol. 29. – P. 486–497. 

4. Плотникова, С.В. Расчет композитных оболочек с пьезоэлектрическими 
накладками / С.В. Плотникова, М.Г. Куликов // Вестн. Тамб. гос. техн. ун-та. – 
2009. – Т. 15, № 2. – С. 380–390. 

5. Kulikov, G.M. On the use of 6-parameter multilayered shell models in 
structural mechanics / G.M. Kulikov, S.V. Plotnikova // Вестн. Тамб. гос. техн. ун-та. – 
2004. – Т. 10, № 4А. – С. 1042–1052. 

6. Kulikov, G.M. Finite rotation geometrically exact four-node solid-shell 
element with seven displacement degrees of freedom / G.M. Kulikov, S.V. Plotnikova // 
Computer Modeling in Engineering & Sciences. – 2008. – Vol. 28, No. 1. – P. 15–38. 

7. Kulikov, G.M. Effective geometrically exact piezoelectric solid-shell element 
based on 3D analytical integration / G.M. Kulikov, S.V. Plotnikova // Proceedings of 
the 7th EUROMECH Solid Mechanics Conference, Portugal, Lisbon, 7–11 September, 
2009. – Lisbon, 2009. – P. 351–352. 

8. Новацкий, В. Электромагнитные эффекты в твердых телах / В. Новацкий. – 
М. : Мир, 1986. – 160 с. 

9. Tan, X.G. Optimal solid shell element for large-deformable composite 
structures with piezoelectric layers and active vibration control / X.G. Tan, L. Vu-Quoc // 
International Journal for Numerical Methods in Engineering. – 2005. – Vol. 64. – 
P. 1981–2013. 

10. Coupled mixed-field laminate theory and finite element for smart piezoelectric 
composite shell structures : NASA Contractor Report / D.A. Saravanos. – Cleveland, 
2009. – 38 p. – № 198490. 
 

 
Application of Three-Dimension Shell Element for Analysis of Composite 

Structures with Piezoelectric Patches 
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Key words and phrases: composite shell; finite element method; piezoelectric 

patches; 7-parameter shell model. 
 
Abstract: Mathematical model of electroelasticity for multilayered anisotropic 

shells with piezoelectric patches, based on 7-parameter shell theory and used 3D 
constitutive equations is presented in this paper. Mixed geometrically exact four-node 
piezoelectric shell element is developed. Numerical examples demonstrated the validity 
of the proposed model are reported.  

 
 

Anwendung des dreidimensionalen Umhüllungelementes 
für die Berechnung der Kompositenkonstruktionen 

mit den piezoelektrischen Belägen 
 

Zusammenfassung: Im Artikel wird das matematische Modell für die 
Beschreibung des elektroelastischen Zustandes der vielschichtigen anisotropen 
Umhüllungen mit den piezoelektrischen Belägen vorgelegt. Es ist auf Grund der 
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7-Parametertheorie der Umhüllungen gebaut und erlaubt, die dreidimensionalen 
Gleichungen des Zustandes zu benutzen. Es ist den gemischten geometrisch feinen 
piezoelektrischen Element der Umhüllung erarbeitet. Es sind die die Stichhaltigkeit des 
vorgeschlagenen Modells bestätigenden zahlenmäßigen Beispiele angeführt. 

 
 
Usage de l’élément de l’enveloppe à trois dimensions pour le calcul 

des constructions composites avec les appliques piézoélectriques 
 

Résumé: Dans l’article est présenté le modèle mathématique, décrivant l’état 
électrique et élastique des enveloppes anisotropes multicouches avec les appliques 
piézoélectriques, construit à la base de la théorie 7-paramétrique des enveloppes et 
permettant d’utiliser des équations à trois dimensions de l’état. Est élaboré un élément 
mixte géométriquement exacte piézoélectrique à quatre noeuds. Sont cités les exemples 
numériques confirmant la validité du modèle proposé. 
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