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_____________________________________ 

 
1. Уравнения движения 

 
Деформация среды Коссера, описываемой несимметричной теорией упруго-

сти, задается двумя кинематическими параметрами: вектором перемещения ur  и 
вектором поворота ω

r
. При этом в рассматриваемом теле возникают помимо на-

пряжений с компонентами ijσ  и моментные напряжения ijμ . 
Рассмотрим гладкую поверхность A, ограничивающую произвольную об-

ласть тела, внутрь которого через бесконечно малый элемент поверхности dA 
действует вектор сил dAp

r
 и вектор моментов dAm

r
. С учетом вектора массовых 

сил X
r

 и вектора массовых моментов Y
r

 уравнения равновесия для произвольного 
объема V имеют вид: 

 

;0=+ ∫∫
VA

dVXdAp
rr

                                                (1.1) 

 

( ) ( ) ,0=+×++× ∫∫
VA

dVYXrdAmpr
rrrrrr

                                 (1.2) 

 

где r
r

 – радиус-вектор, отсчитываемый от некоторой точки тела. 
В прямоугольной декартовой системе координат эти уравнения (1.1) и (1.2) 

перепишутся следующим образом: 
 

;0=+ ∫∫
V

i
A

i dVXdAp                                               (1.3) 
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( ) ( ) ,0εε =+++ ∫∫
V

ikjijk
A

ikjijk dVYXxdAmpx                  (1.4) 

 

где .3,1,3,1,3,1 === kji  
В качестве объема V можно выбрать бесконечно малый тетраэдр OABC  

с тремя гранями, ортогональными координатным осям. Тогда ( )1pr  – вектор сило-

вых напряжений, а ( )1m
r

 – вектор моментных напряжений, действующие на эле-

мент поверхности 321 dxdxdA = . Соответственно, векторы ( ),2pr ( )2mr  и ( ),3pr ( )3mr  
действуют на элементы 132 dxdxdA =  и 213 dxdxdA = . Составляющие силовых и 
моментных напряжений обозначаются через ijσ  и ijμ , то есть 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ).,,;,,

;,,;,,

;,,;,,

333231
3

333231
3

232221
2

232221
2

131211
1

131211
1

μμμ≡σσσ≡

μμμ≡σσσ≡

μμμ≡σσσ≡

mp

mp

mp

rr

rr

rr

                       (1.5) 
 

Пусть in  означают компоненты единичного вектора нормали n
r

 к четвертой 
грани ABC тетраэдра, а ( )npi

r
 и ( )nmi

r
 – составляющие сил и моментов, дейст-

вующих на этой грани. Тогда 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .

;

3
3

2
2

1
1

3
3

2
2

1
1

dAmdAmdAmdAm

dApdApdApdAp
rrrr

rrrr

++=

++=
 
                               (1.6) 

 

Поскольку 
 

( ) ,3,2,1;,cos; === ixnndAndA iiii
r

                              (1.7) 
 

уравнения (1.6) принимают вид: 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .

;

3
3

2
2

1
1

3
3

2
2

1
1

nmnmnmm

npnpnpp
rrrr

rrrr

++=

++=
                                     

(1.8) 
 

Учитывая (1.5), из соотношений (1.8) получается, что 
 

.; jjiijjii nmnp μ=σ=                                          (1.9) 
 

Теперь значения ip  и im  можно подставить в уравнения (1.3) и (1.4), кото-
рые примут вид: 

 

;0=+σ ∫∫
V

i
A

jji dVXdAn                                        (1.10) 

 

( ) ( ) .0μσ =+++ ∫∫ εε
V

ikjijk
A

jjillkjijk dVYXxdAnnx                   (1.11) 

 

Применение к этим уравнениям теоремы Гаусса–Остроградского о дивер-
генции приведет к следующим уравнениям: 

 

( ) ;0, =+σ∫
V

ijji dVX                                        (1.12) 
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( )[ ] .0,, =+μ+σ++σ∫ εε
V

ijjijkijkkllkjijk dVYXx                   (1.13) 

Из (1.12) в силу произвольности объема V следует, что уравнение 
 

0, =+σ ijji X                                               (1.14) 
 

справедливо в каждой точке тела. В силу этого уравнения первый член в подынте-
гральном выражении (1.13) равен нулю. Так как объем V выбран произвольно, 
справедливо соотношение  
 

.0, =+μ+σε ijjijkijk Y                                      (1.15) 
 

Тензор напряжений ijσ  несимметричен. Этот тензор будет симметричен 

только при отсутствии массовых моментов iY  и моментных напряжений ijμ .  

В этом случае уравнение (1.15) сводится к виду 0=σε jkijk , что обеспечивает в 

теории симметричной упругости симметрию тензора jiij σ=σ . 
Уравнения (1.14) и (1.15) являются уравнениями равновесия внутри тела, 

уравнения (1.9) – уравнениями равновесия на поверхности тела. Соотношения 
(1.9) можно трактовать и как граничные условия в напряжениях. 

 
«Классическая» постановка задачи несимметричной теории упругости 

 

В дальнейшем вектор массовых сил X
r

 и вектор массовых моментов Y
r

 счи-
таются равными нулю. Таким образом, уравнения (1.14) и (1.15) принимают вид: 

 

,0, =σ jji                                                    (1.16) 
 

.0, =μ+σε jjijkijk                                              (1.17) 
 

Малые деформации связаны с перемещениями соотношений Коши 
 

( )ijjiij uu ,,2
1

+=ε .                                              (1.18) 
 

Чтобы найти перемещения, необходимо решить систему шести дифференци-
альных уравнений (1.18) относительно трех неизвестных iu . Необходимым и дос-
таточным условием разрешимости этих уравнений для односвязной области явля-
ется обращение в нуль симметричного тензора несовместности η 

 

.0)( , =ε≡εη εε lmknjmniklij                                         (1.19) 
 

Дополнительной кинематической характеристикой для среды Коссера явля-
ется вектор независимого вращения с компонентами iϕ  и тензор его градиента 

,, jiijk ϕ=  который называется тензором искривлений. Несимметричные тензоры 
можно разложить на симметричные и антисимметричные части: 

 

,

;

;

;

,
A
ij

S
ijij

ijijji

A
ij

S
ijij

A
ij

S
ijij

kkk

u

+=

ω+ε=

μ+μ=μ

σ+σ=σ

                                                  (1.20) 
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где 
 

( );
2
1

,, ijjiij uu −=ω                                              (1.21) 
 

( );
2
1

,, ijji
S
ijk ϕ+ϕ=                                             (1.22) 

 

( ).
2
1

,, ijji
A
ijk ϕ−ϕ=                                             (1.23) 

 

Чтобы найти компоненты вектора вращения по известным функциям S
ijk , 

необходимо решить систему шести дифференциальных уравнений (1.22) относи-
тельно трех неизвестных iϕ . Необходимым и достаточным условием разрешимо-
сти этих уравнений для односвязной области является обращение в нуль симмет-
ричного тензора несовместности η 

 

( ) .0, =≡η εε S
lmknjmnikl

S
ij kk                                    (1.24) 

 

Линейные определяющие соотношения для изотропной среды Коссера в об-
щем случае записываются в виде: 

 

;3131
S
ijij

S
ijijij aaaa μ+δμ+σ+δΘ=ε

o
                           (1.25) 

 

;6542
S
ijij

S
ijij

S
ij aaaak σ+δΘ+μ+δμ=

o
                          (1.26) 

 

;31
A
ij

A
ijij bb μ+σ=ω                                             (1.27) 

 

,23
A
ij

A
ij

A
ij bbk μ+σ=                                             (1.28) 

 

где kkμ=μ
o

, а a1, a2, a3, a4, a5, a6, b1, b2 и b3 – независимые упругие константы, 
которые должны находиться экспериментально. 

Граничные условия задаются на поверхности Σ , ограничивающей объем  
тела: 

 

;0
ijij sn =σ

Σ
                                               (1.29) 

 

,0
ijij Sn =μ

Σ
                                              (1.30) 

 

где ni – компоненты единичного вектора нормали к поверхности ,Σ  0
is  – компо-

ненты заданных на этой поверхности усилий, а 0
iS  – компоненты заданных на 

границе моментов. 
«Классическая» постановка задачи несимметричной теории упругости в на-

пряжениях заключается в отыскании 18 компонент тензоров ijσ  и ijμ  в одно-

связной области 3ℜ∈V  из решения уравнений совместности (1.19), (1.24) с ис-
пользованием определяющих соотношений (1.25) – (1.28) и уравнений равновесия 
(1.16), (1.17) при удовлетворении граничным условиям (1.29), (1.30). 
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«Новая» постановка задачи несимметричной теории упругости 
 
Из уравнений совместности (1.19), (1.24) можно получить обобщенные урав-

нения совместности для несимметричной теории упругости: 
 

( ) ( ) ;0,,,,,,, =δσ+σ+σ+δε−ΔΘξ+ε−ε−Θ+εΔ ijklklkijkkjikijklklkijkkjikijij RQ
(1.31) 

 

( )
( ) ,0,,,

,,,,,,,

=δσ′+σ+σ′+

+δμ′+μ+μ′+δ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−Δξ′+−−+Δ

εεε ijkmnkmnimnjmnjmnimn

ijklklkijkkjikij
S

klkl
S

kijk
S

kjikij
S
ij

RQ

RQkkkkkk
oo

(1.32) 
 

где ξ , ξ′ , Q, Q′, R, R′ – пока произвольные константы. 
В работе [2] доказано следующее утверждение: 
Теорема. Если уравнения равновесия (1.16), (1.17) удовлетворяются только 

на границе: 
 

;0, =σ
Σjji                                                 (1.33) 

 

( ) ,0, =μ+σ
Σ

ε jjijkijk                                        (1.34) 
 

то при выполнении условий Q ≠ 0, Q′ ≠ 0, R ≠ ξQ, R′ ≠ ξQ′ из уравнений (1.31), 
(1.32) следует, что во всей области V удовлетворяются уравнения равновесия 
(1.16), (1.17) и уравнения совместности (1.19), (1.24). 

Таким образом, задача несимметричной теории упругости сводится к реше-
нию двенадцати уравнений (1.31) и (1.32) в напряжениях при выполнении двена-
дцати граничных условий (1.29), (1.30), (1.33) и (1.34). Чтобы выразить антисим-
метричные компоненты тензоров деформации и искривления в обобщенных урав-
нениях совместности через компоненты тензоров напряжений и моментных на-
пряжений, следует сначала обратить определяющие отношения среды для анти-
симметричных тензоров: 

 

;31 ijij
A
ij kBB +ω=σ                                             (1.35) 

 

,23 ijij
A
ij kBB +ω=μ                                              (1.36) 

 

где .и, 2
321

3
32

321

1
22

321

2
1

bbb
bB

bbb
bB

bbb
bB

−
−=

−
=

−
=  

Градиенты тензоров ijω  и A
ijk  связаны с градиентами тензоров ijε  и S

ijk   
тождествами. 

После дифференцирования уравнений (1.35) и (1.36) по jx  и использования 
тождеств [3] 
 

;,,, ikjjkikij ε−ε=ω                                           (1.37) 
 

,,,,
S

ikj
S

jki
A

kij kkk −=                                          (1.38) 
 

связывающих градиенты тензоров ijω  и A
ijk  с градиентами тензоров ijε  и S

ijk , 
получается: 
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( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ;

2222

,4361,6331

,342165,365131,

S
jij

S
jij

ii
A

jij

aBaBaBaB

BaaBaaBaaBaa

μ++σ++

+μ+++−Θ+++−=σ
o

  
(1.39) 

 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
( ) ( ) .

2222

,4263,6233

,242365,265331,

S
jij

S
jij

ii
A

jij

aBaBaBaB

BaaBaaBaaBaa

μ++σ++

+μ+++−Θ+++−=μ
o

   
(1.40)

 

 

Обобщенные уравнения совместности (1.31), (1.32) с помощью определяю-
щих соотношений (1.25) – (1.28) и тождеств (1.39), (1.40) записываются в виде 

 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )( )

( )( ) ;0

22221

22

1

1

22221

22

,43616

,,43616

,4236515

42365156

,63313

,,63313

,6533111

65331113

=δμ++ξ−+

+μ+μ++−+

+μ+−+−+−+

+δμΔ+−+−ξ++μΔ+

+δσ+++ξ−+

+σ+σ+++−+

+Θ+−+−+−+

+δΔΘ+−+−ξ++σΔ

ij
S

klkl

S
kijk

S
kjik

ij

ij
S
ij

ij
S

klkl

S
kijk

S
kjik

ij

ij
S
ij

aBaBRa

aBaBQa

aaQBaaQBa

aaRBaaRBaa

aBaBRa

aBaBQa

aaQBaaQBa

aaRBaaRBaa

o

o           

(1.41)

 

 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )( )

( )( )
( )( )
( )( ) .02

2

1

1

22221

22

22221

22

,,4361

,,6331

,42634

,,42634

,6534222

65342224

,62336

,,62336

,3136525

31365256

=μ+μ+′+

+σ+σ+′+

+δμ++′+ξ′−+

+μ+μ++′+−+

+μ+′−+′−+−+

+δμΔ+′−+′−ξ′++μΔ+

+δσ+′+ξ′−+

+σ+σ+′+−+

+Θ+′−+′−+−+

+δΔΘ+′−+′−ξ′++σΔ

εε
εε

S
nimjmn

S
njmimn

S
nimjmn

S
njmimn

ij
S

klkl

S
kijk

S
kjik

ij

ij
S
ij

ij
S

klkl

S
kijk

S
kjik

ij

ij
S
ij

aBaBQ

aBaBQ

aBaBRa

aBaBQa

aaBQaaBQa

aaBRaaBRaa

aBaBRa

aBaBQa

aaBQaaBQa

aaBRaaBRaa

o

o

          

(1.42)

 

 

«Новая» постановка задачи заключается в отыскании 12 независимых ком-
понент симметричных тензоров S

ijσ , S
ijμ  из решения 12 обобщенных уравнений 

совместности (1.41), (1.42) при удовлетворении шести граничных условий (1.29), 
(1.30) и шести уравнений равновесия на границе тела (1.33), (1.34). Антисиммет-
ричные тензоры A

ijσ  и A
ijμ  в граничных условиях можно выразить через контур-

ные интегралы: 
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( )[ ( )

( )] ( );0
3

0
1,,6

,
0

,
0

5,,3,,11
0

A
ijijk

S
ikj

S
jki

M

M
kjikij

S
ikj

S
jkikjikij

A
ij

kBBdya

aaaB

+ω+μ+μ+

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
δμ+δμ+σ+σ+δΘ+δΘ=σ ∫

       (1.43) 
 

( ) ( )

( ) ,0
3

0
2,,6

,,5,,4,
0

,
0

22
0

ij
A
ijk

S
ikj

S
jki

M

M
kjikij

S
ikj

S
jkikjikij

A
ij

BkBdya

aaaB

ω++⎥
⎦

⎤
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ σ+σ+

+δΘ+δΘ+μ+μ+
⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
δμ+δμ=μ ∫

   

(1.44) 
 

где 0M  – произвольная точка на ∑, в которой заданы величины 0
ijω  и ( )0A

ijk , а  
M – текущая точка с координатами kx .  

 
2. Эллиптичность системы обобщенных уравнений совместности 

 
Пусть задана система уравнений с N неизвестными функциями nuu ...,,1  с m 

независимыми переменными ....,,1 mxx . Эту систему можно записать так 
 

( )( ) ( ).
1

xfuDxA j

N

k s
kjk

jk

rr
=∑ ∑

= ≤α

αα                                 (2.1) 

 

Здесь αD  – некоторые линейные дифференциальные выражения 
( ),...,,1 mDDD =

r
 ( )mαα=α ...,,1  – мультииндекс, ( )....,,1 mxxx =

r
 

Если порядок дифференциального выражения равен jks , то можно записать 
 

( )( ) ,∑
≤α

αα=
jks

kjkkjk uDxAuL r
                                      (2.2) 

 

где  
 

( ) ( )( ) ., ∑
≤α

αα=
jks

jkjk DxADxL
rrr

                                      (2.3) 

 

Поэтому систему можно представить в виде 
 

( ) ( ) ....,,1,,
1

NjxfuDxL j

N

k
kjk ==∑

=

rrr
                                  (2.4) 

 

Если ввести матрицу ( ) ( )DxLDxL jk
rrrr

,, =  порядка N и N-компонентные 

векторы ( )Nuuu ...,,1=
r

 и ( ),...,,1 Nfff =
r

 то система примет матричный вид 
 

( ) ( )., xfuDxL
rrrrr

=                                            (2.5) 
 

Через ( )DxL jk
rr

,0  обозначена главная часть полиномиальной матрицы ( )., DxL
rr

 

Она получается, если в формуле (2.3) удержать только члены, у которых jks=α  
 

( ) ( ) .,0 ∑
=α

αα ξ=ξ
jks

jkjk AxL
sr

                                     (2.6) 
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Пусть ( )Nξξ=ξ ...,,1
r

 – произвольная точка пространства mℜ . Можно  
положить 

 

( ) ( ) .,0 ∑
=α

αα ξ=ξ
jks

jkjk AxL
rr

                                       (2.7) 

 

При этом 
 

( ) ( ) .,det, 00 ξ=ξ
rrrr

xLxL jk                                          (2.8) 
 

Система называется правильно эллиптической, если порядок системы p – 
четное число (p = 2M), и для каждой пары линейно независимых действительных 
векторов ξ

r
 и n

r  полином ( )nxL rrr
τ+ξ,0  комплексной переменной τ имеет ровно M 

корней с положительной мнимой частью. 
Систему обобщенных уравнений совместности (1.41), (1.42) можно рассмат-

ривать как линейную дифференциальную систему уравнений второго порядка 
относительно двенадцати независимых переменных. Главная часть полиномиаль-
ной матрицы ( ) ,12...,,1,12...,,1,,0 ==ξ jixLij

rr
будет иметь блочный вид 

 

.0
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= RLLL

RULU

RL
LLL  

 

Матрицы XL  (X заменяет любую из комбинаций LU, LL, RU, RL) имеют раз-
мерность 6×6 и записываются в единообразном виде 

 

( ) ++ 2
21 rcс XX r

( ) 2
543 2 xccс XXX +++  

+2
2 rc X r

2
5

2
3 ycxc XX ++  

+2
2 rc X r

2
5

2
3 zcxc XX ++  

( )xycс XX
542 +  yzc X

52  ( )xzcc XX
542 +  

+2
2 rc X r

2
3

2
5 ycxc XX ++  

( ) ++ 2
21 rcс XX r

( ) 2
543 2 yccс XXX +++

 

+2
2 rcX r

2
5

2
3 zcyc XX ++  

( )xycс XX
542 +  ( )yzcс XX

542 +  xzc X
52  

+2
2 rc X r

2
3

2
5 ycxc XX ++  

+2
2 rc X r

2
3

2
5 zcyc XX ++  

( ) ++ 2
21 rcс XX r

( ) 2
543 2 zccс XXX +++  

xyc X
52  ( )yzcс XX

542 +  ( )xzcс XX
542 +  

( )xycс XX
43 +  ( )xycс XX

43 +  xyc X
3  +2

1 rc X r

( )22
4 yxcX ++  

xzc X
4  yzc X

4  

yzc X
3  ( )yzcс XX

43 +  ( )yzcс XX
43 +  xzc X

4  +2
1 rc X r

( )22
4 zycx ++  

xyc X
4  

( )xzcс XX
43 +  xzc X

3  ( )xzcс XX
43 +  yzc X

4  xycX
4  +2

1 rc X r

( )22
4 zxcx ++  

 

Здесь 2222 zyxr ++=  и также введены следующие обозначения: 
 

;31 aсLU =  
 

( )( ) ( );22 65331112 aaRBaaRBacLU +−+−ξ+=  
 

( )( ) ( );22221 65331113 aaQBaaQBacLU +−+−+−=  
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( );1 633134 aBaBQaсLU +++−=  
 

( );1 633135 aBaBRacLU +++ξ−=  
 

;61 aсRU =  
 

( ) ( )( );22 16534252 ξ+−+++−= RBaaRBaaacRU  
 

( )( ) ( );22221 42365153 aaQBaaQBacRU +−+−+−=  
 

( );436164 aBaBQaсRU ++−=  
 

( );436165 aBaBRacRU ++ξ−=  
 

;61 aсLL =  
 

( )( ) ( );22 31365252 aaBRaaBRacLL +′−+′−ξ′+=  
 

( )( ) ( );22221 31365253 aaBQaaBQacLL +′−+′−+−=  
 

( );623364 aBaBQaсLL +′+−=  
 

( );623365 aBaBRacLL +′+ξ′−=  
 

;41 aсRL =  
 

( )( ) ( );22 65342222 aaBRaaBRacRL +′−+′−ξ′+=  
 

( )( ) ( );22221 65342223 aaBQaaBQacRL +′−+′−+−=  
 

( );1 426344 aBaBQaсRL ++′+−=  
 

( ).1 426345 aBaBRacRL ++′+ξ′−=  
 

Матрицы ( )nxLX rrr
τ+ξ,  для ( )0,0,1=ξ

r
 и ( )1,0,0=n

r
 запишутся в виде 

 

( )( )+τ++ 2
21 1XXс

XXX ccc 543 2 +++
 

( ) XX cc 3
2

2 1 +τ+
 

( )+τ+ 2
2 1Xc

2
53 τ++ XX cc  0 0 ( )τ+ XX cс 542  

( ) XX cc 5
2

2 1 +τ+  ( )( )2
21 1 τ++XXс

 
( ) 2

5
2

2 1 τ+τ+ XX cc  0 0 τXc52  

( ) XX cc 5
2

2 1 +τ+  ( )
2

3

2
2 1

τ+

+τ+
X

X

c

c  ( )( )+τ++ 2
21 1XXс

( ) 2
543 2 τ+++ XXX ccc

 

0 0 ( )τ+ XX cс 542  

0 0 0 
( )

X

X

c

c

4

2
1 1

+

+τ+
 τXc4  0 

0 0 0 τXc4  
( )

2
4

2
1 1

τ+

+τ+
X

X

c

c

 

0 

( )τ+ XX cс 43  τXc3  ( )τ+ XX cс 43  0 0 ( )( )2
41 1 τ++XXс
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Легко видеть, что в определителе матрицы ( )nxLX rrr
τ+ξ,  для ( )0,0,1=ξ

r
 и 

( )1,0,0=n
r

 можно выделить угол нулей размером 8×4, что значительно облегчает 
нахождение определителя этой матрицы, приведенного ниже, 

 

( ) ( )( )( ) ( )( )
( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( ).4242

121

2221

22

22
342413

2
321

2
63624

2
654231

2
643

122

ξ′+′+′−ξ++−′×

×−+++−+++×

×+−+++−τ+=Δ

QRQRQQ

BaBaBaBBBaBaBa

aaaaaaaaa

 

 
Таким образом, правильная эллиптичность достигается при следующем вы-

боре параметров: 
 

;02
643 ≠+− aaa  

 

( )( ) ( ) ;0222 2
654231 ≠+−++ aaaaaa  

 

( ) ( )( ) ;0121 2
342413

2
321

2
63624 ≠−+++−+++ BaBaBaBBBaBaBa  

 
;0≠Q  

 

;0≠′Q  
 

( ) ;042 ≠ξ++− QR  
 

( ) .042 ≠ξ′+′+′− QR  
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