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Аннотация: Математическая модель динамики сепарации частиц по раз-

меру и плотности в быстром гравитационном потоке использована для иссле-
дования влияния его структурных и кинематических характеристик на эффек-
тивность процесса. Установлено, что эффективность сепарации примеси крупных 
частиц возрастает с увеличением скорости сдвига, достигая предельных значений 
при скорости сдвиговой деформации (80 ± 5) с–1. Это объясняется доминирова-
нием сегрегации при высоких значениях скорости сдвига и концентрации твердой 
фазы, которое постепенно переходит к квазидиффузионным эффектам сепарации 
и перемешивания с возрастанием объемной доли пустот в потоке. Исследовано 
влияние неоднородности распределения концентрации твердой фазы для 
различных вариантов формы профилей распределений в сдвиговом потоке на 
интенсивность сепарации по плотности. Установлено, что наиболее высокая 
эффективность сепарации по плотности достигается при формировании в потоке 
параболического вогнутого профиля концентрации твердой фазы в результате 
возрастания движущей силы квазидиффузионной сепарации и встречного 
направления потоков сепарации в центральную часть слоя.  

 
 

 
Технологии зернистых материалов в промышленности и сельском хозяйстве, 

в общем случае, сопряжены с осуществлением процессов переработки и операций 
транспортирования, которые сопровождаются взаимным перемещением неодно-
родных частиц. Взаимодействия неоднородных частиц в режиме относительных 
перемещений приводят к их упорядоченному перераспределению в технологиче-
ском потоке по сходственным свойствам. Соответствующий физический эффект, 
играющий важную роль в технологии зернистых материалов, называют сегрега-
цией, а технологические потоки, в которых вследствие сегрегации сформированы 
области с высокой концентрацией частиц со сходственными свойствами, – сегре-
гированными [1, 2]. Таким образом, сегрегированные потоки представляют собой 
некоторую совокупность элементарных сегрегированных потоков, каждый из кото-
рых характеризуется повышенным содержанием частиц определенного свойства.  

В соответствии со спецификой физико-механических свойств частиц элемен-
тарных сегрегированных потоков они приобретают специфические реологические 
свойства, которые обеспечивают их перемещение в определенной зоне рабочего 
объема оборудования при характерных параметрах гидродинамической структу-
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ры потоков – среднем значении и дисперсии распределения времени пребывания. 
Вследствие формирования сегрегированных потоков, технологическая обработка 
неоднородных частиц осуществляется в различных условиях, отличающихся ин-
тенсивностью, временем и однородностью технологического воздействия [3 – 5].  
Если технологическим эффектом от формирования сегрегированных потоков 
пренебречь не представляется возможным, то возникает технологическая целесо-
образность оказания воздействия на процесс их формирования. В зависимости от 
того, является ли технологический эффект от формирования сегрегированных 
потоков негативным или желательным, следует стремиться либо к подавлению, 
либо  интенсификации сегрегации.  

Физические механизмы и кинетика сегрегации принципиально зависят от ус-
ловий взаимодействия частиц [6]. Вследствие этого, представляется возможным 
воздействовать на эффекты сегрегации путем изменения условий взаимодействия 
частиц в технологических потоках. В рамках настоящей работы проводится поиск 
путей решения такого рода задачи для одного из технологически важных случаев 
технологического потока. 

Наиболее общим случаем формирования условий для яркого проявления 
сегрегации характеризуются быстрые гравитационные течения [7]. Такого рода 
течения формируются на естественных откосах несвязных зернистых материалов 
в машинах и аппаратах, силосах, бункерах и буртовых хранилищах, на вибраци-
онных и гравитационных технологических и транспортирующих скатах и др.  
Характерная особенность такого рода течений – взаимодействие частиц в режиме 
быстрой сдвиговой деформации, происходящей под воздействием гравитации.  
В таких условиях напряжения генерируются преимущественно под действием 
ударных импульсов, которыми обмениваются частицы, взаимодействуя друг  
с другом через поверхность сдвига. При этом частицы имеют кроме скорости по-
ступательного перемещения в направлении сдвига ярко выраженную хаотически 
распределенную в пространстве скорость флуктуаций. Скорость флуктуаций  вы-
зывает дилатансию среды и во многом определяет ее реологические (вязкостные) 
свойства в состоянии быстрого сдвига, обнаруживая определенную аналогию  
с газом. В связи с этим зернистые материалы в условиях быстрого сдвигового те-
чения часто называют  «газом твердых частиц» [8].  

Перечисленные особенности быстрых гравитационных течений позволили 
адаптировать для описания их динамики основные положения молекулярно-
кинетической теории плотного газа [9] и на ее базе сформулировать уравнение 
состояния зернистой среды в условиях быстрого гравитационного сдвига. Урав-
нение состояния [10] описывает взаимосвязь между дилатансией ε , отражающей 
относительное увеличением доли свободного объема в зернистой среде под воз-
действием сдвиговой деформации, «температурой» зернистой среды Е, представ-
ляющей собой кинетическую энергию частиц в их взаимных перемещениях,   
и литостатическим давлением р  

 

p

Eχ
=ε ,                                                             (1) 

 

где χ – коэффициент уравнения состояния зернистой среды при быстром гравита-
ционном сдвиге, зависящий от физико-механических свойств частиц [7]. 

Дилатансия потока ε  в расчете на единицу объема твердой фазы определя-
ется выражением  
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где ε, ε0 – локальное значение объемной доли пустот в слое в условиях сдвиговой 
деформации и объемная доля пустот для слоя в состоянии покоя соответственно. 

В рамках решаемой задачи температуру зернистой среды представляется 
возможным выразить в классическом варианте ее представления [8] как энергию 
хаотических колебаний частиц (кг⋅м2⋅с–2): 

2
3

)(
12

V
d

E ′ρ
π

= ,                                                      (3) 
 

где V ′  – скорость флуктуаций частиц, м⋅с–1; d – диаметр частиц, м; ρ – плотность 
частиц, кг⋅м–3.   

Скорость флуктуаций частиц определяется как функция частоты f, с–1, 
столкновений частиц, участвующих в переносе импульса через поверхность сдви-
га [7, 10], и среднего расстояния s, м, между частицами слоя 
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где xu  – среднее значение скорости перемещения частицы в направлении сдвига 
x, м⋅с–1; у – декартова координата в направлении основания потока; φ – коэффи-
циент, зависящий от физико-механических свойств частиц; dydu x  – скорость 
сдвиговой деформации в гравитационном потоке, с–1. 

Литостатическое давление p, Н⋅м–2, вычисляется следующим образом: 
 

( ) ( ) ( ) dygyyyp
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cos)(1 ,                                  (5) 

где h – высота слоя, м; α – угол наклона ската к горизонту; g – гравитационное 
ускорение, м⋅с–2. 

С учетом выражений (3), (4) представляется возможным заменить темпера-
туру зернистой среды E в уравнении состояния зернистого материала в условиях 
быстрой сдвиговой деформации (1) ее функционалом, включающим скорость 
сдвиговой деформации в качестве параметра состояния среды, 
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где ψ – коэффициент, зависящий от физико-механических свойств частиц. 
Уравнение состояния (6) определяет взаимную корреляцию распределений 

скорости и концентрации твердой фазы в быстром гравитационном потоке и по-
зволяет по одному из названных распределений определять другое распределение. 
Поскольку коэффициент ψ в уравнении (6) можно принять независящим от струк-
турно-кинематических параметров потока в достаточно широком диапазоне их 
изменения [11], то в результате обеспечиваются условия для проведения на его 
базе виртуального вычислительного эксперимента по исследованию влияния ус-
ловий гравитационного течения на эффекты сепарации. 

Виртуальный эксперимент проведен на базе общего уравнения динамики се-
парации [7], которое учитывает сегрегацию как один из эффектов сепарации, на-
ряду с эффектом квазидиффузионной сепарации, а также потоки конвекционного 
и квазидиффузионного перемешивания. Для случая двухмерного гравитационного 
течения уравнение описывает динамику поля концентрации контрольного компо-
нента ),,( τyxc  
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где ))(1( yb ε−ρ=ρ  – насыпная плотность частиц; difD  и mD  – кинетические ко-
эффициенты соответственно квазидиффузионного перемешивания  и квазидиф-
фузионной сепарации (миграции), которые определяются аналитически, м2с–1; K – 
коэффициент сегрегации, (Н⋅с)–1; ΔM – вычисляемая аналитически движущая сила 
сегрегации, Н⋅м [6, 7]. Коэффициент сегрегации K является единственной кинети-
ческой характеристикой уравнения (7), которая определяется экспериментально 
[6, 7] в виде константы для достаточно широкого диапазона изменения свойств 
частиц. 

Начальные и граничные условия для уравнения динамики сепарации (6) 
формулируются в следующем традиционном виде [6, 7]: 
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где 0c  – среднее значение концентрации контрольного компонента в потоке, кг/кг. 
Согласно результатам исследования [6] процесс сепарации примеси крупных 

частиц протекает при определяющем значении эффекта сегрегации в соответст-
вии с механизмом гидромеханического разделения, интенсивность которого оп-
ределяется скоростью сдвига. Сепарация примеси частиц по плотности осуществ-
ляется при доминирующем значении эффекта миграции (квазидиффузионной се-
парации) [6, 12]. Интенсивность квазидиффузионной сепарации определяется 
градиентом объемной доли твердой фазы в гравитационном потоке. Характер 
распределений скорости сдвига и объемной доли твердой фазы в потоке зерни-
стой среды определяется с использованием уравнения состояния (6), которое по-
зволяет в виртуальном эксперименте произвольным образом варьировать одним 
из распределений в гравитационном потоке и определять соответствующее ему 
распределение другого параметра.  

Исследование влияния структурных и кинематических параметров гравита-
ционного потока зернистого материала на эффекты сепарации по размеру и плот-
ности проведено при использовании в качестве базового варианта параметров 
полученных экспериментальным методом [6] профилей скорости u(у) и объемной 
доли твердой фазы v(у) бинарной смеси стеклянного бисера (рис. 1).  

 

 
Рис. 1. Профили осредненных значений поступательной скорости u(у)  
и объемной доли твердой фазы v(у) в быстром гравитационном потоке  

на шероховатом скате для бисера с фракционным составом  
+3,25 –3,5 мм (88 %) и  +3,6 –3,75 мм (12 %) 
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Исследование влияния скорости сдвига на сепарацию частиц по размеру  
в гравитационном потоке проводили, задаваясь виртуальными профилями про-
дольной скорости перемещения частиц на шероховатом скате. При этом исходили 
из экспериментального профиля скорости (рис. 2, а), но в целях внесения опреде-
ленности в задачу исследования скорость сдвига принималась постоянной по вы-
соте слоя. Далее с использованием уравнения (6) определяли профили объемной 
доли твердой фазы, соответствующие назначенным профилям скорости (рис. 2, б).  

На базе установленных структурных и кинематических параметров гравита-
ционного потока с использованием уравнения (7) при граничных и начальных  
условиях (8) и (9) проводилось моделирование динамики сепарации частиц.  
Моделирование осуществлялось путем интегрирования уравнения (7) численным 
методом с использованием конечно-разностной схемы Кранка–Николсон [13].  
Для анализа степени влияния различных эффектов сепарации на динамику про-
цесса моделирование проводилось по трем вариантам: 1) с учетом только эффекта 
квазидиффузионной сепарации; 2) с учетом только эффекта сегрегации; 3) при 
комплексном учете названных эффектов сепарации. Эффективность сепарации 
оценивалась путем определения неоднородности распределения контрольного 
компонента в потоке, которая выражалась с использованием коэффициента ва-
риации: 

( ) ( )
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1100
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где с , ic – средние значения концентрации контрольного компонента в потоке  
и в его i-м подслое соответственно, кг/кг; iu  – среднее значение продольной ско-
рости частиц i-го подслоя потока, м/с; iρ  – средняя плотность частиц в i-м под-
слое потока материала, кг/м3; iHΔ  – толщина i-го подслоя, м. 

Зависимость коэффициента вариации V в распределении концентрации  
крупных частиц модельной смеси от скорости сдвига в быстром гравитационном 
потоке  при инвариантной толщине слоя представлена на рис. 3. Полученная за-
висимость )/( dydufV =  обнаруживает ярко выраженный максимум при скоро-
сти сдвиговой деформации, равной (80 ± 5) с–1. 

Наличие экстремальных значений коэффициента вариации распределения 
концентрации различных по размеру частиц в потоке позволяет объяснить вари-
анты моделирования динамики процесса с альтернативным учетом того или иного 

 

 
 

Рис. 2. Экспериментальные (1) и виртуальные (2 – 7) профили осредненных значений 
поступательной скорости (а) и объемной доли твердой фазы (б) в быстром  

гравитационном потоке бисера при средних значениях скорости сдвига du/dy, с–1:  
1 – 40; 2 – 50; 3 – 60; 4 – 70; 5 – 80; 6 – 95; 7 – 110 
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Рис. 3. Коэффициент вариации состава бидисперсной смеси частиц бисера  
как функция скорости сдвига в быстром гравитационном потоке 

 
эффекта сепарации. Результаты моделирования свидетельствуют, что увеличение 
коэффициента вариации с увеличением скорости сдвига на восходящем участке 
кривой происходит вследствие доминирования в соответствующих условиях эф-
фекта сегрегации. Снижение коэффициента вариации при дальнейшем увеличе-
нии скорости сдвига объясняется переходом доминирующей роли от сегрегации  
к квазидиффузионной сепарации, который вызван интенсификацией квазидиффу-
зионных процессов с увеличением объемной доли пустот при высоких скоростях 
сдвига [14]. 

Вычислительный эксперимент по исследованию влияния структурных и ки-
нематических параметров гравитационного потока на динамику сепарации частиц 
по плотности проведен с использованием монодисперсной смеси частиц размером 
3,375 мм, состоящую из двух фракций плотностью 2500 кг/м3 (88 %) и плотно-
стью 4000 кг/м3 (12 %). Результаты исследования, полученные в работах  
[6, 14, 15], свидетельствуют о доминирующей роли эффекта квазидиффузионной 
сепарации в процессе сепарации частиц по плотности в быстром гравитационном 
потоке. Поскольку движущей силой квазидиффузионной сепарации является гра-
диент среднего расстояния между частицами в потоке, то в качестве варьируемой 
характеристики гравитационного течения в исследовании выбрана форма профи-
ля неоднородности распределения твердой фазы и параметры распределения.  
В эксперименте использованы профили распределения объемной доли твердой 
фазы трех типов: 1) гиперболические (рис. 4); 2) параболические вогнутые  
(рис. 5); 3) параболические выпуклые (рис. 6). Для названных профилей с различ-
ными градиентами объемной доли твердой фазы с использованием уравнения (6) 
получены соответствующие профили скорости частиц в направлении сдвига.  
На рисунках 4 – 6 представлены совокупности профилей, характеризующих 
структурно-кинематические свойства быстрых гравитационных течений зерни-
стого материала, для трех вышеназванных форм распределений объемной доли 
твердой фазы. 

С использованием совокупности профилей (см. рис. 4 – 6) определялись 
структурно-кинематические параметры гравитационных потоков, и на базе урав-
нения (7) при граничных и начальных условиях (8) и (9) моделировалась динами-
ка сепарации частиц по плотности. Моделирование проводилось путем интегри-
рования уравнения (7) численным методом с использованием конечно-разностной 
схемы Кранка–Николсон [13]. В целях анализа степени влияния различных эф-
фектов сепарации на динамику процесса моделирование проводилось по трем 
вариантам: 1) с учетом только эффекта квазидиффузионной сепарации; 2) с уче- 
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                                  а)                                                                    б) 
 

Рис. 4. Виртуальные профили объемной доли твердой фазы v(у) гиперболической 
формы (а) и осредненных значений поступательной скорости  u(y) (б) в быстром  
гравитационном потоке бисера при v(у)  в центральной части слоя, равной: 

1 – 0,44; 2 – 0,375; 3 – 0,3; 4 – 0,23; 5 – 0,175 
 
 

 
                                      а)                                                                б) 
 

Рис. 5. Виртуальные профили объемной доли твердой фазы v(у) параболической  
вогнутой формы (а) и осредненных значений поступательной скорости  u(y) (б)  

в быстром гравитационном потоке бисера при v(у)  в центральной части слоя, равной: 
1 – 0,4; 2 – 0,3; 3 – 0,2; 4 – 0,1; 5 – 0,01 

 
 

 
                                а)                                                                     б) 
 

Рис. 6. Виртуальные профили объемной доли твердой фазы  v(у) параболической  
выпуклой формы (а) и осредненных значений поступательной скорости u(y) (б)  

в быстром гравитационном потоке бисера при  v(у)  в центральной части слоя, равной: 
1 – 0,58; 2 – 0,5; 3 – 0,4; 4 – 0,3; 5 – 0,2 
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Рис. 7. Коэффициент вариации как функция объемной доли твердой фазы  
в центральной части слоя для трех типов профилей ее распределений в потоке: 
1 – гиперболический; 2 – параболический выпуклый; 3 – параболический вогнутый 

 
том только эффекта сегрегации; 3) при комплексном учете названных эффектов 
сепарации. В результате установлено, что во всех случаях моделирования доми-
нирующая роль в процессе сепарации по плотности принадлежит эффекту квази-
диффузионной сепарации.   

По результатам моделирования распределений концентрации неоднородных 
частиц, рассчитаны коэффициенты вариации концентрации по формуле (7), кото-
рые использованы для характеристики эффективности сепарации. Зависимости 
коэффициента вариации от объемной доли твердой фазы в центральной части по-
тока для трех форм профилей ее распределений приведены на рис. 7. 

Полученные результаты позволяют сделать однозначный вывод о том, что 
для всех форм профилей распределений объемной доли твердой фазы увеличение 
градиента концентрации твердой фазы сопровождается возрастанием коэффици-
ента вариации. Это является еще одним подтверждением доминирующей роли 
эффекта квазидиффузионной сепарации в формировании распределений концен-
трации частиц различной плотности в широком диапазоне изменения структурно-
кинематических параметров быстрых гравитационных течений. Наиболее высокая 
неоднородность распределения концентрации частиц различной плотности в гра-
витационном потоке (коэффициент вариации) наблюдается при параболическом 
вогнутом профиле распределения объемной доли твердой фазы, а наименьшая – 
при параболическом выпуклом. Наблюдаемый эффект, очевидно, связан с проти-
воположным направлением градиента объемной доли твердой фазы в случаях 
выпуклого и вогнутого профилей распределений. Поскольку средние по объему 
слоя значения движущей силы квазидиффузионной сепарации, пропорциональ-
ные градиенту объемной доли твердой фазы, примерно одинаковы для случаев 
выпуклого и вогнутого профилей, то причиной различной кинетики может быть 
различная диффузионная проницаемость среды в альтернативных условиях ее 
течения. Диффузионная проницаемость среды пропорциональна скорости флук-
туаций частиц и среднему расстоянию между ними (дилатансии) [9].  Поскольку 
скорость флуктуаций частиц в сдвиговом потоке пропорциональна скорости сдви-
га, а дилатансия среды увеличивается пропорционально квадрату скорости сдвига 
(6), то, согласно профилям скорости, представленным на рис. 5 и 6, более высокой 
склонностью к диффузионному проницанию характеризуется поток с параболиче-
ским вогнутым профилем  объемной доли твердой фазы. 
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Полученные результаты исследования позволяют использовать их в качестве 
научной базы для разработки технологических решений по организации процес-
сов переработки зернистых материалов. В зависимости от отличительных свойств 
частиц и их концентрации в смеси, определяются гидродинамические условия их 
взаимодействия в быстром гравитационном потоке, обеспечивающие достижение 
необходимого технологического эффекта. 
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The Influence of the Structural and Kinematic Characteristics  
of the Gravitational Flow of a Grain Medium on the Effects  

of Separation by Size and Density 
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Abstract: A mathematical model of the dynamics of separation of particles by 

size and density in a fast gravitational flow is used to study the influence of its structural 
and kinematic characteristics on the efficiency of the process. It has been established 
that the separation efficiency of coarse particles increases with increasing shear rate, 
reaching limiting values at a shear strain rate of (80 ± 5) s–1. This is explained by the 
dominance of segregation at high values of shear rate and solid phase concentration, 
which gradually passes to quasi-diffusion effects of separation and mixing with an 
increase in the volume fraction of voids in the flow. The influence of the inhomogeneity 
of the distribution of the concentration of the solid phase for various variants of the 
shape of the distribution profiles in the shear flow on the density separation intensity is 
studied. It has been established that the highest density separation efficiency is achieved 
when a parabolic concave solid phase concentration profile is formed in the flow as a 
result of an increase in the driving force of quasi-diffusion separation and the opposite 
direction of separation flows to the central part of the layer. 
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Einfluss der strukturellen und kinematischen Eigenschaften  
der Gravitationsströmung des Kornmediums auf die Auswirkungen  

der Trennung nach Größe und Dichte 
 

Zusammenfassung: Das mathematische Modell der Dynamik der Trennung von 
Partikeln nach Größe und Dichte in einer schnellen Gravitationsströmung ist verwendet, 
um den Einfluss seiner strukturellen und kinematischen Eigenschaften auf die Effizienz 
des Prozesses zu untersuchen. Es ist festgestellt, dass die Separierungsleistung von 
großen Partikeln mit zunehmender Schergeschwindigkeit zunimmt und bei der 
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Scherverformungsgeschwindigkeit von (80 ± 5) с–1 Grenzwerte erreicht. Dies erklärt 
sich durch die Dominanz der Segregation bei hohen Werten der Schergeschwindigkeit 
und Festphasenkonzentration, die allmählich zu Quasi-Diffusionseffekten der Trennung 
und Vermischung mit einer Zunahme des Volumenanteils von Hohlräumen in der 
Strömung übergeht. Es ist der Einfluss der Inhomogenität der Konzentrationsverteilung 
der Festphase für verschiedene Varianten der Form der Verteilungsprofile in der 
Scherströmung auf die Intensität der Dichtetrennung untersucht. Es ist festgestellt, dass 
die höchste Dichteabscheidungseffizienz bei der Bildung in dem Strom des 
parabolischen konkaven Profils der Festphasenkonzentration infolge der Erhöhung der 
Antriebskraft der Quasidiffusionsabscheidung und der entgegengesetzten Richtung der 
Trennströme in den zentralen Teil der Schicht erreicht wird. 

 
 

Influence des caractéristiques structurelles et cinématiques  
du flux gravitationnel du milieu granulaire sur les effets  

de séparation en taille et en densité 
 
Résumé: Pour étudier l'influence de ses caractéristiques structurelles et 

cinématiques sur l'efficacité du processus est utilisé le modèle mathématique de la 
dynamique de séparation des particules en termes de mesure et de densité dans un flux 
gravitationnel rapide. Est établi que l'efficacité de la séparation des impuretés de grosses 
particules augmente avec l'augmentation du taux de cisaillement, atteignant les valeurs 
limites à un taux de déformation au cisaillement (80 ± 5) s–1. Cela s'explique par la 
prédominance de la ségrégation à des taux de cisaillement élevés et à la concentration 
en phase solide, qui passe progressivement aux effets de quasi-diffusion de la séparation 
et du mélange avec l'augmentation de la fraction volumique des vides dans le flux. Est 
étudié l'effet de l'hétérogénéité de la distribution de la concentration en phase solide 
pour de différentes variantes de la forme des profils de distribution dans le flux de 
cisaillement sur l'intensité de la séparation en fonction de la densité. Est établi que 
l'efficacité de séparation de densité la plus élevée est obtenue lors de la formation d'un 
profil concave parabolique de concentration en phase solide dans le flux en raison de 
l'augmentation de la force motrice de la séparation de quasi-diffusion et de la direction 
opposée des flux de séparation dans la partie centrale de la couche. 
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