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Аннотация: Предложен способ оценки эффективности ротационного сме-

шения указанного типа сыпучих материалов по степени близости диапазонов из-
менения экстремальных значений углов, характеризующих получаемые потоки 
частиц компонентов. К основным конструктивным особенностям ротационного 
смешения относятся угловые смещения двух рядов однонаправленных упругих 
прямоугольных лопаток, расположенных по касательной к цилиндрической по-
верхности смесительного барабана. Моделирование законов распределения зер-
нистых материалов выполнено с помощью энергетического метода с учетом па-
раметров ротационного смешения в целях подготовки соответствующей киберфи-
зической платформы. 
 
 
 

Введение 
 

Негативным следствием ускоренных темпов развития химической промыш-
ленности, энергетических комплексов и объектов строительной индустрии явля-
ется возрастание общих объемов отходов. Необходимость переработки значи-
тельных потоков вторичного сырья [1], в том числе техногенного характера, при-
водит к проблеме поиска новых форм и способов достижения показателей энерго- 
и ресурсоэффективности. Один из видов вторичного промышленного сырья – 
зернистые материалы, дальнейшее применение которых или их утилизация зачас-
тую связаны с предварительным качественным смешением. Достижение показа-
телей однородности получаемой зернистой смеси в данной случае рассматривает-
ся как приоритетное [2, 3]. Привлечение принципов работы киберфизических сис-
тем позволяет успешно справляться с такого рода задачами [4]. При этом подго-
товительный этап формирования киберфизической платформы требует установ-
ления достаточно полных наборов параметров, определяющих информационные 
переменные проектируемого конструктивного решения для технологического 
процесса смешения техногенного сырья. Например, в состав подобных смесей 
строительного назначения может входить шлаковый песок как продукт сжигания 
на теплоэлектростанциях (ТЭС) топлива из твердых материалов [5]. Однако от-
сутствие стабильности характерных механических свойств данных продуктов пе-
реработки приводит к дополнительным сложностям получения соответствующих 
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качественных зернистых смесей, свободных от эффекта сегрегации при заданном 
регламентном гранулометрическом составе [1, 6].  

Организация непрерывного режима смешения зернистых материалов в раз-
реженных потоках требует выполнения ряда условий на технические характери-
стики аппарата, в которые входят, например, следующие наборы [4, 7, 8]: 

а)  параметров конструкции (геометрические размеры основных смеситель-
ных элементов, рабочей камеры); 

б)  режимных показателей (частота вращения барабана, высота слоев компо-
нентов и зазор между барабаном и опорной плоскостью для указанных слоев); 

в)  характеристик свойств смешиваемых компонентов и материалов конст-
рукции (механические, физические). 

Заметим, что эффективность применения смесительных элементов в виде 
упругих лопаток [9] или щеток [3, 4, 10] различных форм и способов закрепления 
на вращающемся барабане (внешним [3, 4, 10] или внутренним [11] образом)  
существенно зависит от их конструктивных параметров, системы дозирования.  

Цель работы – оценка эффективности ротационного смешения зернистых 
материалов по степени близости диапазонов изменения экстремальных значений 
углов, характеризующих получаемые потоки частиц компонентов, на основе со-
ответствующей стохастической модели. При этом использованы основные прин-
ципы системно-структурного анализа изучаемого процесса [12] и энергетический 
метод моделирования Ю. Л. Климонтовича [13] для указанного процесса ротаци-
онного смешения зернистого сырья на этапе подготовки соответствующей кибер-
физической платформы. 

 
Применение комплекса режимно-конструктивных параметров процесса  

при моделировании ротационного смешения 
 

На этапе формирования киберфизической платформы особую роль играют 
информационные параметры [7, 9] исследуемого процесса получения сыпучей 
смеси, в том числе из промышленных отходов. Кратко остановимся на вопросе 
некоторых конструктивных особенностей процесса ротационного смешения зер-
нистого сырья, например, реализуемого в аппарате с подвижной лентой [14] или  
в рабочей камере с цилиндрическим корпусом [15] для указанного смесительного 
узла. В частности, для образования потоков сыпучих компонентов в разреженном 
состоянии используются смесительные барабаны с упругими лопатками. Такие 
прямоугольные лопатки закреплены в два ряда в одном направлении по касатель-
ной к внешней цилиндрической поверхности данного барабана с равными угло-
выми интервалами. Описанные ряды лопаток имеют их одинаковое число, при 
этом наблюдаются угловые смещения рядов по отношению друг к другу в плос-
кости поперечного сечения к оси барабана. 

Для дальнейшего моделирования обозначим весь набор конструктивных па-
раметров основного смесительного узла аппарата в виде следующего множества: 

 
( ) ( ) ( ){ }tYtXBAtZ ,,,≡ ,                                                 (1) 

 

где { }const1 =≡ kAA  – параметры для смесительного узла конструкции, 11 ,1 sk = ; 
{ }const2 =≡ kBB  – параметры для заданного режима непрерывного процесса пе-

реработки зернистого сырья, 22 ,1 sk = ; ( ) ≡tX { } { }iXXX =≡ 21,  – входные пара-

метры для компонента, 2,1=i ; ( ) { }iC XVtY ,≡  – выходные параметры при требуе-
мом значении коэффициента неоднородности готового продукта CV .  
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Полные множества составляющих набора Z  из выражения (1) имеют вид: 
 

{ }ε= ,,,,,,,, rsbbbCbb KKhqlRLRA ;                                       (2) 
 

{ }ω= ,,0 LiHHB ;                                                  (3) 
 

{ }ViVi QCX ,= ;                                                      (4) 
 

{ }ViViCC QCVVY ,,,reg Δ= ,                                               (5) 
 

где bb LR ,  – радиус и длина смесительного барабана соответственно; CR  – ха-
рактерный размер рабочей камеры (например, ширина подвижной ленты или ра-
диус цилиндрического корпуса для смесительного барабана); bbb hql ,,  – длина, 
ширина и высота лопатки прямоугольной формы соответственно; rs KK , – число 
упругих лопаток каждого ряда и число рядов (пусть 2=rK ); ε – угловые смеще-
ния для rK  рядов по отношению друг к другу в  плоскости поперечного сечения  
к оси барабана; 0H  – высота зазора между барабаном и опорной поверхностью 
для слоев зернистого сырья; LiH  – полная высота i-го слоя на входе в указанный 
зазор; ω – угловая скорость вращения смесительного элемента (барабана); ViC  – 
объемные доли смешиваемых сыпучих компонентов; ViQ  – значение объемного 

расхода i-го зернистого материала; reg
CV  – регламент для оценки качества смеси 

по критерию в виде коэффициента неоднородности CV ; CVΔ  – заданная абсо-

лютная погрешность для значения reg
CV . 

Следовательно, с учетом того, что получаемая смесь является двухкомпо-
нентной ( 2,1=i ), общее число информационных переменных 19=zK . Кроме 
того, особое место в числе факторов, влияющих на характер смешивания зерни-
стых компонентов, занимают их физико-механические характеристики, например, 
входящие в множество { }iiDQ ρ= , , здесь iD  – диаметры частиц смешиваемого 

зернистого сырья, 2,1=i ; iρ  – плотности соответствующих веществ. 
Заметим, что при проектировании смесительного аппарата ротационного ти-

па формирование оптимизационной задачи по нахождению соответствующих оп-
тимальных значений параметров носит многофакторный характер. Однако при 
решении практических задач часто бывает достаточно выявить рациональные ин-
тервалы изменения параметров класса Z из выражения (1) на основе математиче-
ского моделирования исследуемого процесса с учетом наиболее значимых его 
факторов, которые также требуется установить. 

Основой проектирования ротационного аппарата для смешения зернистого 
сырья служит моделирование образования потоков компонентов в разреженном 
состоянии с позиций стохастического подхода [16, 17]: методов кибернетического 
характера [18], использование временны́х рядов [19], понятия информационной 
энтропии [20] и цепей Маркова при ряде модификаций [21, 22]. Имеются все 
предпосылки для применения методологии киберфизической системы к исследо-
ванию указанного случайного процесса смешения и разработке инженерной мето-
дики расчета его параметров. Уровень управления процессом смешения зернисто-
го сырья (в соотношении объемных долей компонентов 21 : VV CC ) достигается 
через множество информационных переменных Z благодаря обратной связи со-
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гласно (1), (2). Последние проявляются, например, в форме сравнительных расче-
тов прогнозируемого CV  и регламентного reg

CV  значений коэффициента неодно-
родности готовой смеси. Целесообразность применения вероятностного описания 
картины распределения частиц сыпучих материалов в образующихся потоках вы-
текает из случайного характера указанного процесса смешения. Предпочтение 
отдается энергетическому методу Ю. Л. Климонтовича [13], уже апробированно-
му для решения аналогичных задач [3, 4, 9, 10]. 

Предпринятая попытка моделирования процесса смешения зернистых мате-
риалов для барабана с однорядным набором упругих не радиальных лопаток 

)1( =rK  может быть расширена для случаев двухрядного  )2( =rK  или много-
рядного креплений [12]. Остановимся на втором случае, когда 2=rK .   

Пусть слои смешиваемых компонентов зернистого сырья ( 2,1=i ) после их 
дозирования и вертикальной загрузки попадают в зазор вращающегося барабана  
и опорной поверхности (для подвижной ленты или соосной цилиндрической ка-
меры). Затем частицы из указанных слоев взаимодействуют с упругими лопатка-
ми, отрываются от них и переходят в разреженное состояние, образуя однона-
правленные потоки зернистых сред. С учетом случайности поведения множества 
частиц каждого компонента предполагается выполнение положений энергетиче-
ского метода, приведенных в [13]. Пусть зернистое сырье, подлежащее перера-
ботке, имеет частицы, близкие по форме к сферическим с диаметром iD , равным 
усредненному значению по фракциям. Вследствие однонаправленности движения 
указанных потоков ( 2,1=i ) считается, что данные макросистемы свободны от 
макромасштабных флуктуаций их состояний. Поведение частиц указанных ком-
понентов соответствует энергетически закрытым макросистемам. Тогда описание 
стационарного случая для решения кинетического уравнения Фоккера–Планка 
при однородном, стационарном случайном процессе Маркова выполняется с по-
мощью фазовых переменных ),( yijxij VV  или в представлении полярных коорди-
нат ),( ijijr θ . Используя принятые выше приближения и выражая скорость центра 

масс частицы каждого компонента ( 2,1=i ) в зависимости от положения конеч-
ных точек упругих лопаток при их перемещении по спирали Архимеда [9], фор-
мируется выражение для энергии стохастического движения частицы ( )ijijij rE θ, .  

Указанная зависимость ( )ijijij rE θ, , согласно множеству (3), соответствует 
элементу фазового объема 

ijijijij ddrrd θω−=Ω 2                                                  (6) 
 

и учитывает множество параметров из выражения (1): А – для смесительного узла 
конструкции, 11 ,1 sk = ;  B – для заданного режима непрерывного процесса пере-

работки зернистого сырья, 22 ,1 sk = .  
В отличие от данных, приведенных в [9], уравнение спирали Архимеда  
 

( ) ijijAijr θλ+λ=θ 10                                                     (7) 

дополнительно учитывает параметр 0H  из набора (3) и наличие второго ряда ло-
паток  ( 2=rK ). Выражение (7) содержит коэффициенты 10, λλ , которые зависят 
от наборов А, В из выражений (2), (3): 
 

( ) 000 cos1 HRb +ϕ−=λ ;                                             (8) 
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где  
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sKπ=ϕ 20 .                                                      (11) 
 

Общий вид энергии стохастического движения частицы ijE  при 2,1=i   

с учетом (7) и угловой жесткости лопаток uk  задается выражением  
 

( ) ( )[ ] ( ) 210 22
30

2
ijuijijiijijiiijij kwDwsDaE θ+θ+θω=θ ,                      (12) 

 

где с учетом (8) – (11) обозначено: 
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⎪⎭

⎪
⎬
⎫
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⎪
⎨
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λλ≡

0
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103 arctg3sin
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1
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Дифференциальные функции распределения ( )ijijp θ  для числа частиц ijN      

в потоках зернистых компонентов после работы смесительного узла «барабан – 
упругие лопатки» получены в зависимости от угла рассеивания ijθ :

 
 

( )
ij

ij

ij
ijij

d

dN

N
p

θ
=θ

1
;                                                    (20) 
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( ) ( )∏
=

θ=θ
rK

j
ijiiji pP

1
,                                                   (21) 

 

где полные функции распределения ( )ijiP θ  определяются независимыми случайными 

процессами взаимодействия частиц смешиваемых компонентов с упругими лопат-
ками разных рядов, расположенных с угловыми смещениями ε. При нахождении 

( )ijijp θ  и ( )ijiP θ  в соответствии с выражениями (20), (21) использован следующий 

вид стационарного решения кинетического уравнения Фоккера–Планка [13]: 
 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
α=

ij

ij
ijij

E

E
f

0

exp ,                                                     (22) 

 

где параметры ijα  и ijE0  определяются соответственно нормировочными опера-

циями и балансом энергий на этапах захвата зернистых частиц лопатками в зазоре 
барабана и их рассеивания в потоках. Полученные согласно (12) – (19) аналитиче-
ские выражения для функций ( )ijijp θ  и ( )ijiP θ  не приводятся вследствие их гро-

моздкости. Результаты моделирования в дальнейшем могут быть использованы 
для анализа условий достижения регламентной производительности процесса 
смешения зернистого сырья, в том числе с учетом дополнительного этапа ударно-
го смешивания [23, 24]. 

 
Результаты моделирования 

 
Результаты работы смесительного узла с двумя рядами лопаток иллюстри-

руются на примере получения предварительного состава для строительной смеси 
из зернистого сырья c двумя компонентами (рис. 1 – 3): песка шлакового  
ГОСТ 5578–2019 (i = 1; ρ1 = 1,30⋅103 кг/м3; D1 = 2,25⋅10–4 м) и природного песка  
 

 
 

 
Рис. 1. Зависимость ( )ωθ ,ijijp : 

а – песок шлаковый ГОСТ 5578–2019 (i = 1);  б – песок природный ГОСТ 8736–2014 
(i = 2);  Ks = 8; Kr = 2; δ = 0,67;  1 – ε = 0; 2 – ε = 0,3927 рад; 3 – ε = 0,5236 рад 

θ2j,  рад 
ω, с–1 ω, с–1 

р1j р2j 
1 1

 2 
3

a) б)
θ1j,  рад 

3
 2
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Рис. 2. Зависимость ( )ωθ ,11 jP  для песка шлакового ГОСТ 5578–2019 (i = 1): 

Ks = 8; Kr = 2; ω = 57,6 с–1; а –  ε = 0; б – ε = 0,3927 рад; в – ε = 0,5236 рад; 
1 – δ = 0,60; 2 – δ = 0,67; 3 – δ = 0,70 

 

 
 

Рис. 3. Зависимость ( )ωθ ,22 jP  для песка природного ГОСТ 8736–2014 (i = 2): 

Kr = 2; ω = 57,6 с–1; а –  ε = 0; б – ε = 0,3927 рад; в – ε = 0,5236 рад; 
1 – δ = 0,60; 2 – δ = 0,67; 3 – δ = 0,70 

 
ГОСТ 8736–2014 при i = 2; ρ2 = 1,80⋅103 кг/м3; D2 = 2,0⋅10–4 м. Пусть 
ω = 41,0…53,0 с–1; Rb = 3,0⋅10–2 м; lb = 4,5⋅10–2 м; Ks = 8; Kr = 2; H0 = 3,0⋅10–2 м; 
HL = HL1 + HL2 = 3,0⋅10–2 м. Данные о полученных значениях энергетического 
параметра ijkE0  при ω = 57,6 с–1  приведены в табл. 1 [25, 26]. 

Анализ результатов позволяет выявить основные факторы, вносящие наи-
больший вклад в характер поведения искомых функций ( )ijijp θ  и ( )ijiP θ  из выра-
жений (20) и (21), в частности, параметры ротационного смесителя: режимные 
(угловая скорость ω, число рядов лопаток rK ; угловое смещение лопаток ε) и 
комплексный конструктивный  (степень деформации лопаток bb lr /=δ ).  

Из графиков (см. рис. 1 – 3) очевидно, что важным следствием проведенных 
исследований является совпадение областей для экстремальных значений углов 
рассеивания частиц обоих компонентов, что может рассматриваться как выполне-
ние условия эффективности работы проектируемого аппарата для смешивания зер-
нистого сырья. Данный факт наблюдается как для дифференциальных функций  
 

a) б) в)
θ2j,  рад θ2j,  рад  θ2j,  рад 

a) б) в)
θ1j,  рад θ1j,  рад θ1j,  рад 
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Таблица 1 
 

Полученные значения энергетического параметра ijkE0  при ω = 57,6 с–1 

 

Характеристика, обозначение,  
размерность 

Энергетический параметр ijkE0 , 10–4 Дж 

Угол смещения 
для рядов лопаток 

ε, рад 

Степень 
деформирования 

лопатки δ 

Песок шлаковый 
ГОСТ 5578–2019,  

i = 1 

Песок природный 
ГОСТ 8736–2014, 

i = 2 

0 0,60 1,34 1,30 

0,67 1,13 1,11 

0,70 1,04 1,03 

0,3927 0,60 1,45 1,41 

0,67 1,23 1,19 

0,70 1,16 1,12 

0,5236 0,60 1,58 1,54 

0,67 1,33 1,29 

0,70 1,23 1,19 
 

распределения ( )ijijp θ  числа частиц iN  в потоках зернистых компонентов после 
работы смесительного узла «барабан – упругие лопатки» (например, графики 1, 
см. рис. 1, а, б),  так и для полных функций ( )ijiP θ , в том числе на рис. 2, б (гра-
фик 2) и рис. 3, б (график 2). Применение рядов лопаток с угловым смещением 
позволяет ориентировать рассеянный поток частик в более узкую область вблизи 
наиболее вероятного угла разбрасывания смешиваемых зернистых компонентов 
(в частности, графики 1 и 3, см. рис. 2, в; графики 1 и 3, см. рис. 3, в).  
Результаты проведенного исследования эффективности процесса ротационного 
смешивания являются частью соответствующего системно-структурного анализа 
данной технологической операции и в дальнейшем, аналогично [26], могут быть 
использованы для анализа условий достижения регламентной производительно-
сти процесса смешения зернистого сырья, в том числе с учетом дополнительного 
этапа ударного смешивания [27]. 

 
Заключение 

 

Таким образом, процесс смешения зернистого сырья, в том числе техноген-
ного, с помощью ротационного способа с применением двух рядов упругих пря-
моугольных лопаток рассмотрен с позиции подготовки киберфизической плат-
формы. Указанные упругие элементы закреплены в одном направлении по каса-
тельной к внешней цилиндрической поверхности смесительного барабана. Фор-
мирование данной платформы соответствует выбору множества информационных 
переменных (1), в составе которого имеются параметры процесса: входные ( )tX , 
выходные ( )tY , конструктивные А, режимные В. Заметим, что общее число этих 
параметров (информационных переменных) 19=zK . Дополнительные учитывае-
мые параметры – характеристики физических и механических свойств рабочих 
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веществ (смешиваемого зернистого сырья, упругих элементов). Применение сто-
хастического моделирования позволило оценить эффективность ротационного 
процесса получения зернистых смесей по степени близости диапазонов изменения 
экстремальных значений углов, характеризующих получаемые потоки частиц 
компонентов. В частности, показано, что применение двух рядов лопаток с угло-
вым смещением позволяет ориентировать рассеянный поток частиц в более узкую 
область вблизи наиболее вероятного угла разбрасывания смешиваемых зернистых 
компонентов. 
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Abstract: The preparation of a cyber-physical platform for processing secondary 

raw materials of a granular structure is an urgent problem. A method for evaluating the 
efficiency of rotary mixing of the specified type of bulk materials by the degree of 
proximity of the ranges of changes in the extreme values of the angles characterizing the 
resulting flows of component particles is proposed. The main design features of rotary 
mixing include: angular displacements of two rows of unidirectional elastic rectangular 
blades located tangentially to the cylindrical surface of the mixing drum. The simulation 
of the distribution laws of granular materials is carried out on the basis of the energy 
method, taking into account many parameters of the rotary mixing process in order to 
prepare the corresponding cyber-physical platform. 
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Effizienzfaktoren des Rotationsmischens 
körniger Rohstoffe für die cyber-physikalische Plattform 

 
Zusammenfassung: Es ist ein Verfahren zur Bewertung der Effizienz des 

Rotationsmischens der angegebenen Art von Schüttgütern anhand des Grades der Nähe 
der Änderungsbereiche der Extremwerte der Winkel vorgeschlagen, die die 
resultierenden Strömungen der Komponentenpartikel charakterisieren. Die 
Hauptkonstruktionsmerkmale des Rotationsmischens umfassen: Winkelverschiebungen 
von zwei Reihen von unidirektionalen elastischen rechteckigen Schaufeln, die tangential 
zur zylindrischen Oberfläche der Mischtrommel angeordnet sind. Die Modellierung der 
Verteilungsgesetze von körnigen Materialien ist auf der Grundlage der Energiemethode 
unter Berücksichtigung der Parameter der Rotationsmischung durchgeführt, um eine 
entsprechende cyber-physikalische Plattform vorzubereiten. 

 
 

Facteurs d'efficacité du mélange rotatif  
des matières premières granulaires pour la plate-forme cyberphysique 

 
Résumé: Est proposé le moyen d'évaluer l'efficacité du mélange rotatif du type 

indiqué de matière en vrac en fonction du degré de proximité des plages de variation des 
valeurs extrêmes des angles caractérisant les flux de particules des composants obtenus. 
Les principales caractéristiques de conception du mélange rotatif sont les décalages 
angulaires de deux rangées de pales rectangulaires élastiques unidirectionnelles situées 
tangentiellement à la surface du tambour de mélange. La modélisation des lois de 
distribution des matériaux granulaires est réalisée à la base du procédé énergétique, en 
tenant compte des paramètres de mélange rotatif, afin de préparer une plate-forme 
cyber-physique appropriée. 
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