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Аннотация: Исследовано движение вязкой жидкости в малом зазоре между 

неподвижным и вращающимся дисками и дано математическое описание для пло-
ских и ступенчатых дисков. На основе математического аппарата случайных  
марковских процессов, дискретных в пространстве и времени, создана модель 
процесса смешивания пластичной смазки с графеновыми пластинами в роторном  
гомогенизаторе-диспергаторе. Декомпозиция процесса и рассмотрение отдельно 
процессов смешивания в радиальном и окружном направлениях позволило  
оценить их интенсивность и выработать рекомендации для перехода от лабора-
торных установок к промышленным аппаратам. 
 
 
 

 
Введение 

 
Новый интерес к материалам, которые могут быть получены из графита,  

возник как только был получен графен и определены его уникальные физико-
механические характеристики. Экспериментально установлено, что один слой 
графена, выращенного на стали, выдерживает 6 400 циклов скольжения, тогда как 
малослойный графен (состоящий из 3–4 слоев) выдерживает 47 000 циклов. 
Кроме того, показано, что данные графеновые слои полностью останавливают 
износ, несмотря на сложные условия скольжения, включая высокие контактные 
давления (≈ 0,5 ГПа), которые обычно наблюдаются в мелкомасштабных испыта-
ниях [1]. В работе [2] графен готовили методом жидкофазной эксфолиации гра-
фита, а затем методом микрофлюидизации его равномерно диспергировали в сма-
зочном масле SAE 10W-30. Смазочные масла без графена и с различными его 
концентрациями испытаны на трибометре со штифтом на диске при высоком 
удельном давлении 10 МПа и низкой линейной скорости 0,3 м/с. После испыта-
ний царапины на дисках наблюдали с помощью сканирующего электронного 
микроскопа (SEM) и трехмерной 3D-системы поверхностной метрологии. Масло 
с 0,05 масc.% графена показало минимальный коэффициент трения, самую низ-
кую удельную износостойкость и малейшее царапание. Результаты выявили,  
что графен, диспергированный в масле SAE 10W-30 с оптимальной концентраци-
ей, улучшил антифрикционные и противоизносные характеристики. 

В работе [3] отмечается, что при использовании масла с графеновыми пла-
стинами обычно не достигается желаемой смазывающей способности из-за пло-
хой совместимости поверхности раздела графена и базового масла, особенно  
в жестких условиях трения. Для изготовления модифицированного фосфата гра-
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фенового геля применен простой метод механического измельчения. Приготов-
ленный гель продемонстрировал хорошую термостабильность, дисперсность  
и трибологические свойства даже в условиях высоких нагрузки и температуры. 
Анализ поверхности трения показал наличие многопленочной структуры, которая 
обладает хорошим синергетическим смазывающим эффектом, тем самым улуч-
шая трибологические характеристики. 

Результаты трибологических испытаний показали, что многослойный графен 
способен значительно снизить износ и коэффициент трения (COF) стали 440С  
во время начального режима скольжения и в условиях низкой нагрузки [4]. В ча-
стности, COF был уменьшен с 1,0 (для стали без покрытия) до 0,15 – для стали, 
покрытой низкой концентрацией графеновых хлопьев. Такие низкие значения 
COF сохранялись в течение тысяч проходов скольжения, даже если слои графена,  
образованные на поверхностях скольжения, не были непрерывными или непре-
рывно пополняемыми; содержали несколько листов графена. Скорость износа 
стальных испытательных пар также уменьшалась (на два порядка), несмотря  
на очень спорадическую и тонкую природу графеновых слоев. Очевидно, низкое 
трение и уменьшение износа обусловлено тем, что графен, как двумерный мате-
риал, легко сдвигается на поверхности скользящего контакта и, следовательно, 
обеспечивает низкое трение. 

В обзоре [5] представлены результаты определения коэффициента трения 
смазок, модифицированных углеродными наноматериалами, в том числе графе-
новыми пластинами. Проведенный анализ показал, что концентрации модифика-
тора изменялись от 0,03 до 3 %, а коэффициент трения – от 0,08 до 0,18. Такие 
широкие диапазоны обусловлены двумя основными причинами: 

– отсутствует четкий контроль за качеством графеновых пластин (числом 
графеновых слоев, латеральными размерами, наличием дефектов и т.д.); 

– не контролируется равномерность распределения графеновых пластин  
по объему смазки. 

Использование малослойного и многослойного графенов в качестве модифи-
катора пластичных смазок существенно повышает их трибологические характери-
стики [6, 7]. 

При переходе от лабораторных способов модифицирования смазок графено-
выми пластинами к промышленным технологиям, необходимо прогнозировать  
не только качество графеновых пластин, но и неоднородность смеси данных пла-
стин со смазкой. Рассмотрим один из вариантов решения второй проблемы, путем 
моделирования процесса смешивания пластичной смазки с графеновыми пластинами. 
 

Объект моделирования 
 

Процесс смешивания пластичной смазки с графеновыми пластинами осуще-
ствлялся в дисковом гомогенизаторе-диспергаторе. Ранее предложена экологиче-
ски чистая и безотходная технология производства графеносодержащих масляных 
суспензий и модифицирования ими пластичных смазок [8]. В соответствии с дан-
ной технологией, графеносодержащая масляная суспензия производится из гра-
фита, предварительно механоактивированного в стержневой барабанной мельни-
це в роторном аппарате с подвижными лопастями. Данная суспензия проходит 
через фильтр грубой очистки для удаления частиц графита и фильтр тонкой очи-
стки для получения масляного концентрата графеновых пластин. Финишной опе-
рацией такой технологии является операция смешивания пластичной смазки  
с графеновым концентратом в роторном гомогенизаторе-диспергаторе со ступен-
чатым диском (рис. 1). 

Гомогенизатор состоит из ступенчатого диска (ротора) 1, статора 2, патрубка для 
подачи смеси 3. Смешивание вязкой жидкости с графеновыми пластинами осуществ-
ляется  следующим  образом.   Пластическую   смазку   с  графеновым   концентратом 
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Рис. 1. Схема гомогенизатора со ступенчатым диском 
 
предварительно смешивают с помощью лабораторной лопастной мешалки.  
Содержание графеновых пластин не превышает 1 масс.%. Насосом смесь подают 
в патрубок 3 при вращающемся диске 1. По сравнению с плоским диском в дан-
ном случае добавились вертикальные участки, на которых смесь движется по вин-
товым траекториям. 

Таким образом, объектом моделирования является процесс смешивания пла-
стичной смазки с графеновыми пластинами при совместном движении в малом 
зазоре между неподвижным и вращающимся ступенчатыми дисками. Прежде чем 
перейти к моделированию процесса, необходимо рассмотреть движение вязкой 
жидкости в указанном малом зазоре.  
 

Движение вязкой жидкости в малом зазоре 
между неподвижным и вращающимся дисками 

 
При математическом описании движения вязкой жидкости, как правило,  

на основе общих уравнений сохранения движения, массы и энергии записываются 
дифференциальные уравнения течения. Далее, используя постоянство температуры 
жидкости, исходная система преобразуется в систему уравнений, состоящую  
из уравнений неразрывности в стационарной постановке и уравнения Навье–Стокса. 

В рассматриваемой конструкции движение вязкой жидкости происходит  
на горизонтальных и вертикальных участках. На горизонтальных участках  
движение можно рассматривать по классической схеме зазора между неподвиж-
ной и движущейся плоскими пластинами. 

В работе [9] дано математическое описание движения вязкой жидкости меж-
ду плоскими дисками и рассмотрена схема, представленная на рис. 2. 

Для нахождения траектории движения элементарного объема записаны сле-
дующие дифференциальные уравнения: 
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а)                                                                      б) 
 

Рис. 2. Схема к определению параметров движения элементарного объема 
вязкой жидкости в зазоре между неподвижным и вращающимся плоскими дисками: 

а – поперечном сечении аппарата; б – плоскости зазора 
 

 

где )(τr , )(τϕ  – радиальная, м, и угловая, рад., текущие координаты соответст-
венно; h  – величина зазора, м; V – производительность, м3/с;ω  – угловая  
скорость вращения ротора, с–1. 

При граничных условиях r(0) = r0, ϕ(0) = ϕ0, получены следующие решения: 
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где x – координата элементарного объема, м (см. рис. 2, а). 
Используя решения (3) и (4), легко получить траектории частиц и элементар-

ных объемов жидкости в зазоре между неподвижным и вращающимся дисками  
с различными характеристиками потока и геометрией. Кроме того, можно рассчи-
тать время пребывания частицы в зазоре и путь, пройденный ей между дисками.  
С помощью математического пакета Maple получены характерные траектории 
движения элементарных объемов жидкости в зазоре между неподвижным и вра-
щающимся дисками с различными расходными характеристиками и геометрией,  
а также значения расчетной скорости, время пребывания и путь, пройденный эле-
ментарным объемом, в зависимости от начальной координаты и положения в за-
зоре. Экспериментальные исследования на лабораторной установке с диаметром 
диска 60 мм при скоростях вращения 300…1 500 об./мин показали удовлетвори-
тельную сходимость расчетных и экспериментальных значений. 

На вертикальных участках движение вязкой жидкости в малом зазоре рас-
смотрим как движение между неподвижным и вращающимся цилиндром при сле-
дующих допущениях: 

– жидкость несжимаемая; 
– режим движения жидкости в радиальном зазоре ламинарный; 
– влиянием силы тяжести пренебрегаем; 
– поле скоростей в ламинарном зазоре осесимметрично; 
– расход жидкости через аппарат постоянный во времени. 
Используем уравнения движения вязкой несжимаемой жидкости в цилинд-

рических координатах [10]. С учетом сделанных допущений, уравнения прини-
мают вид: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

;

;11

10

22

22

RrR

dr
rdP

r
rW

dr
rdW

rrd
rWd

r
rW

dr
rdWrW rrrr

r

≤≤

ρ
−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+ν=− ϕ

               (5) 

0 



ISSN 0136-5835. Вестник ТГТУ. 2021. Том 27. № 1. Transactions TSTU 109

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

;1
22

2

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−+ν=+ ϕϕϕϕϕ

r

rW
dr

rdW
rrd

rWd
r

rWrW
dr

rdW
rW r

r                  (6) 

 

( ) ( ) 0=+
r

rW
dr

rdW rr ,                                                 (7) 
 

где Wr, Wϕ – соответственно радиальная и окружная компоненты скорости, м/с;  
ρ, ν – соответственно плотность, кг/м3, и кинематическая вязкость, м2/с, жидко-
сти; Р – давление, Па; R0, R1 – соответственно внутренний и внешний радиусы 
радиального зазора на рассматриваемом участке, м. 

Граничные условия имеют вид: 
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где 00 RW ω=  – окружная скорость рабочей поверхности ротора, м/с; W1 – ради-
альная скорость, определяемая расходом жидкости через роторно-импульсный 
аппарат, м/с. 

В результате решения получаем: 
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Зависимости (10) и (11) описывают движение элементарного объема смеси 
на вертикальных участках дискового гомогенизатора. Таким образом, разделив 
путь элементарного объема на горизонтальные и вертикальные участки (рис. 1),  
по уравнениям (3), (4), (10) и (11) можно найти радиальные и окружные скорости 
элементарных объемов и их траектории, что необходимо для построения матема-
тической модели.  
 

Математическая модель процесса смешивания 
 

Процессы смешивания относятся к вероятностным или случайным процес-
сам [11, 12]. Это в полной мере относится к процессу смешивания (гомогениза-
ции) вязкой жидкости (пластичной смазки) и графеновых пластин. Действитель-
но, графеновые пластины отличаются друг от друга числом графеновых слоев, 
латеральными размерами и формой, поэтому их перемещение в жидкости случай-
ны. Доминирование случайности в свойствах и поведении частиц требует приме-
нения вероятностных моделей для описания проходящих в них процессов. Одним  
из замечательных математических аппаратов для описания эволюции систем  
со случайными свойствами является теория цепей Маркова. 

Математическая модель никогда не претендует на полное исчерпывающее 
описание какого-либо процесса. Она строится для того, чтобы прогнозировать 
характер данного процесса при изменении большего или меньшего числа его  
параметров. Учитывая данные обстоятельства, воспользуемся самым простым 
видом цепей Маркова – однородных, одномерных, дискретных в пространстве  
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Рис. 4. Схемы к математической модели: 
а – разделение пространства моделирования на ячейки с равными объемами; б – деление 
элементарного объема на участки; в, г – эпюры скоростей в радиальном и окружном  
направлениях соответственно; д, е – марковские цепи в радиальном и окружном направле-
ниях соответственно 
 

Изменения состояния системы отображено следующими соотношениями: 
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где S(j) – вектор состояния системы после перехода j; P – матрица переходных 
вероятностей; k – номер перехода, на котором заканчивается процесс. 

Матрица переходных вероятностей имеет ту же размерность, что и вектор,  
а ее элементы равны вероятностям перехода графена из одних ячеек в другие. 
Элементы матрицы переходных вероятностей, то есть вероятности перехода гра-
феновых пластин могут быть одинаковыми или разными на разных переходах. 
Учитывая, что концентрация графеновых пластин в смазке не превышает  
1 масс.%, использовали более простой вариант с матрицей переходных вероятно-
стей, постоянной на всех переходах. 
 

Проведение модельных численных экспериментов 
 

Для наглядности будем рассматривать отдельно смешивание в радиальном  
и окружном направлениях. Тогда на каждом переходе системы из одного состоя-
ния в другое будет сначала осуществляться процесс смешивания в радиальном 
направлении, а затем в окружном. Внесем изменения в схему на рис. 4, а, а имен-
но, дополним ее еще одним кольцом с ячейками 41 – 48, которые характеризуют 
емкость для сбора модифицированной смазки, то есть в них накапливается гото-
вый продукт и поэтому концентрация может быть больше 1. Когда перейдем  
к реальной концентрации, то есть учтем объем готового продукта, то концентра-
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ция будет равна заданной концентрации графеновых пластин в смазке. Таким об-
разом, в нашем случае, область моделирования состоит из четырех кольцевых зон 
и восьми секторов. 

При рассмотрении смешивания в радиальном направлении будем использо-
вать цепи Маркова, аналогичные показанной на рис. 4, д, но с добавлением ячей-
ки 41, которая характеризует емкость, где собирается модифицированная смазка. 
За один переход принимаем время tΔ , за которое смесь переместится в ячейки 
одной кольцевой зоны и в ячейки следующей. Зная объем каждой ячейки V1  
и производительность Q, численное значение tΔ , в рассматриваемом варианте, 
можно определить по формуле 

 

QVt /8 1=Δ .                                                        (14) 
 

Пусть начальное состояние системы имеет вид 
 

{ }0;0;0;1)0( =S .                                                    (15) 
 

Исходя из структуры марковской цепи (см. рис. 4, д), матрицу переходных 
вероятностей представим 

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

41,4131,4121,4111,41
41,3131,3121,3111,31
41,2131,2121,2111,21

41,1131,1121,1111,11

pppp
pppp
pppp
pppp

P .                                 (16) 

 

Предположим, что элементы данной матрицы р11,21 = р21,31 = 2/3;  
р11,31 = р21,41 = 1/3; р31,41 = р41,41 = 1, а остальные элементы равны 0. Тогда, после 
завершение процесса смешивания в радиальном направлении, вектор состояния 
примет вид 

{ }0;33,0;67,0;0)1( =S .                                           (17) 
 

Состояние системы существенно изменилось. В исходном состоянии ключе-
вой компонент (графеновые пластины) находился только в ячейке 11, а после 
смешивания в радиальном направлении графеновые пластины присутствуют  
в ячейках 21 и 31, причем концентрация в ячейке 21 в два раза больше, чем  
в ячейке 31. Это объясняется тем, что в ячейку 21 перешли графеновые пластины 
с двух участков 1 и 3 (см. рис. 4, б), а в ячейку 31 – только с участка 2. В реальном 
процессе численные значения элементов матрицы могут быть совершенно други-
ми, но в данном случае исследуется только качественная сторона процесса сме-
шивания. 

Следующий этап процесса – смешивание в окружном направлении. В этом 
случае цепь Маркова будет аналогична схеме (см. рис. 4, е). Следует отметить, 
что векторами исходных состояний являются вектора, составленные из элементов 
конечных состояний системы после реализации процесса смешивания в радиаль-
ном направлении для всех секторов, то есть на первом этапе необходимо реализо-
вать процесс смешивания в радиальном направлении для восьми секторов,  
а на втором – для трех кольцевых зон. Отметим, что в наружной кольцевой зоне 
процесса смешивания не происходит. 

Для второй кольцевой зоны вектор исходного состояния имеет вид 
 

}{ 0;0;0;0;0;0;67,0;0)0( =S .                                      (18) 
 

При окружном смешивании матрица переходных вероятностей имеет сле-
дующий вид: 
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Следует отметить, что в данном случае движение смеси происходит по замк-
нутому контуру. Например, из ячейки 22 графеновые пластины будут переходить 
в ячейки 23 – 28, а из ячейки 23 – в ячейки 24 – 28 и 21. Если вероятности перехо-
да из конкретной ячейки в шесть последующих ячеек равны между собой и соот-
ветствуют 0,1667, то после реализации смешивания в окружном направлении век-
тор состояния для второй кольцевой зоны будет иметь вид 

 

}{ 0;11169,0;11169,0;11169,0;11169,0;11169,0;11169,0;0)0( =S .         (20) 
 

Сумма всех концентраций равна 0,67, то есть точно такая, как и в исходном 
векторе. 

Аналогичным образом находим вектора состояний для третьей кольцевой 
зоны. После завершения процесса смешивания на первом переходе формируется 
вектор состояния для системы в целом. Данный вектор имеет размерность 24  
(три кольцевых зоны и восемь секторов). Четвертая кольцевая зона не учитывает-
ся, поскольку в емкости для готового продукта смешивания не происходит. В на-
шем случае, вектор исходного состояния системы имеет следующий вид: 

 

}{ ;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;1)0( =S              (21) 
 

{
}.0;055,0;055,0;055,0;055,0;055,0;055,0;0;0;11169,0

;11169,0;11169,0;11169,0;11169,0;11169,0;0;0;0;0;0;0;0;0;0)1( =S     (22) 
 

Сравнивая векторы исходного состояния (21) и состояния после первого пе-
рехода (22), видно значительное изменение в распределении графеновых пластин 
по объему смазки. Отметим, что сумма концентраций равна 1. Действительно,  
на первом переходе в систему введены графеновые пластины в количестве 1.  
Поскольку на следующем переходе материал из ячеек третьей кольцевой зоны 
перейдет в четвертую, то есть в емкость готового продукта, однородность смеси 
можно оценивать по отклонениям концентраций графеновых пластин в ячейках 
третьей кольцевой зоны от заданных значений. 

Для количественной оценки интенсивности смешивания разделили область 
моделирования лабораторного дискового смесителя (наружный диаметр диска  
60 мм) на десять кольцевых зон и 12 секторов. Система характеризовалась векто-
ром с размерностью 120, а при расчете коэффициента неоднородности (равномер-
ности распределения графеновых пластин по объему смеси) учитывали ячейки  
из девяти кольцевых секторов, то есть 108 ячеек. Проведены две серии численных 
экспериментов. 

В первой серии имитировали подачу графенового концентрата только в пер-
вую ячейку первой кольцевой зоны. На каждом переходе концентрация графено-
вых пластин в исходной смеси, которую подавали в первую ячейку, была рав-
на 10 %. В остальные ячейки первой кольцевой зоны подавали чистую смазку,  
то есть концентрация графеновых пластин равна нулю. 
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Во второй серии имитировали неравномерность распределения графеновых 
пластин в исходной смеси во времени. Смазку, содержащую графеновые пласти-
ны, на каждом переходе загружали во все ячейки первой кольцевой зоны,  
но с разными концентрациями графеновых пластин. 

Процессы смешивания в каждой серии продолжали до тех пор, пока переста-
вал изменяться коэффициент неоднородности в ячейках девятой кольцевой зоны. 

Анализ результатов численных экспериментов показал, что коэффициенты 
неоднородности в первой серии, при прочих равных условиях, меньше тех, кото-
рые получали во второй. Учитывая данный результат, целесообразно исследовать 
вариант одновременной подачи пластической смазки и графенового концентрата 
в гомогенизатор-диспергатор двумя насосами с соответствующими производи-
тельностями. 
 

Выводы 
 

Исследовано движение вязкой жидкости в малом зазоре между неподвиж-
ным и вращающимся дисками. Получены математические зависимости для опре-
деления основных параметров движения вязкой жидкости в зазорах между пло-
скими и ступенчатыми дисками. На основе математического аппарата случайных 
марковских процессов, дискретных в пространстве и времени, разработана модель 
процесса смешивания пластичной смазки с графеновыми пластинами. Декомпо-
зиция процесса смешивания на радиальную и окружную составляющие позволила 
оценить интенсивность каждой из указанных составляющих. Используя результа-
ты численных экспериментов, намечены пути совершенствования организации 
загрузки смазки и модификатора в гомогенизатор в целях повышения равномер-
ности распределения графеновых пластин по всему объему смазки и стабилиза-
ции трибологических характеристик. 
 

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках науч-
ного проекта № 19-38-90159. 
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Abstract: The movement of viscous fluid in a small gap between stationary  

and rotating disks is investigated and a mathematical description is given for flat and 
stepped disks. Using the mathematical apparatus of random Markov processes discrete 
in space and time, a model of the process of mixing grease with graphene plates  
in a rotary homogenizer disperser has been created. Decomposition of the process  
and consideration of separate mixing processes in the radial and circumferential 
directions made it possible to assess the intensity of these processes and develop 
recommendations for the transition from laboratory installations to industrial devices. 
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Mischprozesssimulation 
in einem Scheibenhomogenisierungsapparat-Dispergierer 

 
Zusammenfassung: Es ist die Bewegung einer viskosen Flüssigkeit in einem 

kleinen Spalt zwischen einer stationären und einer rotierenden Scheibe untersucht und 
die mathematische Beschreibung für flache und gestufte Scheiben ist gegeben. Auf der 
Grundlage der mathematischen Apparatur zufälliger Markov-Prozesse, die räumlich und 
zeitlich diskret sind, ist ein Modell des Prozesses zum Mischen eines Fettes mit 
Graphenplatten in einem rotierenden Homogenisator-Dispergierer erstellt.  
Die Zerlegung des Prozesses und die Berücksichtigung getrennter Mischprozesse  
in radialer und Umfangsrichtung ermöglichten es, die Intensität dieser Prozesse zu 
bewerten und Empfehlungen für den Übergang von Laborinstallationen bis  
zu industriellen Geräten zu entwickeln. 
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Modélisation du processus du mélange  
dans l'homogénéisateur-disperseur à disque 

 
Résumé: Est étudié le mouvement du fluide visqueux dans le petit espace entre 

les disques fixes et rotatifs; est donnée une description mathématique pour les disques 
plats et étagés. A la base d'un appareil mathématique des processus aléatoires discrets 
dans l'espace et le temps de Markov, est établi un modèle du mélange de la graisse avec 
des plastiques de graphène dans un homogénéisateur-disperseur rotatif.  
La décomposition du procédé et l'examen séparé des processus de mélange dans les 
directions radiale et circonférentielle ont permis d'évaluer l'intensité de ces processus  
et d'élaborer des recommandations pour la transition des installations de laboratoire aux 
appareils industriels. 
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