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Аннотация: Показано, как выбирать степень интерполяционного много-

члена Лагранжа, чтобы проводить интерполяцию на данном промежутке с задан-
ной точностью решений линейного однородного  дифференциального уравнения  
с постоянными коэффициентами в случае кратных комплексных корней его ха-
рактеристического многочлена. 
 

 
 

 
Рассмотрим линейное однородное дифференциальное уравнение  
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с постоянными коэффициентами ia  ( mi ≤≤1 ). Известно [1, с. 180], что общее 
решение уравнения (1) имеет вид )(...)()()( 2211 xyCxyCxyCxy mm+++= , где 

)(  ...  ),( ),( 21 xyxyxy m  – фундаментальная система решений (ФСР) данного урав-
нения; mCCC   ...  , , 21  – произвольные постоянные (свободные параметры). Фун-
даментальные системы решений уравнения (1) образуют решения из класса функ-
ций K, состоящего из функций следующего вида [1, с. 389]:  

kx  ( 0≥k );                                                       (2) 
 

xαe , xβcos , xβsin  ( 0≠α , 0≠β );                                     (3) 
 

xkx αe , xxk βcos , xxk βsin  ( 0≠α , 0≠β , 1≥k );                         (4) 
 

xx xk βα cose , xx xk βα sine  ( 0≠α , 0≠β , 1≥k ).                          (5) 
 

В работе [2] показано, что вопрос об интерполяции решений уравнения (1)  
на отрезке ],[ ba  некоторым многочленом )(xPN  с заданной точностью δ  сво-
дится к задаче вида 
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H: для каждой отдельной функции Kxf ∈)(  нужно подобрать степень n ин-
терполяционного многочлена Лагранжа )(xLn  таким образом, чтобы 

)()( xLxf n≈  на отрезке ],[ ba  с заданной точностью 00 >δ : 
 

0δ≤nR ,                                                          (6) 
 

где )()()( xLxfxR nn −= , )( max
],[

xRR n
bax

N
∈

=  (здесь и в дальнейшем использу-

ется норма )( max
],[

xuu
bax∈

=  пространства ],[ baC  непрерывных на отрезке 

],[ ba  функций )(xuu = ). 
Заметим, что решения вида (2), будучи многочленами, в интерполяции  

не нуждаются. 
Для решения поставленной задачи H воспользуемся известной оценкой  

[3, с. 60] 
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Вначале находится производная )()( xf n . Затем указывается верхняя оценка 

для )(nf , с помощью которой и неравенства (7) получают новую верхнюю гра-

ницу для nR . Тогда для выполнения неравенства (6) достаточно потребовать, 

чтобы эта новая верхняя граница для nR  не превосходила 0δ . Тем самым, бу-
дет указано условие на степень n интерполяционного многочлена Лагранжа 

)(xLn , при выполнении которого поставленная задача интерполяции для взятой 

конкретной функции Kxf ∈)(  будет решена (естественно, следует выбирать ми-
нимальное значение n, удовлетворяющее указанному условию).  

Для функций вида (3), (4) решение поставленной задачи не вызывает особых 
затруднений (при нахождении производной )()( xf n  для функций вида (4) ис-
пользуется формула Лейбница [4, с. 185]). 

Изучим поставленную задачу для функций вида (5). Заметим, что для реше-

ний вида (5) уравнения (1) 1
2

  1 −≤≤
mk  в случае четного m  и 1

2
1  1 −

−
≤≤

mk   

в случае нечетного m . Это следует из того, что если β+α i  – комплексный ко-
рень кратности r  характеристического многочлена уравнения (1), то β−α i  так-
же является корнем кратности r  этого многочлена [1, с. 403], и такая пара ком-
плексно сопряженных корней порождает r2  вещественнозначных решений урав-
нения (1) вида xxy xk β= α cose , xxy xk β= α sine  ( 1  0 −≤≤ rk ) из ФСР этого 
уравнения [1, с. 404]. 

При 1=k  поставленная выше задача для функций вида (5) решена в работе 
[2]. Рассмотрим случай 2≥k . 

1. Решим задачу H для функции вида 
 

xxxf xk β= α cose)(                                                     (8) 

( 0≠α , 0≠β ; 1
2

  2 −≤≤
mk  в случае четного m ; 1

2
1  2 −

−
≤≤

mk  в случае нечет-

ного m ). 
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Запишем функцию )(xf  в виде )()()()( xwxvxuxf = , где kxxu =)( , 
xxv α= e)( , xxw β= cos)( . Используя обобщенную формулу Лейбница на случай 

трех сомножителей [5], получаем равенство 
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Формулу (9) можно записать в виде  
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Используя свойства нормы vuvu +≤+ , uu λ=λ , получаем из ра-
венства (10) оценку вида  
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Заметим, что 
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xii exv αα=)()( , N∈i ;                                            (13) 
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Будем предполагать в дальнейшем, для определенности, что  
 

2+≥ kn .                                                       (15) 
 

В силу соотношений (12), (15) 0)()( =xu n , следовательно, 
 

0)( =wvu n .                                                  (16) 
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По формуле (12)  
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В силу равенств (16), (17) оценка (11) принимает вид  
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Преобразуем правую часть неравенства (18). Введем следующие обозначения для 
N∈j : 

xxP xj
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,, . 

 

В силу равенства (13) xxxwxvx xknnk βα= α cose)()()( , следовательно,  
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В силу соотношения (14) 
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Преобразуем сумму 1S . В силу равенств (13), (14)  
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следовательно, 
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Формула (21) является составной. Поэтому сумму 1S  надо представить в виде 
двух сумм, в одну из которых включить слагаемые с нечетными l , в другую сла-
гаемые с четными l . Пределы суммирования в этих новых двух суммах будут 
определяться в зависимости от нечетности или четности n . 

1.1. Пусть n  нечетно (это означает, что при решении задачи H для функции 
вида (8) подбирается интерполяционный многочлен Лагранжа )(xLn  нечетной 
степени). 

Тогда, в силу равенства (21) сумма 1S  принимает вид 
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Преобразуем сумму 2S . В силу формулы (13) 
 

.,ьноследовател,cose)()( ,,
)()(

nks
ssnksxnksssnks Qwvxxxxwxvx −+βα

−+α−+−+ α=βα=
 

Тогда  
),,,(22 knS βαϕ= ,                                                (24) 

где 

nks

n

kns

ssn
k

s
n QACkn −+βα

−

−=

−∑ α=βαϕ ,,

1

2 ),,,( .                     (25) 

 

Преобразуем суммы 3S , 4S . В силу равенства (14) 
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Представим сумму 3S  в виде двух сумм, в одну из которых включим слагаемые  
с нечетными s , в другую слагаемые с четными s . Пределы суммирования в этих 
новых двух суммах будут определяться в зависимости от четности или нечетно-
сти k . 

1.1.1. Пусть n  нечетно, k  четно (следовательно, kn −  нечетно).  
Тогда 

),,,(33 knS βαϕ= ,                                                (26) 
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где 
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Преобразуем сумму 4S . В силу формул (13), (14) 
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Тогда 
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Из соотношений (18) – (20), (22), (24), (26), (28) получаем оценку вида 
 

),,,()( knf n βαΦ≤ ,                                              (30) 

где 

+βαϕ+β+α=βαΦ βαβα ),,,(),,,( 1,,,, knPQkn k
n

k
n

 
 

).,,,(),,,(),,,( 432 knknkn βαϕ+βαϕ+βαϕ+  



ISSN 0136-5835. Вестник ТГТУ. 2019. Том 25. № 2. Transactions TSTU 310

Из оценок (7), (30) следует, что при нечетном n и четном k для выполнения усло-
вия (6) достаточно, чтобы n удовлетворяло неравенству 
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1.1.2. Пусть n  нечетно, k  нечетно (следовательно, kn −  четно).  
Тогда 
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где ),,,(*
3 kn βαϕ  задается тем же выражением, что и ),,,(3 kn βαϕ (см. формулу 
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где ),,,(*
4 kn βαϕ  задается тем же выражением, что и ),,,(4 kn βαϕ (см. формулу 
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отношений (18) – (20), (22), (24), (32), (33) справедлива оценка вида 
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Из оценок (7), (34) следует, что при нечетном n и нечетном k для выполнения ус-
ловия (6) достаточно, чтобы n удовлетворяло неравенству 
 

0
*

21
),,,( 

!
2)(

δ≤βαΦ
− −

kn
n

ab nn
.                                (35) 

 

1.2. Пусть n  четно (это означает, что при решении задачи H для функции 
вида (8) подбирается интерполяционный многочлен Лагранжа )(xLn  четной сте-
пени). 

Преобразуем правую часть неравенства (18). Для первого слагаемого спра-
ведливо равенство (19). В силу формулы (20) 
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Сумма 1S  имеет вид 
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где ),,,(**
1 kn βαϕ  задается тем же выражением, что и ),,,(1 kn βαϕ (см. формулу 
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Преобразуем суммы 3S , 4S . 
1.2.1. Пусть n  четно, k  четно (следовательно, kn −  четно). Тогда 
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2
−

n . Из соотношений (18), (19), (24), (36) – (39) сле-

дует оценка вида 

),,,(**)( knf n βαΦ≤ ,                                            (40) 

где 
 

( ) +βαϕ+β+α=βαΦ βα ),,,(),,,( **
1,,

** knQkn k
nn

 
 

).,,,(),,,(),,,( **
4

**
32 knknkn βαϕ+βαϕ+βαϕ+  

 

Из оценок (7), (40) следует, что при четном n и четном k для выполнения условия 
(6) достаточно, чтобы n удовлетворяло неравенству 
 

0
**

21
),,,( 

!
2)(

δ≤βαΦ
− −

kn
n

ab nn
.                             (41) 

 

1.2.2. Пусть n  четно, k  нечетно (следовательно, kn −  нечетно). Тогда 
 

),,,(***
33 knS βαϕ= ,                                             (42) 

 

где ),,,(***
3 kn βαϕ  задается тем же выражением, что и ),,,(**

3 kn βαϕ , только ниж-

ние пределы суммирования 1
2

+
−

=
knp  в первой сумме и 

2
knp −

=  во второй 

сумме надо заменить в обеих суммах на 
2

1+−
=

knp . Сумма 4S  приводится  

к виду  
),,,(***

44 knS βαϕ= ,                                              (43) 
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где ),,,(***
4 kn βαϕ  задается тем же выражением, что и ),,,(**

4 kn βαϕ , только ниж-

ние пределы суммирования 1
2

+
−

=
knp  в первой внешней сумме и 

2
knp −

=   

во второй внешней сумме надо заменить в обеих этих суммах на 
2

1+−
=

knp .  

Из соотношений (18), (19), (24), (36), (37), (42), (43) получаем оценку вида 
 

),,,(***)( knf n βαΦ≤ ,                                        (44) 

где 

( ) +βαϕ+β+α=βαΦ βα ),,,(),,,( **
1,,

*** knQkn k
nn

 
 

).,,,(),,,(),,,( ***
4

***
32 knknkn βαϕ+βαϕ+βαϕ+  

 

Из оценок (7), (44) следует, что при четном n и нечетном k для выполнения усло-
вия (6) достаточно, чтобы n удовлетворяло неравенству 
 

0
***

21
),,,( 

!
2)(

δ≤βαΦ
− −

kn
n

ab nn
.                                (45) 

 

2. Решим задачу H для функции вида 
 

xxxf xk β= α sine)(                                                (46) 
 

( 0≠α , 0≠β ; 1
2

  2 −≤≤
mk  в случае четного m ; 1

2
1  2 −

−
≤≤

mk  в случае нечет-

ного m ). 
Запишем функцию )(xf  в виде )()()()( xhxvxuxf = , где kxxu =)( , 

,e)( xxv α=  xxh β= sin)( . Для производной )()( xf n  справедлива оценка, анало-
гичная оценке (18): 

 

4321
)()()( TTTThvxhvxf nknkn +++++≤ ,                    (47) 

 

где  

∑
−

=

−=
1

1

)()(
1

n

l

llnkl
n hvxCT ; 

 

∑
−

−=

−+−=
1

)(
2

n

kns

snkssn
k

s
n hvxACT ; 

 

∑
−

−=

−+−=
1

)(
3

n

kns

snkssn
k

s
n hvxACT ; 

 

∑∑
−

=

−−+
−

−=

−=
1

1

)()(
1

4

s

l

llsnksl
s

n

kns

sn
k

s
n hvxCACT . 



ISSN 0136-5835. Вестник ТГТУ. 2019. Том 25. № 2. Transactions TSTU 313

Преобразуем правую часть неравенства (47). Заметим, что  
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=ββ−
−=ββ−=

+

    .2      , sin)1(
, 12  , cos)1( )(

1
)(

qix
qixxh iq

iq
i                               (48) 

 

В силу равенства (13) xxxhxvx xknnk βα= α sine)()()( , следовательно,  
 

k
nnk Phvx ,,

)(
βαα= .                                        (49) 

 

В силу соотношения (48) 
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=ββ−
−=ββ−= α

α+

    ,2      , sine)1(
, 12  , cose)1( )()(

1
)(

qnxx
qnxxxhxvx xknq

xknq
nk  

следовательно, 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=β

−=β
=

βα

βα

    .2  , 

, 12  ,  

,,

,,)(

qnP

qnQ
hvx

k
n

k
n

nk                                   (50) 

 

Преобразуем сумму 1T . В силу равенств (13), (48)  
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=ββα−
−=ββα−= α−

α−+
−

    ,2      , sine)1(
, 12  , cose)1( )()(

1
)()(

rlxx
rlxxxhxvx xkllnr

xkllnr
llnk  

следовательно, 
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=βα

−=βα
=

βα
−

βα
−

−

     .2  , 

, 12  ,  

,,

,,)()(

rlP

rlQ
hvx

k
lln

k
lln

llnk                             (51) 

 

Представим сумму 1T  в виде двух сумм, в одну из которых включим слагаемые  
с нечетными l , в другую слагаемые с четными l . Пределы суммирования в этих 
новых двух суммах будут определяться в зависимости от нечетности или четно-
сти n . 

2.1. Пусть n  нечетно. 
Тогда, в силу равенства (51) сумма 1T  принимает вид 
 

),,,(11 knT βαψ= ,                                             (52) 
где 

r

n

r

rnr
nk

r

n

r

rnr
nk CPCQkn 22

1

1

22
,,

122
1

1

1212
,,1 ),,,( βα+βα=βαψ ∑∑

−

=

−
βα

−

−

=

+−−
βα .   (53) 

 

Преобразуем сумму 2T . В силу формулы (13) 
 

xxxhxvx xnksssnks βα= α−+−+ sine)()()( ,  
 

следовательно, 

nks
ssnks Phvx −+βα

−+ α= ,,
)( . 

Тогда  
 

),,,(22 knT βαψ= ,                                               (54) 
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где 

nks

n

kns

ssn
k

s
n PACkn −+βα

−

−=

−∑ α=βαψ ,,

1

2 ),,,( .                       (55) 

 

Преобразуем суммы 3T , 4T . В силу равенства (48) 
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=ββ−
−=ββ−= α−+

α−++
−+

    ,2      , sine)1(
, 12  , cose)1( )()(

1
)(

psxx
psxxxhxvx xnkssp

xnkssp
snks  

следовательно, 
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=β

−=β
=

−+βα

−+βα−+

    .2  , 

, 12  ,  

,,

,,)(

psP

psQ
hvx

nks
s

nks
s

snks                         (56) 

 

Представим сумму 3T  в виде двух сумм, в одну из которых включим слагаемые  
с нечетными s , в другую слагаемые с четными s . Пределы суммирования в этих 
новых двух суммах будут определяться в зависимости от четности или нечетно-
сти k . 

2.1.1. Пусть n  нечетно, k  четно (следовательно, kn −  нечетно).  
Тогда в силу равенства (56)  
 

),,,(33 knT βαψ= ,                                               (57) 
где 

+β=βαψ −+−βα
−

−

+−
=

+−−∑ nkp
p

n

knp

pn
k

p
n QACkn 12,,

122
1

2
1

1212
3 ),,,(  

 

nkp

n

knp

ppn
k

p
n PAC −+βα

−

+−
=

−∑ β+ 2,,
2

1

2
1

222  .                           (58) 

 

Преобразуем сумму 4T . В силу формул (13), (48) 
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=ββα−
−=ββα−= α−+−

α−+−+
−−+

    ,2      , sine)1(
, 12  , cose)1( )()(

1
)()(

rlxx
rlxxxhxvx xnksllsr

xnksllsr
llsnks  

 

следовательно,  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=βα

−=βα
=

−+βα
−

−+βα
−

−−+

      .2  ,  

, 12  ,  

,,

,,)()(

rlP

rlQ
hvx

nks
lls

nks
lls

llsnks                 (59) 

 

Тогда 
),,,(44 knT βαψ= ,                                              (60) 

где 

[ +βα=βαψ ∑ ∑
−

+−
=

−

=

−−−
−−+−βα

+−−
2

1

2
1

1

1

12)(212
1212,,

1212
4    ),,,(

n

knp

p

r

rrpr
pnkp

pn
k

p
n CQACkn
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]+βα+ ∑
−

=

−−
−−+−βα

1

1

22122
1212,,  

p

r

rrpr
pnkp CP  

 

[ +βα+ ∑∑
=

−+−−
−+βα

−

+−
=

−
p

r

rrpr
pnkp

n

knp

pn
k

p
n CQAC

1

1212212
22,,

2
1

2
1

22     

 

]∑
−

=

−
−+βα βα+

1

1

2)(22
22,,  

p

r

rrpr
pnkp CP .                               (61) 

 

Из соотношений (47), (49), (50), (52), (54), (57), (60) получаем оценку вида 
 

),,,()( knf n βαΨ≤ ,                                             (62) 

где 
 

+βαψ+β+α=βαΨ βαβα ),,,(),,,( 1,,,, knQPkn k
n

k
n

 
 

).,,,(),,,(),,,( 432 knknkn βαψ+βαψ+βαψ+  
 

Из оценок (7), (62) следует, что при нечетном n и четном k для выполнения усло-
вия (6) достаточно, чтобы n удовлетворяло неравенству 
 

0

21
),,,( 

!
2)(

δ≤βαΨ
− −

kn
n

ab nn
.                               (63) 

 

2.1.2. Пусть n  нечетно, k  нечетно (следовательно, kn −  четно).  
Тогда 

),,,(*
33 knT βαψ= ,                                                (64) 

 

где ),,,(*
3 kn βαψ  задается тем же выражением, что и ),,,(3 kn βαψ (см. формулу 

(58)), только нижний предел суммирования 
2

1+−
=

knp  в обеих суммах надо за-

менить в первой сумме на 1
2

+
−

=
knp , во второй на 

2
knp −

= . Сумма 4T  приво-

дится к виду 
),,,(*

44 knT βαψ= ,                                               (65) 
 

где ),,,(*
4 kn βαψ  задается тем же выражением, что и ),,,(4 kn βαψ (см. формулу 

(61)), только нижний предел суммирования 
2

1+−
=

knp  в обеих внешних суммах 

надо заменить в первой сумме на 1
2

+
−

=
knp , во второй на 

2
knp −

= . Из соотно-

шений (47), (49), (50), (52), (54), (64), (65) следует оценка вида 
 

),,,(*)( knf n βαΨ≤ ,                                        (66) 
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где 

+βαψ+β+α=βαΨ βαβα ),,,(),,,( 1,,,,
* knQPkn k

n
k

n
 

 

).,,,(),,,(),,,( *
4

*
32 knknkn βαψ+βαψ+βαψ+  

 

Из оценок (7), (66) следует, что при нечетном n и нечетном k для выполнения ус-
ловия (6) достаточно, чтобы n удовлетворяло неравенству 
 

0
*

21
),,,( 

!
2)(

δ≤βαΨ
− −

kn
n

ab nn
.                           (67) 

 

2.2. Пусть n  четно. 
Преобразуем правую часть неравенства (47). Для первого слагаемого спра-

ведливо равенство (49). В силу формулы (50) 
 

k
nnk Phvx ,,

)(
βαβ= .                                          (68) 

 

Преобразуем сумму 1T . В силу равенства (51) 
 

),,,(**
11 knT βαψ= ,                                              (69) 

 

где ),,,(**
1 kn βαψ  задается тем же выражением, что и ),,,(1 kn βαψ (см. формулу 

(53)), только верхний предел суммирования 
2

1−n  в обеих суммах надо заменить  

в первой сумме на 
2
n , во второй на 1

2
−

n . Сумма 2T  задается формулой (54). Пре-

образуем суммы 3T , 4T . 
2.2.1. Пусть n  четно, k  четно (следовательно, kn −  четно).  
В силу равенства (56) 
 

),,,(**
33 knT βαψ= ,                                               (70) 

 

где ),,,(**
3 kn βαψ  задается тем же выражением, что и ),,,(*

3 kn βαψ , только верх-

ний предел суммирования 
2

1−n  в обеих суммах надо заменить в первой сумме  

на 
2
n , во второй на 1

2
−

n .  

В силу формулы (59) 
),,,(**

44 knT βαψ= ,                                                 (71) 
 

где ),,,(**
4 kn βαψ  задается тем же выражением, что и ),,,(*

4 kn βαψ , только верх-

ний предел суммирования 
2

1−n  в обеих внешних суммах надо заменить в первой 

сумме на 
2
n , во второй на 1

2
−

n . В силу соотношений (47), (49), (54), (68) – (71) 

справедлива оценка 

),,,(**)( knf n βαΨ≤ ,                                          (72) 
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где 

( ) +βαψ+β+α=βαΨ βα ),,,(),,,( **
1,,

** knPkn k
nn

 
 

).,,,(),,,(),,,( **
4

**
32 knknkn βαψ+βαψ+βαψ+  

 

Из оценок (7), (72) следует, что при четном n и четном k для выполнения условия 
(6) достаточно, чтобы n удовлетворяло неравенству 
 

0
**

21
),,,( 

!
2)(

δ≤βαΨ
− −

kn
n

ab nn
.                            (73) 

 

2.2.2. Пусть n  четно, k  нечетно (следовательно, kn −  нечетно).  
С помощью формулы (56) сумма 3T  приводится к виду 
 

),,,(***
33 knT βαψ= ,                                            (74) 

 

где ),,,(***
3 kn βαψ  задается тем же выражением, что и ),,,(**

3 kn βαϕ , только ниж-

ние пределы суммирования 1
2

+
−

=
knp  и 

2
knp −

=  соответственно в первой  

и второй суммах заменяются в обоих случаях на 
2

1+−
=

knp . Сумма 4T  с помо-

щью формулы (59) приводится к виду 
 

),,,(***
44 knT βαψ= ,                                              (75) 

 

где ),,,(***
4 kn βαψ  задается тем же выражением, что и ),,,(**

4 kn βαψ , только ниж-

ние пределы суммирования 1
2

+
−

=
knp  и 

2
knp −

=  соответственно в первой  

и второй внешней суммах заменяются в обоих случаях на 
2

1+−
=

knp . В силу 

соотношений (47), (49), (54), (68), (69), (74), (75) справедлива оценка 
 

),,,(***)( knf n βαΨ≤ ,                                          (76) 

где 

( ) +βαψ+β+α=βαΨ βα ),,,(),,,( **
1,,

*** knPkn k
nn

 
 

).,,,(),,,(),,,( ***
4

***
32 knknkn βαψ+βαψ+βαψ+  

 

Из оценок (7), (76) следует, что при четном n и нечетном k для выполнения усло-
вия (6) достаточно, чтобы n удовлетворяло неравенству 
 

0
***

21
),,,( 

!
2)(

δ≤βαΨ
− −

kn
n

ab nn
.                                (77) 

 

Результаты настоящей работы приводят к следующим выводам. 
Если подбирается интерполяционный многочлен Лагранжа )(xLn , интерпо-

лирующий функцию вида (8) или вида (46) на отрезке ],[ ba  с заданной точностью 

0δ , то в качестве его степени достаточно взять: 
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1) в случае четности k и нечетности n минимальное нечетное значение n, 
удовлетворяющее для функции вида (8) неравенству (31), для функции вида (46) 
неравенству (63); 

2) в случае нечетности k и нечетности n минимальное нечетное значение n, 
удовлетворяющее для функции вида (8) неравенству (35), для функции вида (46) 
неравенству (67); 

3) в случае четности k и четности n минимальное четное значение n, удовле-
творяющее для функции вида (8) неравенству (41), для функции вида (46) нера-
венству (73); 

4) в случае нечетности k и четности n минимальное четное значение n, удов-
летворяющее для функции вида (8) неравенству (45), для функции вида (46) нера-
венству (77). 

Как уже отмечалоcь в работе [2], задача интерполяции решений линейного 
неоднородного дифференциального уравнения m-го порядка с постоянными ко-
эффициентами и правой частью специального вида сводится к интерполяции 
функций из класса K, определяемого функциями (2) – (5).  
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Über die Interpolation der linearen Lösungen 
der Differentialgleichungen bei vielfachen komplexen 

Wurzeln des charakteristischen Polynoms 
 

Zusammenfassung: Es wird gezeigt, wie der Grad der Lagrange-Interpolation 
gewählt werden soll, um die Interpolation in einem bestimmten Intervall mit einer 
bestimmten Genauigkeit der Lösungen einer linearen homogenen Differentialgleichung 
mit konstanten Koeffizienten im Falle von vielfachen komplexen Wurzeln seines 
charakteristischen Polynoms durchzuführen. 
 
 

Sur l'interpolation des solutions des équations 
différentielles linéaires dans le cas de multiples  
racines complexes du polynôme caractéristique 

 
Résumé: Est montré comment choisir le degré d'interpolation du polygone 

Lagrangien pour effectuer une interpolation à un intervalle donné avec la précision 
donnée des solutions de l'équation différentielle homogène linéaire avec des coefficients 
constants dans le cas de multiples racines complexes de son polynôme caractéristique. 
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