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ОПТИМИЗАЦИЯ  И  УПРАВЛЕНИЕ  ЦИКЛИЧЕСКИМ 
ПРОЦЕССОМ  АДСОРБЦИОННОГО  ОБОГАЩЕНИЯ 

ВОЗДУХА  КИСЛОРОДОМ 
 

В. Г. Матвейкин1, С. А. Скворцов1, 
Е. И. Акулинин2, С. И. Дворецкий2 

 
Кафедры: «Информационные процессы и управление» (1); 

«Технологии и оборудование пищевых и химических производств» (2),  
ФГБОУ ВО «ТГТУ», г. Тамбов, Россия; ipu@ahp.tstu.ru 

 
Ключевые слова: воздух; динамика; изотерма адсорбции; кинетика; ки-

слород; короткоцикловая безнагревная адсорбция; математическая модель; опти-
мизация; управление; цеолитовый адсорбент.  

 
Аннотация: Поставлена и исследована задача оптимизации (в смысле оп-

ределения максимума степени извлечения кислорода) процесса обогащения воз-
духа кислородом в двухадсорберной установке короткоцикловой безнагревной 
адсорбции (КБА) с учетом выполнения требований по чистоте кислорода, произ-
водительности установки и ресурсосбережению гранулированного адсорбента. 
Разработаны алгоритм и двухуровневая система адаптивного управления процес-
сом обогащения воздуха кислородом, реализация которых обеспечит автоматиче-
ский контроль возмущающих воздействий, оперативное решение задачи оптими-
зации (на верхнем уровне) и коррекцию заданий программному задатчику и регу-
ляторам автоматической системы управления (на нижнем уровне). Использование 
адаптивной оптимизации в системе управления позволит повысить значение сте-
пени извлечения кислорода в установке КБА в среднем на 10 % (по сравнению  
с использованием традиционной системы управления без адаптивной оптимиза-
ции) при выполнении требуемых ограничений по чистоте кислорода, ресурсосбе-
режению гранулированного адсорбента и производительности установки. 

 
 

Обозначения 
 

ak – величина сорбции k-го компонента 
в адсорбенте, моль/м3; 
∗
ka  – концентрация адсорбата на по-

верхности раздела фаз или равновесная 
текущей величине концентрации kc  
адсорбтива в газовой фазе, моль/м3; 
b – вектор параметров изотермы сорб-
ции; 

kс  – мольная концентрация k-го ком-
понента газовоздушной смеси, моль/м3; 

а
pс , g

pс  – удельные теплоемкости адсор-

бента и газовоздушной смеси соответст-
венно, Дж/(кг К);  
Dа, dgr – диаметры слоя и гранул адсор-
бента соответственно, м; 

inG  – расход атмосферного воздуха 
в питании установки КБА, л/мин; 

outG  – расход на выходе продукционной 
линии установки КБА, л/мин; 
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tGou
1  – расход газовоздушной смеси, 

обедненной кислородом, на отводной 
линии установки КБА; 

ads
kh  – теплота адсорбции k-го компо-

нента газовой смеси, Дж/моль; 
gM  – молярная масса газовоздушной 

смеси, кг/моль; 
inPads , inPdes  – давление на стадиях ад-

сорбции и десорбции соответственно; 
R  – универсальная газовая постоянная, 
Дж/ (моль⋅К); 
Q – производительность установки КБА, 
л/мин; 

udS  – коэффициент удельной поверх-
ности гранул адсорбента, м2/м3; 
цt , tпц – продолжительность цикла и 
полуцикла «адсорбция – десорбция» 
периодических стадий адсорбционного 
обогащения воздуха кислородом соот-
ветственно, с; 
устt  – время выхода установки на уста-
новившийся режим, с; 
фt  – время функционирования, с; 

outP  – давление на продукционном вы-
ходе установки КБА, Па; 

out
1P  – давление на линии отвода газо-

воздушной смеси, обедненной кислоро-
дом, Па; 

ОСa ,, TTT g  – температуры адсорбента, 
воздуха и окружающей среды соответст-
венно, K; 

tT ou
g  – температура на выходе продук-

ционной линии установки КБА, К; 
ОСy  – состав воздуха окружающей среды;  

outy  – состав на выходе продукционной 
линии установки КБА; 

out
1y  – состав газовоздушной смеси, 

обедненной кислородом, на отводной 
линии установки КБА; 
α – коэффициент теплоотдачи от поверх-
ности гранул адсорбента к потоку газо-
воздушной смеси, Вт/(К⋅м2); 
L – высота (длина) слоя адсорбента, м; 
βk – эффективный коэффициент массопе-
реноса k-го компонента, отнесенный к 
концентрации адсорбата (кинетический 
коэффициент); 
ε  – коэффициент порозности адсорбента 
с учетом пористости гранул, м3/м3; 
γ  – тип адсорбента;  

aλ , gλ  – коэффициенты теплопроводно-
сти адсорбента и газовоздушной смеси 
соответственно, Вт/(м⋅К); 
χ  – коэффициент обратного потока обо-
гащенного кислородом воздуха; 

0ε  – порозность слоя адсорбента без 
учета пористости частиц, м3/м3; 

gν  – скорость воздуха, м/с; 

aρ  – плотность адсорбента, кг/м3;  

gρ  – мольная плотность газовоздушной 
смеси, моль/м3; 

gμ  – динамическая вязкость газовоздуш-

ной смеси, Па⋅с; 
ς  – коэффициент сферичности гранул 
адсорбента; 
σ – форма адсорбента; 

iKψ  – закон открытия i-го регулирую-
щего клапана; 
η – степень извлечения кислорода, %. 

 
Введение 

 
В последние десятилетия все более распространенным становится использова-

ние циклических адсорбционных процессов для разделения газовых смесей 
и концентрирования целевых продуктов (короткоцикловая безнагревная адсорбция 
(КБА)), которые не предполагают наличия внешнего источника тепла [1, 2].  

Короткоцикловые процессы адсорбционного разделения смесей газов широко 
применяют в промышленности для извлечения водорода, обогащения воздуха ки-
слородом, безнагревной осушки газов, разделения углеводородов, концентрирования 
диоксида углерода, извлечения метана и т.п. Одной из актуальных задач в области 
адсорбционного разделения является обогащение воздуха кислородом. Типичными 
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веществами, сопутствующими кислороду, являются азот, аргон и диоксид углерода. 
Особенностью адсорбционного концентрирования кислорода является тот факт, что 
азот имеет более высокие значения адсорбционной селективности и является более 
сорбируемым компонентом. 

Анализ многочисленных работ зарубежных и российских ученых в области ад-
сорбционного разделения многокомпонентных газовых смесей и концентрирования 
целевого продукта (водорода, кислорода, азота, углекислого газа и др.), оптимизации 
режимных переменных технологического процесса, управления и автоматизации 
позволил определить место данной статьи среди других работ, ее актуальность  
и перспективность.  

Цель работы – разработка алгоритма оптимизации и системы автоматического 
управления циклическим адсорбционным процессом обогащения воздуха кислоро-
дом, обеспечивающих поддержание максимальной степени извлечения кислорода 
при выполнении требований технологического регламента по чистоте кислорода, 
производительности установки и ресурсосбережению гранулированного адсорбента. 

 
Анализ процесса концентрирования кислорода методом 

адсорбционного разделения воздуха как объекта управления 
 

Анализ процесса адсорбционного разделения воздуха в двухадсорберной ус-
тановке позволил определить (рис. 1): 

– в качестве управляющих переменных )(tu : цt ; );(),( desads tPtP inin  или законы 
( ) ( ) [ ],0,5;0,, цKK 41 tttt ∈ψψ [ ]ццKK ;5,0),(ψ),(ψ 32 ttttt ∈  открытия регулирующих 

«впускных» К1, К2 и «сбросных» К3, К4 клапанов; коэффициент χ  обратного по-
тока обогащенного кислородом воздуха, подаваемого на регенерацию адсорбента 
параллельного адсорбера через клапан К5;  

– в качестве возмущающих воздействий ],0[),( фttt ∈z : ОСОСОС ,, BTy ; outP  

на отрезке времени [0, tф]; ОС
out

1 BP = , то есть { }out
1

out
ОСОСОС ,,,, PPBTyz = ; 

– нагрузка по сырью inG ; 
– выходные переменные установки КБА ( ).,,,,,, out

1
out
1

out
g

outout GQTG yy η  
Будем считать, что существенные изменения возмущающих воздействий 

],0[),( фttt ∈z  происходят в моменты времени ...2,,1, =iti  и далее на интервалах 

времени [ ] ...2,,1,, 1 =+ itt ii  значения возмущений не изменяются. Причем, на дан-
ных интервалах времени намного превышают отрезок времени [0, tуст], на кото-
ром, собственно, и осуществляется решение задачи оптимизации неустановив-
шихся режимов работы установки КБА, вызванных возмущением )(tz в момент 
времени ti. В этом случае возмущения ],0[),( фttt ∈z  на интервале времени [0, tф] 
удобно представлять в форме кусочно-постоянных функций

...3,2,1,const)( === iztz i
i  Аналогично, непрерывные функции управлений 
( ) ( ) [ ],0,5;0,, цKK 41

tttt ∈ψψ [ ]ццKK ;5,0),(ψ),(ψ
32

ttttt ∈  на отрезке времени  

[0, tц] будем аппроксимировать кусочно-постоянными функциями: 
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Рис. 1. Схема двухадсорберной установки КБА для концентрирования кислорода: 
A – адсорбер; ОСB  – барометрическое давление воздуха окружающей среды;  

Ki – i-й клапан; Пр – побудитель расхода; Р – ресивер 
 

При математическом описании процесса обогащения воздуха кислородом  
в установке КБА принимали следующие допущения: 1) атмосферный воздух яв-
ляется трехкомпонентной газовоздушной смесью (содержит 1 – О2 с концентра-
цией 20,3 – 20,8 об. %; 2 – N2 с концентрацией 78,2 об. %; 3 – Ar и другие при-
меси с концентрацией 1,0 – 1,5 об. %) и рассматривается как идеальный газ, что 
вполне допустимо при давлении в адсорбере до 200⋅105 Па [3]; причем концентра-
ции аргона и других примесей в газовоздушной смеси не изменяются при обога-
щении воздуха кислородом; 2) диаметр и высота насыпного слоя цеолитового 
адсорбента NaX составляли 0,05 и 0,5 м соответственно; диаметр гранул –  
2 мм, коэффициент пористости гранул ~ 0,394 и диаметр транспортных пор 
~ 0,5×10–3 м; 3) геометрические размеры адсорбционного слоя считали постоян-
ными в течение заданного срока эксплуатации ~ 105 ч [4, 5]; 4) слой адсорбента 
представляет собой сплошную среду с коэффициентом порозности ε , учитываю-
щим пористость гранул; 5) адсорбционное равновесие (изотерма адсорбции) 
описывается уравнением Ленгмюра–Фрейндлиха; 6) десорбционные ветви 
изотерм адсорбции O2, N2 на цеолите NaX совпадают с адсорбционными [6, 7]; 
7) температура воздуха в ресивере равна температуре воздуха на выходе из 
адсорбера, тепловые потери в окружающую среду пренебрежимо малы. 

В соответствии с принятыми допущениями математическое описание цикли-
ческого процесса адсорбционного разделения воздуха и концентрирования кисло-
рода в установке КБА включает следующие уравнения [8]. 

σ

η 
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1. Уравнения покомпонентного (для О2 – k = 1; N2 – k = 2) материального ба-
ланса в потоке газовоздушной смеси по высоте слоя адсорбента  
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В уравнении (1) первое слагаемое описывает скорость накопления k-го ком-
понента смеси в газовой фазе; второе – скорость накопления k-го компонента  
в адсорбенте; третье – конвективный перенос вещества в слое адсорбента. 

2. Уравнение кинетики адсорбции: 
 

.21,),(β =−=
∂
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t
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Уравнение (2) представляет собой описание кинетики адсорбции для сме-
шанно-диффузионной области массопереноса адсорбтива (O2, N2) через границу 
раздела фаз.  

Кинетические коэффициенты kβ  определялись путем решения регуляризо-
ванной экстремальной задачи идентификации с использованием эксперимен-
тальных данных, полученных методом физического моделирования установки 
КБА в лабораторных и опытно-промышленных условиях: ;c 5,776 1

О2
−=β  

.c,9251 1
2

−=βN  

Величина адсорбции ∗
ka , равновесная текущей концентрации адсорбтива kс  

в потоке на внешней поверхности гранул, рассчитывается по уравнению изотермы 
Ленгмюра–Фрейндлиха [9, 10] 
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3. Уравнение, описывающее распространение тепла в потоке газовоздушной 
смеси по длине x  адсорбента: 
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В уравнении (3) первое слагаемое описывает накопление тепла в газовой фа-
зе; второе – конвективную составляющую переноса тепла; третье – теплоотдачу 
от газовой фазы к твердой (адсорбенту).  

4. Уравнение, описывающее изменение температуры в адсорбенте 
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В уравнении (4) первое слагаемое описывает энтальпию твердой фазы (ад-
сорбента); второе – теплоотдачу от твердой фазы (адсорбента) к газовой; третье – 
выделение теплоты сорбции компонентов газовой смеси; четвертое – теплопро-
водность в адсорбенте по координате x .  
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5. Уравнение Эргуна, связывающее изменение давления и скорости газовой 
смеси по длине адсорбента [11]: 
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где уравнение состояния идеального газа имеет вид: ( ) ( ) ( )∑=
k

k txctxTRtxP ,,, g . 

Начальные и граничные условия для уравнений (1) – (5), формулы для расче-
та коэффициентов математической модели приведены в работе [8], поэтому  
в данной статье не приводятся. 

Объемный расход потока, направляемого в ресивер Р (см. рис. 1), определял-

ся как in
des

out
ads

out GGG −= , где 
ads

desout
ads

in
des P

PGG χ=  – объемный расход потока, обо-

гащенного кислородом, направляемого на десорбцию преимущественно O2, N2  
и отвод в атмосферу.  

Таким образом, уравнения (1) – (5) с начальными и граничными условиями 
представляют собой математическое описание циклических процессов адсорбции – 
десорбции, осуществляемых в адсорберах А1, А2 установки КБА (см. рис. 1). Для 
решения системы дифференциальных уравнений в частных производных  
с соответствующими начальными и граничными условиями использовали ме-
тод конечных элементов в программной среде MATLAB.  

Далее концентрации кислорода и азота будем обозначать через  
( )21, yy=y об. %. Проверка адекватности математической модели проводилась по 

результатам независимых экспериментов, то есть отличных от эксперименталь-
ных данных, использованных для идентификации модели. Рассогласование рас-
четных по модели и экспериментальных данных оценивали по формуле 
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где ( )ii tyy ,ads
out
1

eout,
,1 ,  – экспериментальное и расчетное значения концентрации ки-

слорода в продукционном потоке на выходе установки КБА в i-м опыте, об. %, 
di ,1= , d – число экспериментальных 

точек; it ,ads  – продолжительность ста-
дии адсорбции в i-м опыте, с. 

Максимальная относительная по-
грешность maxδ  рассогласования рас-

четных out
1y и экспериментальных 

e,out
1y  данных на стадии адсорбции не 

превышает 13,2 % (рис. 2), что позволя-
ет с приемлемой для практики точно-
стью использовать математическую 
модель для технологического расчета, 
оптимизации и управления процессом 
обогащения воздуха кислородом мето-
дом адсорбционного разделения газо-
воздушной смеси. 

Рис. 2. Экспериментальные и расчетные 
по модели зависимости концентрации 

продукционного кислорода при давлении 
на выходе компрессора: 
Па107,2 5−1 ; Па107,3 5−2 ; цпц 5,0 tt = ; 

∆, □ – эксперимент; ▬ – расчет по модели 

12
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Постановка задачи оптимизации режимных параметров 
процесса обогащения воздуха кислородом 

 
Сформулируем задачу оптимизации циклических режимов работы установки 

КБА при разделении атмосферного воздуха и концентрировании кислорода: при 
фиксированных значениях возмущающих воздействий и нагрузки по сырью 

in
1

in
1

in
1 yyy ≤≤ , 

ininin GGG ≤≤  требуется определить управления ∗u  – продол-

жительность цикла ∗
цt  «адсорбция – десорбция», степени открытия 

∗∗∗∗ == ijjijj ,
K4

,
K1 41

ψψ,ψψ  на отрезке времени ]5,0;0[ цt  и ∗∗∗∗ == ijjijj ,
K3

,
K2 32

ψψ,ψψ   

на отрезке времени ];5,0[ цц tt  впускных K1, K2 и сбросных клапанов K3, K4 такие, 
что среднее значение степени извлечения (концентрирования) кислорода η  на 
отрезке времени ],0[ устt  достигает максимума, то есть 
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при связях (1) – (5) с начальными и граничными условиями и ограничениях: 
– на «установившееся» значение концентрации продукционного кислорода 
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– скорость газовоздушной смеси в «лобовом» слое адсорбента 
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– расход атмосферного воздуха в питании установки КБА 
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где out
зад1,y  – заданное значение концентрации кислорода в продукционном потоке 

воздуха; задQ  – заданное значение производительности (расхода продукционного 

потока воздуха при концентрации out
зад1,y  кислорода) установки КБА; +

gv  – макси-

мально допустимое значение скорости газовоздушной смеси в слое адсорбента; 
++ ΔΔ desads, PP  – максимально допустимые значения перепада давления в адсорбци-

онном слое на стадиях адсорбции и десорбции; цц,tt  минимальное и максималь-

ное значения продолжительности цикла «адсорбция – десорбция»; 
in
des

in
ads, PP  – 

минимальное и максимальное допустимые давления на стадии адсорбции соот-
ветственно.  

Критерий оптимальности (6) и ограничения (7) – (10) вычисляются через 
решение уравнений динамики (1) – (5) до наступления нового стационарного 
периодического режима работы установки КБА. Ограничение максимального 
значения скорости потока воздуха в «лобовом» слое адсорбента (9) необходимо 
учитывать при решении задачи оптимизации для предохранения гранули-
рованного адсорбента от разрушения вследствие аэродинамического удара при 
резком (скачкообразном) открытии регулирующих клапанов K1 – K4. 

Сформулированная аргументная задача оптимизации (6) – (14) относится  
к классу задач нелинейного программирования, для решения которой будем ис-
пользовать метод последовательного квадратичного программирования [12]. 

 
Разработка алгоритма и системы управления циклическим адсорбционным 

процессом обогащения воздуха кислородом 
 

Для управления циклическим адсорбционным процессом концентрирования 
кислорода в установке КБА разработана двухуровневая система управления,  
в которой на нижнем уровне находятся: контроллер, измерительные преобразова-
тели, исполнительные механизмы; на верхнем уровне: SCADA-система на персо-
нальном компьютере. 

При разработке алгоритма управления короткоцикловым процессом концен-
трирования кислорода будем считать, что возмущающие воздействия iz  являются 
измеримыми в моменты времени it  и действуют в течение интервала времени 
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клонении от номинальных значений осуществляется решение задачи оптимизации 
(6) – (14) методом последовательного квадратичного программирования. Резуль-
татом решения задачи оптимизации являются: оптимальное значение продолжи-
тельности цикла ∗

цt  и законы оптимального изменения степени открытия клапанов 
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,
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ψψ,ψψ  на отрезке времени ];5,0[ цц tt . Далее на основании рассчи-

танного оптимального управления производится пересчет циклограммы переклю-
чений клапанов K1 – K4. Программно-логическое управление клапанами реализу-
ется посредством программного задатчика. 
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Пусть при с1600=it  в окружающей среде скачкообразно изменяется темпе-
ратура ОСT  от номинального значения 293 до 323 K, а также состав воздуха: кон-

центрация кислорода in
1y  скачкообразно уменьшается от 20,8 до 20,3 об. %, кон-

центрация примесей in
3y  увеличивается от 1,0 до 1,5 об. %. Для этих условий оп-

тимальными управлениями ∗u  являются 31ц =
∗t  с, ∗j

1ψ – 10,1,ψ4 =∗ jj  (рис. 3). 
Из анализа графиков на рис. 4 следует, что ограничение по ресурсосбереже-

нию адсорбента – скорости газовоздушной смеси в «лобовом слое» ( 08,0g ≤v  м/с 
при x = 0) выполняется. 

Анализ других результатов показывает, что при адаптивной оптимизации 
режимов функционирования установки КБА степень извлечения кислорода уве-
личивается в среднем на 9,6 % и выполняются ограничения по чистоте кислорода 

39out
1 ≥y  об. % и производительности установки 2≥Q нл/мин (табл. 1).  
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Рис. 3. Динамика степени ∗∗∗∗ jjjj
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Рис. 4. Динамика скорости воздуха в слое адсорбента при скачкообразном 
возмущении по температуре окружающей среды (293 … 323 K): 

1 – x = 0; 2 – x = L/2; 3 – x = L
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Таблица 1 
Сравнительный анализ работы установки с адаптивной оптимизацией (+) 

в системе управления и без адаптивной оптимизации (–) 
 

Показатели 
установки 

КБА 

Оптимальные значения
для номинального 

режима 

Случайные значения возмущений 

K233ОС =T K323ОС =T
K323ОС =T  

%3,201 =iny  
– + – + – + 

*η , % 41,5 30,9 40,3 33,1 42,2 31,7 41,9 

*out
1y  , об. %  39,0 58,7 39,0 25,5 39,0 23,2 39,0 

*outG , нл/мин 2,16 1,71 2,12 4,35 2,20 4,41 2,18 

 
Заключение 

 
С использованием методов теории автоматического управления, системного 

анализа и математического моделирования получены новые научные результаты 
для проектирования автоматизированных процессов короткоцикловой адсорбции  
и систем управления ими с учетом выполнения требований технологического рег-
ламента по степени извлечения и чистоте кислорода, производительности установ-
ки КБА и сбережению гранулированного цеолитового адсорбента от разрушения.  

 
Работа выполнена в рамках проектной части государственного задания 

№ 10.3533.2017/ПЧ. 
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of Adsorption Enrichment of Air with Oxygen 
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Abstract: The paper investigates optimization of the process of air enrichment 

with oxygen (i.e. determination of the maximum degree of oxygen extraction) in a dual-
adsorption plant for pressure swing adsorption (PSA), taking into account the 
requirements for oxygen purity, installation efficiency and resource-saving granular 
adsorbent. An algorithm and a two-level system of adaptive control of air enrichment 
with oxygen have been developed; their implementation will provide automatic control 
of disturbing influences, promptly solving the optimization problem (at the upper level) 
and correcting tasks for the program generator and regulators of the automatic control 
system (at the lower level). The use of adaptive optimization in the control system will 
increase the value of the degree of oxygen extraction in the PSA plant by an average of 
10 % (compared to the traditional control system without adaptive optimization) while 
fulfilling the required limitations on oxygen purity, resource saving of the granular 
adsorbent and plant capacity. 
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Optimierung und Steuerung des zyklischen Prozesses 
der Adsorptionsbereicherung der Luft mit Sauerstoff 

 

Zusammenfassung: Gestellt und erforscht ist das Optimierungsproblem (im 
Sinne der Bestimmung des maximalen Grads der Sauerstoffextraktion) des 
Luftanreicherungsprozesses mit Sauerstoff in einer zwei-Wege-Anlage der 
Druckwechseladsorption (CBA) im Hinblick auf die Anforderungen an die 
Sauerstoffreinheit, Arbeitsleistung der Anlage und die Ressourcenschonung des 
granulierten Adsorptionsmittels. Es ist der Algorithmus und das zweistufige System der 
adaptiven Steuerung des Prozesses der Anreicherung der Luft mit Sauerstoff entwickelt. 
Ihre Realisierung stellt die automatische Steuerung der störenden Effekte, die operative 
Lösung des Problems der Optimierung (auf der obersten Ebene) und die Korrektur der 
Aufgaben an den Software-Sensor und die Regler des automatischen Steuerungssystems 
(auf der unteren Ebene) zur Verfügung. Die Nutzung der adaptiven Optimierung im 
Steuersystem wird ermöglichen, den Wert für den Grad der Sauerstoffextraktion bei der 
CBA-Anlage durchschnittlich um 10 % zu erhöhen (im Vergleich mit der Verwendung 
des herkömmlichen Managementsystems ohne adaptive Optimierung), wenn die 
erforderlichen Einschränkungen für die Reinheit von Sauerstoff, die 
Ressourceneinsparung des granulierten Absorbers und die Leistung der Anlage  
erfüllt sind. 
 
 

Optimisation et contrôle du processus cyclique de l'adsorption  
de l'oxygène de l'air 

 
Résumé: Est fixée et étudiée la tâche de l'optimisation (en ce qui concerne la 

détermination du degré maximum d'extraction de l'oxygène) du processus 
d'enrichissement de l'air en oxygène dans une installation à deux étages d'adsorption à 
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cycle court sans chauffage (ACS), en tenant compte des exigences de la pureté de 
l'oxygène, de la productivité de l'installation et de la conservation des ressources de 
l'adsorbant granulaire. Sont mis au point un algorithme et un système de contrôle 
adaptatif à deux niveaux pour l'enrichissement de l'air en oxygène ce qui permettra un 
contrôle automatique des effets perturbateurs, une solution d'optimisation opérationnelle 
(au niveau supérieur) et une correction des tâches aux réglages programmatiques et aux 
régulateurs du système de contrôle automatique (au niveau inférieur). Grâce  
à l'optimisation adaptative du système de contrôle, la valeur de l'extraction de l'oxygène 
dans l'installation ACS est augmentée en moyenne de 10 % (par rapport au système de 
contrôle traditionnel sans optimisation adaptative), tout en respectant les limites de 
pureté requises, en économisant les ressources l'adsorbant granulaire et la productivité 
de l'installation. 
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Аннотация: Интересы исследователей-экономистов в последние десятилетия 

связаны с разработкой теории и практики устойчивого развития. Рассмотрены  
особенности управления устойчивым развитием как процессом расширенного  
воспроизводства. Приведено описание схемы управления и типовой постановки 
задачи оптимизации производства по эколого-экономическим критериям. Показана 
возможность использования ситуационного управления в задачах устойчивого  
развития. 
 

_____________________________________ 
 

 
С начала 1970-х годов прошлого века проблема устойчивого развития мировой 

экономики оказалась в центре внимания ученых, политиков и государственных 
деятелей по причине резкого увеличения в окружающей природной среде опасных 
для жизни людей явлений: уничтожения лесов, эрозии почв, ухудшения биоразно-
образия, накопления отходов, загрязнения вод Мирового океана, изменения клима-
та Земли и ряда др. Регулярно осуществляемый международными и национальными 
институтами мониторинг негативных тенденций, возникших в отношениях приро-
ды и общества, позволил выявить следующее: 

− потенциальную опасность дальнейшего использования природо-расточи-
тельных методов хозяйствования; 

− недальновидность экономистов и технологов в оценках развития многих 
антропогенных процессов и их возможных последствий в биосфере; 

− отсутствие у человечества достаточного опыта в решении сложных меж-
дисциплинарных биосферных проблем; 

− отсутствие научно-обоснованной стратегии перехода экономики на устой-
чивое эколого-экономическое развитие. 

В настоящее время в обществе созрело понимание неизбежности замены  
существующей модели хозяйствования на более результативную «ноосферную», 
основанную на глубокой интеграции знаний об экономических, экологических  
и социальных системах. 

Ноосферный этап коэволюции природы и общества, исследованием особенно-
стей которого в 1940-х годах прошлого века занимался академик В. И. Вернадский 
[1, 2], сегодня характеризуется небывалым ростом научного знания, сделавшего 
человечество самой влиятельной силой в биосфере, способной не только всесто-



ISSN 0136-5835. Вестник ТГТУ. 2018. Том 24. № 4. Transactions TSTU 570

ронне оценивать глобальные изменения ее состояний, но и управлять процессами 
развития цивилизации, принимая на себя всю полноту ответственности за результа-
ты хозяйственной деятельности. Такая ситуация в истории существования челове-
чества возникла впервые, а поэтому сущность концепции устойчивого развития, как 
эволюционного процесса в биосфере, напрямую связана с проблемой перевода не-
стабильно функционирующих эколого-экономических систем в категории устойчи-
во развивающихся, в условиях постоянного роста народонаселения и ограниченно-
сти запасов природных ресурсов. 

Цель работы – обоснование необходимости в ситуационной модели управле-
ния устойчивым развитием. 

Рассмотрим определения устойчивой экономической системы и экономиче-
ской системы устойчивого развития. Возникшие в среде ученых-экономистов дис-
куссии о том, что может представлять собой «устойчивость», привели к следующе-
му определению устойчивой экономической системы: «… это такая система, кото-
рая стремится к сохранению всего ограниченного капитала, возобновляет отдель-
ные элементы других видов природного капитала и/или использует добавки к ис-
кусственному капиталу для замены истощающихся ресурсов других видов природ-
ного капитала» [3]. При этом устойчивой следует считать хозяйственную деятель-
ность, в результате которой состояние окружающей среды в конце отчетного пе-
риода остается, как минимум, таким же, как и в его начале. 

Под ограниченным капиталом понимают природный капитал, имеющий осно-
вополагающее значение для продолжительности жизни, а под искусственным –  
создаваемый человеком. Социальный аспект проблемы развития связан  
с введением двух этических норм: «экоэффективности», в которой отражена  
ценность окружающей природной среды для жизнедеятельности человека и ее  
хозяйственного использования, и «экосправедливости», устанавливающей равно-
правное использование природных ресурсов между поколениями и внутри каждого 
поколения. 

Введение указанных норм в проблему устойчивого развития объясняется  
необходимостью постоянного повышения эффективности социально-экономи-
ческой деятельности в условиях конкуренции и улучшения благосостояния граж-
дан, отражающейся на постановках таких задач управления, как энерго- и ресур-
сосбережение, переработка отходов, сокращение выбросов и т.п., а также при обос-
новании временного диапазона задач управления. 

С позиции общей теории системы управления «устойчивая экономическая 
система» относится к классу систем стабилизации, у которых структура и функции 
практически не изменяются на всем периоде их существования, вследствие работы 
органов управления, противодействующих внутренним и внешним возмущениям.  
Для таких систем термин «устойчивость» надо понимать в смысле устойчивости 
замкнутой системы «объект – регулятор». В отличие от систем стабилизации,  
экономическая система устойчивого развития относится к классу целеустремлен-
ных и развивающихся систем, способных к выбору своего поведения в зависимости 
от присущих ей целей, и в которых с течением времени структура и функции пре-
терпевают значительные изменения. 

Термин «развитие», как и «устойчивость», в рассматриваемой проблеме тоже 
оказался дискуссионным [4]. В хрестоматийном варианте он означает: «Процесс 
закономерного изменения, перехода из одного состояния в другое, более совершен-
ное; переход от старого качественного состояния к новому, от простого к сложно-
му, от низшего к высшему» [5]. Однако это определение является слишком общим, 
чтобы быть практичным для проблемы устойчивого экономического развития. Оно 
допускает и «режимные» изменения в системе, проводимые за счет ее внутренних 
резервов, и «структурные», осуществляемые под действием внешних факторов 
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3. Диапазон планирования задач устойчивого развития составляет 20 и более 
лет (время появления очередного поколения). Вопрос о том, каким будет мир через 
20 лет, не столько результат прогнозов будущего, сколько его «конструирования». 
На таком длительном интервале времени возможны функциональные и структур-
ные изменения в объекте управления и его окружении, отчего изначально выбран-
ная и сбалансированная траектория движения объекта по мере возникновения воз-
мущений потребует от менеджеров соответствующих корректировок и к этому надо 
заранее быть готовым. 

4. Перевод эколого-экономических систем из существующего состояния  
на траекторию устойчивого развития всегда будет осуществляться в условиях  
неопределенности технического, правового и нормативного характера, в связи  
с чем сложно выявить и рассчитать принимаемые в процессе управления долго-
срочные экономические и экологические обязательства.  

5. Управление целеустремленными и развивающимися системами, к которым 
относятся эколого-экономические, представляет собой направленное движение  
к интересуемым целям в обстановке помех за фиксированное время T. Формат  
из семнадцати целей устойчивого развития (ЦУР) был определен на Генеральной 
Ассамблее ООН в 2015 г. [7] и адаптирован в 2016 г. к условиям России Аналити-
ческим центром при Правительстве РФ [8]. Фактически они представляют собой 
«набор статистических индикаторов для оценки прогресса и мониторинга их реали-
зации». В частности одна из таких целей характеризует экологическую устойчи-
вость. Наличие индикаторов различных смысловых категорий существенно услож-
няет процесс принятия решений при выборе наилучшей траектории развития. Фор-
мально процесс перевода системы из начального состояния S0, характеризуемого 
экономическими A0, экологическими B0 и социальными С 

0 индикаторами в конеч-
ное состояние Sк с заданными целевыми индикаторами Aк, Bк, С 

к показан на рис. 2. 
Реальными помехами в работе системы управления являются, как минимум, 

два класса возмущений: 1 – режимные, не вызывающие структурные изменения  
в объекте управления; 2 – структурные, способные вызывать качественные измене-
ния в объекте управления. Разделение возмущений по классам объясняется разли-
чием подходов к проверке объектов на устойчивость. Примером первых из них яв-
ляются возможные ужесточения экологического законодательства, изменение цен 
на используемое сырье, энергию и материалы, рекомендации по использованию 
новых видов расходных материалов (катализаторов, фильтров, датчиков, энерго-
сберегающих приборов и т.п.), климатические факторы. В таких ситуациях 
 

 
 

Рис. 2. Формальное отображение процесса управления 
эколого-экономическим развитием:  

S0, Sк – исходное и конечное состояние системы; 0к ttT −=  – время управления;  

ТР – траектория развития; A0, B0, С0, Aк, Bк, Ск – индикаторы ЦУР 
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система управления, а точнее сказать система менеджмента, работает «по возмуще-
нию», осуществляя коррекцию режимов работы объекта в результате реализации 
необходимых природоохранных мероприятий. 

Возмущения второго класса предполагают реструктуризацию объекта управ-
ления для достижения заданных ЦУР. Например, для большинства спроектирован-
ных десятилетия назад городских станций биохимической очистки уже требуется 
существенное расширение состава сооружений из-за необходимости очистки сто-
ков от азота, фосфора, наночастиц, фармпрепаратов и других видов примесей,  
ранее не создававших экологических проблем. И в этом случае система менедж-
мента становится комбинированной – с обратными связями по составу стоков  
и качеству очистки, с управлением по возмущению и структурной адаптацией объ-
екта к новым условиям. 

В совокупности объект с системой менеджмента формируется как целеустрем-
ленная развивающаяся система, предназначенная для решения не только оператив-
ных и среднесрочных задач управления, но и долгосрочных. Структура подобной 
системы в общем виде показана на рис. 3. Она работает следующим образом.  
В подсистему административного управления (ПАУ) в контрольные моменты вре-
мени поступает информация о состоянии экономической системы, преобразуется  
в индикаторы развития и сравнивается с целевыми значениями. При наличии рас-
хождений формируются сигналы u1 управления потоками материально-энергети-
ческих, финансовых, трудовых и иных ресурсов, необходимых для устранения от-
клонений текущих значений индикаторов от заданных в процессе движения объекта  
к ЦУР. Работа блоков управления режимными БУ1 и структурными БУ2 задачами 
координируется планировщиком заданий (ПЗ) в зависимости от состава возмущений 
ε1 и ε2. При этом каждый из них вырабатывает собственные сигналы управления u2 
или u3, компенсирующие действие возмущений. 

Приведем пример одной из типовых постановок задач управления, решаемых  
в блоках БУ1 или БУ2. Для этого рассмотрим гипотетический объект региональной 
экономики, нуждающийся в улучшении энергетических и/или экологических ха-
рактеристик, таких как удельная энергоемкость целевого продукта tуд и удельное 
количество образуемых отходов qуд, поскольку их значения превышают соответст-
вующие значения н

уд
н
уд  и qt для таких же объектов, именуемых «наилучшими миро-

выми практиками». 
Пусть статика объекта описывается системой уравнений вида: 
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Рис. 3. Схема управления экономическим развитием: 
ЦУР – задание на развитие; X, Y – входные и выходные переменные 
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где С,П,Э  – векторы энергетических, трудовых и материальных ресурсов произ-

водства соответственно; ZTQP  и  , ,  – векторные экономические, экологические, 
технико-технологические и социально значимые индикаторы развития производст-
ва соответственно; 41  ff − – векторные функциональные операторы; uw  ,  – в век-
торном виде мероприятия «режимного» и «структурного» характера, от выбора 
которых зависит эколого-экономическая эффективность производства. 

Задачу повышения энергоэффективности объекта сформулируем следующим 
образом. 

Необходимо найти множество таких значений **   и uw  
 

{ } ( )∪
Uu
Ww Uu

Ww
uwtuw

∈
∈ ∈

∈
= ,minarg ,  уд

** ,                                   (2) 

 

при которых справедливы уравнения модели производства (1), выполняется плано-
вое задание по выпуску целевой продукции 
 

задVV = ,                                                            (3) 
 

адекватны модели прогноза распространения примесей в окружающей природной 
среде 

( ) ( )MSGcfzyxс i
ii ,,,,, ф5

ν
∑

νν = ,                                      (4) 
 

удовлетворяются санитарно-гигиенические ограничения на качество окружающей 
среды 

( ) ,3,2,1   ,,1  ,,, ПДК =ν=≤ νν niczyxсi                              (5) 
 

и ограничения на удельное производство отходов 
 

н
удуд qq ≤ ,                                                           (6) 

 

а также на выбор допустимых значений управлений uw   и  :  
 

Ww ∈ , Uu ∈ .                                                         (7) 
 

В (4) – (6) имеем: ( )⋅ν
iс  – концентрация i-го вида примеси, образуемой в каче-

стве отходов производства в точке с координатами ( )zyx ,, ; ν – тип природной сре-
ды (ν = 1 – атмосфера, ν = 2 – гидросфера, ν = 3 – педосфера); фic – фоновые значе-

ния концентрации i-й примеси в среде ν-го типа; iG∑  – мощность источников выде-

ления i-й примеси; νS  – параметры условий переноса примеси в ν-й среде; М – ме-
теоусловия; ν

5f  – векторный функциональный оператор. 
Решение задачи в постановке (1) – (7) означает наполнение множеств W и U 

технико-организационными предложениями по улучшению энергоэффективности 
объекта и последующих среди них экономически целесообразных вариантов меро-
приятий **   и uw . 

Если математическое описание объекта отсутствует, а разработать его пробле-
матично, тогда решение задачи развития в постановке (1) – (7) не представляется 
возможным. В этом случае приходится принимать решение о стратегии движения 
объекта к ЦУР, основываясь на идеях ситуационного управления, использующего 
аппарат логики и эвристики. Методология ситуационного управления вполне соот-
ветствует слабоструктурированным сложным техническим, организационным  
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и социально-экономическим объектам [9]. В системе ситуационного управления 
требуется построить ориентированный граф переходов по ситуациям под воздейст-
вием принимаемых решений. Последовательность ситуаций представляет собой 
стратегию, согласно которой из существующего состояния объект переводится  
в целевое. Для принятия решений по устойчивому развитию экономической систе-
мы требуется: 

− согласовывать принимаемые решения с целями устойчивого развития; 
− обеспечивать преемственность принимаемых решений. 
Это означает, что хозяйственная деятельность должна быть не только при-

быльной, но и характеризоваться соблюдением особых «правил» рационального 
природопользования [10]. 
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Abstract: Over the past decades, economic researchers have been interested in the 
development of the theory and practice of sustainable development. The paper considers 
the specifics of sustainable development management as an extended process of reproduc-
tion. A description of the management procedure and a typical formulation of the produc-
tion optimization problem according to environmental and economic criteria are made. 
The possibility of using situational management in sustainable development problems is 
explored. 
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Über das Managementsystem für nachhaltige Entwicklung 
der ökologisch-ökonomischen Objekte 

 
Zusammenfassung: Die Interessen der Wirtschaftsforscher in den letzten 

Jahrzehnten hängen mit der Entwicklung der Theorie und Praxis der nachhaltigen 
Entwicklung zusammen. Es sind Besonderheiten des Managements der nachhaltigen 
Entwicklung als Prozesses der erweiterten Reproduktion betrachtet. Eine Beschreibung 
des Kontrollschemas und der typischen Formulierung des Produktionsoptimierungs 
problems nach ökologischen und ökonomischen Kriterien wird gegeben. Die Möglichkeit 
der Benutzung des Situationsmanagements bei den Aufgaben der nachhaltigen 
Entwicklung ist gezeigt. 
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Sur le système de la gestion du développement durable des  
ét ablissements économiques et écologiques 

 
Résumé: Les intérêts des chercheurs économistes au cours des dernières décennies 

sont liés à l'élaboration de la théorie et des pratiques du développement durable. Sont 
considérées les particulariés de la gestion du développement durable en tant que 
processus de la reproductionélargie. Est faite la description du schéma de la gestion et de 
la définition typique de la tâche d'optimisation de la production selon des critères 
écologiques et économiques. Est montré la possibilité d'utiliser la gestion de la situation 
dans les objectifs de la durabilité du développement. 
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тентного времени действий человека. 
 
Аннотация: Рассмотрена проблема повышения аварийной безопасности от 

влияния человеческого фактора в работе технологических процессов. Предложена 
модель оценки величины латентного времени действий оператора-технолога на 
основе величины интенсивности сигнала тревоги. Показано, что обучение пред-
ложенной модели требует решения задач идентификации и оптимизации. Состав-
лено необходимое условие успешной стабилизации технологического процесса. 
Приведен пример использования предложенной модели для расчета величины 
условной интенсивности сигнала тревоги на предложенных данных. Составлен 
критерий, который в связке с разработанной моделью может быть использован 
для ранжирования людей на должность оператора. 
 

____________________________________ 
 

Введение 
 

В настоящее время множество технологических процессов выполняются  
с помощью автоматизированных систем управления (АСУ). Одной из задач АСУ 
является поддержка технологического процесса в состоянии нормального функ-
ционирования. Можно выделить следующие состояния технологического процес-
са с точки зрения безопасности его функционирования – предаварийное, аварий-
ное и состояние аварии. Предаварийное состояние – такое, при котором не нача-
лись необратимые изменения. Под необратимыми изменениями в данном случае 
понимаются события, подразумевающие превышение предельного, недопустимо-
го в состоянии нормального функционирования числа некоторых объектов. При-
ведение технологического процесса в состояние нормального функционирования 
при наличии необратимых изменений невозможно или трудновыполнимо управ-
ляющими воздействиями систем ручного и автоматического управления. Аварий-
ное состояние рассматривается как состояние системы, при котором предполага-
ется, что необратимые изменения имеют место. 

Приведение технологического процесса из предаварийного состояния в нор-
мальное функционирование может выполняться по двум сценариям. Первый за-
ключается в запуске механизмов системы безопасности, что в некоторых случаях 
может принести экономические потери. Второй – в стабилизации технологиче-
ского процесса управленческими действиями человека-оператора и АСУ. Время 
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нахождения технологического процесса в предаварийном состоянии до момента 
наступления аварийной ситуации определяется условиями технологического про-
цесса. Поэтому задача оценки латентного времени действий оператора является 
актуальной при планировании способов стабилизации технологического процес-
са. Информированием оператора о возникновении предаварийной ситуации явля-
ется сигнал тревоги, который подается АСУ. Громкость звуковой или цвет свето-
вой аварийной сигнализации в том числе могут нести информацию оператору  
о времени, доступном на стабилизацию технологического процесса. Зависимость 
латентного времени действий человека от величины раздражителя (сигнала трево-
ги) определяется индивидуальными особенностями человека. Вследствие чего, 
при планировании стабилизации технологического процесса, требуется учитывать 
индивидуальные особенности оператора-технолога. 

Цель данной работы – разработка математической модели оценки латентного 
времени действий оператора по величине сигнала тревоги. 

 
Модель зависимости латентного времени действий оператора  

от величины стимула 
 

На рисунке 1 показан один из вариантов диаграммы потоков данных техно-
логического процесса. Помимо системы, выполняющей технологический процесс, 
диаграмма включает человека-оператора, АСУ, а также системы: автоматического 
и ручного управления; сбора информации; контроля деятельности оператора; оп-
ределения времени отклика. 

Рассмотрим случай, когда система находится в предаварийном состоянии,  
то есть необратимые изменения еще не наступили. Наличие необратимых измене-
ний предполагает необходимость проведения как минимум профилактических 
работ. Поэтому приведение технологического процесса из предаварийного со-
стояния в состояние нормального функционирования предполагается не только 
управленческими действиями АСУ, но и человека-оператора. 

Согласно диаграмме потока данных, показанной на рис. 1, время, с того мо-
мента, когда технологический процесс перешел в предаварийное состояние,  
до момента, когда технологический процесс приведен в состояние нормального 
функционирования, может быть рассчитано по следующему алгоритму. Система 
сбора информации предоставляет информацию о значении параметров техноло-
гического процесса с некоторой задержкой ,датчикаT  характеризуемой временем 
отклика измерительных приборов. Если АСУ определяет состояние системы как 
предаварийное (на основе данных системы сбора информации), она подает сигнал 
тревоги оператору. Оператору до выполнения управленческого действия требует-
ся некоторое время ,челT  которое расходуется на интерпретацию сигналов с орга-
нов чувств и на затраты по выработке решения. Управленческие действия опера-
тора выражаются в командах системе ручного управления (человеко-машинному 
интерфейсу (ЧМИ)). На исполнение команды оператора, система ручного управ-
ления затрачивает некоторое время, которое также необходимо учитывать при 
оценке времени ,ЧМИT  требующегося для стабилизации (приведения в состояние 
нормального функционирования) технологического процесса. По динамике пара-
метров технологического процесса можно произвести оценку времени ,доступT   
по истечении которого система переходит в аварийное состояние.  

Иными словами, доступT  – время нахождения системы в предаварийном со-
стоянии. Формула (1) задает соотношение между описанными временными пере-
менными 

 

,ЧМИчелдатчикадоступ TTTT ++≥                                        (1)
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На рисунке 1 АСУ подает оператору сигнал тревоги (звуковой, визуальный  
и т.д.), который может быть рассмотрен как стимул для выполнения управленче-
ских действий, направленных на стабилизацию (приведение в состояние нор-
мального функционирования) технологического процесса. 

Для определения необходимой величины стимула из формулы (2) можно  
использовать максимальное допустимое латентное время оператора maxчелT .  

Далее из формулы (3) найти минимальное значение величины стимула ,текущF  

при котором величина латентного времени действий оператора челT  не будет пре-
восходить максимально допустимое значение maxчелT  

 

.maxчелчел TT ≤                                               (4) 
 

Пусть область определения и область значения модели оценки латентного 
времени действий оператора ограничены следующими соотношениями: 

 

[ ];; maxmin FFOO =                                                   (5) 
 

[ ],; maxmin LLOЗ =                                                   (6) 
 

где minF , maxF  – минимальное и максимальное значения величины стимула, при 
котором время отклика человека принимает минимальное и максимальное значе-
ния соответственно, усл. ед.; maxmin, LL  – параметры, задающие минимальное  
и максимальное время, которое требуется человеку на интерпретацию данных, 
полученных с органов чувств, с. Это время определяется индивидуальными осо-
бенностями конкретного человека-оператора и его функциональным состоянием. 

Определим функцию, которая будет масштабировать диапазон области оп-
ределения в единичный отрезок [0;1] следующим равенством 
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min
FF

FFFS
−

−
=                                                   (7) 

 

где F – текущее значение величины стимула, усл. ед. 
Рассмотрим степенной ряд 
 

( ) ,1∑ =
= N

i i
iaxXM                                                     (8) 

 

где ai – коэффициенты степенного ряда. 
Зададим функцию масштабирования до области значения (6) 
 

( ) ( ) ( )( ).;1min;max, minmaxminmin yxLLLLyxR −−+=                   (9) 
 

На рисунке 3 данная функция масштабирования (7) ограничивает значения 
снизу ординатой ,minLy = а сверху прямой ( )( ),1minmaxmin xLLLy −−+=  выде-
ленная область показывает область возможных точек функции. 

Латентное время может быть представлено следующей композицией 
 

( ) ( ) ( )( )( ).1,чел FSMFSRFT −=                                  (10) 
 

Выражение ( )( )FSM −1 означает, что рассматривается сумма убывающих 
степенных функций, так как область определения функции S(F) – отрезок [0;1]. 

В итоге получается то, что модель латентного времени действий человека 
( )FTчел  определяется степенным рядом, который является рядом Маклорена,  

поэтому  любую зависимость можно выразить через такой степенной ряд со сколь 
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В соответствии с формулой (2) рассчитаем значение максимально допусти-
мого латентного времени действий оператора 

 

( ) .5,15,237maxчел =+−=T                                        (13) 
 

Условие, заданное формулой (3), выполняется, следовательно, в конкретной 
ситуации в рассматриваемый момент времени нет необходимости запускать ме-
ханизмы автоматической аварийной системы безопасности. Подставим формулы 
(7) и (8) в (10), а также заменим все переменные, для которых имеются значения, 
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следовательно, 
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Согласно тому, что 
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Подставим предыдущее равенство в неравенство (4) 
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Результат 
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Таким образом, для того, чтобы оператор успел вовремя интерпретировать 
сигналы с органов чувств и выработать управленческое решение в соответствии  
с заданными условиями эксперимента, необходимо подать сигнал тревоги, усло-
вие для величины которого показано в формуле (21). 

Уравнение (1) задает условие успешного приведения технологического про-
цесса в состояние нормального функционирования. Диапазон значений для  
Tдоступ определяется условиями технологического процесса. Значения параметров 
Tдатчика и TЧМИ также определяются условиями технологического процесса и без 
потери общности можно считать, что эти параметры являются константами. Диа-
пазон значений Tчел, который показан в формуле (6), определяется не только ус-
ловиями технологического процесса, но и индивидуальными особенностями рас-
сматриваемого человека и его функциональным состоянием. Таким образом, для 
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разных людей и разных функциональных состоянии одного человека диапазоны 
значений параметра Tчел различные. Следовательно, вероятность стабилизации 
технологического процесса (приведения в состояние нормального функциониро-
вания) зависит как от человека, так и его функционального состояния. 

Успешность выбора человека на должность оператора, если следовать крите-
рию, учитывающему вероятности стабилизации технологического процесса, оп-
ределяется индивидуальными особенностями человека, которые выражаются  
в оперативности действий, направленных на стабилизацию технологического 
процесса, при различных функциональных нагрузках. Поэтому задача подбора 
персонала на должность оператора-технолога может решаться и с использованием 
данного критерия (учитывающего вероятности стабилизации технологического 
процесса) и предложенной модели (зависимости латентного времени действий 
человека-оператора от величины стимула или раздражения). 

Согласно вышесказанному, сформулируем два утверждения. Первое – нет 
гарантии того, что при других значениях параметров модели оценки латентного 
времени действий оператора будет выполняться условие, заданное формулой (4). 
Второе – область значений кривых «сила – длительность» является отрезком  
в рамках рассматриваемой модели, так как эти кривые непрерывные и дифферен-
цируемые на всей области определения, согласно формулам (7) – (10), и область 
определения является отрезком. Эти два утверждения полностью согласуются  
с формулой (3) (здесь стоит отметить то, что формулы (3) и (4) ранее не были вы-
ведены одна из другой и только в этом абзаце они получили логическую связь). 

Mинимальным значением силы раздражителя является Fmin, при котором 
конкретный человек, находящийся в рассматриваемом функциональном состоя-
нии, реагирует на раздражитель; Fmax – максимальное значение силы раздражите-
ля, при котором на всех точках интервала [Fmin; Fmax] не возникает изменения 
функционального состояния. Иными словами, для нахождения области определе-
ния (5) кривой «сила – длительность» требуется найти порог чувствительности  
и минимальное значение силы, при котором возникает изменение функциональ-
ного состояния для человека, находящегося в конкретном функциональном  
состоянии. 

Рассмотрим рисунок 2. Значения для кривой «сила – длительность» не опре-
делены, если значения силы меньше, чем 0,4, 0,3 и 0,2, для кривых 1, 2 и 3 соот-
ветственно. Значения силы кривых «сила – длительность», которые больше, чем 
1,6, 1,3 и 1,4 для кривых 1, 2 и 3 также не определены. Левая граница области оп-
ределения говорит о том, что для конкретного человека величина раздражителя 
лежит ниже порога чувствительности, когда рассматриваемый человек находится 
в таком функциональном состоянии. Правая граница области определения пока-
зывает величину силы условного раздражителя, при которой возникает высокая 
вероятность изменения функционального состояние человека, вследствие увели-
чения эмоционального напряжения (по причине большой величины раздражите-
ля). Причем текущее функциональное состояние не обязательно изменится  
на некоторое определенное функциональное состояние, а может измениться так-
же и на одно значение из набора функциональных состояний, что потребует вы-
вода правил переходов функциональных состояний при превышении правой гра-
ницы области определения величины условной силы раздражителя. Изменение 
функционального состояния по причине увеличения эмоционального напряжения 
может привести к тому, что возникнет необходимость рассматривать другие зна-
чения параметров модели оценки латентного времени человека, показанной  
в формуле (10). 

Области определения трех кривых, показанных на рис. 2, отличаются.  
Допустим, что эти кривые относятся к трем разным людям, находящимся в оди-
наковых функциональных состояниях. В случае, изображенном кривой 1, человек 
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может реагировать на более сильные сигналы, чем люди, для которых латентные 
времена действий описываются кривыми 2 и 3. На интервале [0,2; 0,4] кривая оп-
ределена только для человека-оператора 3 (далее человек 3), а это значит, что это 
человек реагирует на более слабый раздражитель, чем могут реагировать двое 
других. Так на приведенном примере, человек 3 реагирует на более слабую 
(меньшую 0,4 усл. ед.) величину раздражителя и для этого человека раньше на-
ступает изменение функционального состояния (при величине раздражителя, 
большей, чем 1,4 усл. ед.) вследствие эмоционального напряжения. Наименьшим 
минимальным латентным временем действий обладает человек 3, а наибольшим 
среди трех людей минимальным латентным временем – человек 2. Наряду с этим 
человек-оператор 3 обладает и наибольшим максимальным временем отклика,  
а человек 1 – наименьшим максимальным значением времени отклика. В данном 
случае по этой метрике трудно сказать работа какого человека будет наиболее 
эффективна с точки зрения величины вероятности успешного приведения систе-
мы в состояние нормального функционирования при возникновении предаварий-
ной ситуации. Одним из вариантов оценки величины вероятности положительных 
исходов (успешности приведения процесса в состояние нормального функциони-
рования) может являться сравнение результатов многократного выполнения чис-
ленных экспериментов методом Монте-Карло. Кроме того, для получения одного  
и того же латентного времени действий человеку 2 необходимо подавать раздра-
житель с большей силой, нежели человеку 3, что также необходимо согласовы-
вать с условиями технологического процесса. 

Неравенство (1) показывает необходимое условие для успешного выполне-
ния стабилизации технологического процесса. Рассмотрим случай, когда Tдатчика  
и TЧМИ постоянны и возьмем для них значения 3 и 2,5 соответственно. Рассчитаем 
диапазон минимальных значений параметра Tдоступ по диапазону значений  
Tчел для каждого рассматриваемого человека-оператора (см. рис. 2): 1 – [6,9; 9];  
2 – [8; 10,5]; 3 – [5,5; 13]. 

Для человека 3 диапазон значений Tдоступ перекрывает диапазоны значений 
данного параметра для двух других рассматриваемых людей. Это говорит о том, что 
данный человек-оператор может быстрее всех выполнить интерпретацию сложив-
шейся ситуации и выработать управленческое решение, и для него возможно самое 
длительное время, относительно двух других людей, на интерпретацию и принятие 
решения при определенных значениях величины ее раздражителя. 

 
Заключение 

 
Разработана математическая модель оценки латентного времени действий 

оператора по величине раздражителя (сигнала тревоги). Приведено необходимое 
условие стабилизации технологического процесса (приведение в состояние нор-
мального функционирования). Это условие представляет собой неравенство между 
доступным и необходимым для стабилизации временем. Доступное время опреде-
ляется условиями технологического процесса. Необходимое время складывается  

из времени отклика измерительного прибора, латентного времени действий чело-
века и времени отклика исполнительного механизма. Время отклика измеритель-
ного прибора и исполнительного механизма определяются условиями технологи-
ческого процесса. Латентное время действий оператора определяется, как и усло-
виями технологического процесса, так и индивидуальными особенностями опера-
тора-технолога. Для оценки латентного времени действий оператора предложена 
модель. Модель отражает зависимость латентного времени действий оператора  
от величины раздражителя или стимула. В качестве стимула рассматривается сиг-
нал тревоги, посылаемый АСУ. Показано, что обучение данной модели требует 
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решения двух задач – идентификации и оптимизации. Приведен пример ситуации 
использования модели для проверки возможности стабилизации состояния техно-
логического процесса путем управляющих действий оператора и вычислена вели-
чина сигнала тревоги, в ответ на которую величина латентного времени действий 
оператора будет максимально допустимой в рассматриваемом случае. 

Кроме этого, рассмотрена возможность использования данного подхода (со-
ставления и применение модели латентного времени человека-оператора) для вы-
бора множества людей среди кандидатов. Реализация этой возможности достига-
ется при классификации с использованием критерия оценки вероятности успеш-
ного приведения технологического процесса в состояние нормального функцио-
нирования. 

 
Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ, №16-29-08342-офи_м. 
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Abstract: The problem of increasing emergency safety caused by the impact of 

the human factor in the work of technological processes is considered. A model for 
estimating the scope of the latent time of the technical operator’s actions based on the 
alarm intensity is proposed. It is shown that the training of the proposed model requires 
solving the problems of identification and optimization. A necessary condition for 
successful stabilization of the process is specified. An example of using the proposed 
model to calculate the scope of the conditional alarm intensity on the proposed data is 
given. A criterion that can be integrated with the developed model is proposed to rank 
people for the operator’s job. 
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Modell für die Einschätzung der latenten Zeit der Handlungen  
des Operators bei der Stabilisierung des technologischen Prozesses 

 
Zusammenfassung: Es ist das Problem der Erhöhung der Notfallsicherheit 

durch den Einfluss des menschlichen Faktors auf die Arbeit der technologischen 
Prozesse betrachtet. Das Modell der Einschätzung der Größe der latenten Zeit der 
Handlungen des Operators-Technologen auf der Grundlage der Größe der Intensität des 
Alarmsignals ist vorgeschlagen. Es wird gezeigt, dass das Training des vorgeschlagenen 
Modells die Lösung der Probleme der Identifikation und Optimierung erfordert. Die 
notwendige Voraussetzung für eine erfolgreiche Stabilisierung des Prozesses ist 
erarbeitet. Das Beispiel der Verwendung des vorgeschlagenen Modells für die 
Berechnung der Größe der bedingten Alarmintensität auf den vorgeschlagenen Daten ist 
gegeben. Es wurde ein Kriterium erarbeitet, das in Verbindung mit dem entwickelten 
Modell verwendet werden kann, um Personen für die Bedienerposition zu ordnen. 

 
 
Modèle pour l'évaluation du temps latent des actions de l'opérateur  

lors de la stabilisation du processus technologique 
 

Résumé: Est examiné le problème de l'augmentation de la sécurité d'urgence de 
l'influence du facteur humain dans le fonctionnement des processus technologiques.  
Est proposé un modèle d'évaluation de la valeur du temps latent des actions de 
l'opérateur-technologue en fonction de l'intensité de l'alarme. Est montré que 
l'apprentissage du modèle proposé nécessite des tâches d'identification et d'optimisation. 
Est faite une condition nécessaire à la stabilisation réussie du processus technologique.  
Est citél’exemple de l'utilisation du modèle proposé pour calculer la valeur de l'intensité 
conditionnelle d'une alarme sur les données suggérées. Est établi un critère qui, en 
conjonction avec le modèle développé, peut être utilisé pour classer les personnes pour 
le poste d'opérateur. 
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Аннотация: Предложена методика выбора целесообразных систем управ-

ления, основанная на проведении тендера и учитывающая свойства объекта, ха-
рактеристики технических средств автоматизации, применяемые алгоритмы 
управления и действия человека-оператора. 

 
 

_____________________________________ 
 
 
Важной стадией при внедрении систем автоматизации технологического 

процесса (ТП) является предпроектный этап [1 – 5] построения системы управле-
ния. На данном этапе возникает проблема выбора целесообразной системы из 
множеств систем, способных выполнять одну и ту же задачу управления, но отли-
чающихся друг от друга по ряду показателей: стоимостью, техническим уровнем, 
надежностью, затратами на сервисное обслуживание, необходимостью присутст-
вия при эксплуатации высококвалифицированного персонала и т.п.  

Данный этап является наиболее важным вследствие существенной неопреде-
ленности на этой стадии свойств и характеристик автоматизируемого объекта  
и действующих на него возмущений, а также вследствие значительных ограниче-
ний в отношении времени и других ресурсов, отпущенных на предпроектные ис-
следования. Важность этапа заключается в том, что допущенные ошибки в приня-
тых решениях практически всегда не удается скорректировать в процессе даль-
нейшей разработки, что приводит к внедрению неэффективных систем. 

Среди множества методов оценки ожидаемых результатов автоматизации 
наиболее эффективными являются методы экспертного оценивания и имитацион-
ного моделирования. 

Выбор целесообразной системы управления является сложной многокрите-
риальной задачей, где право окончательного решения остается за экспертами. 
Эксперты принимают решения на основе своих знаний, с учетом объективного 
отечественного и зарубежного опытов эксплуатации систем автоматизации анало-
гичных или близких ТП, а также с учетом результатов имитационного моделиро-
вания сравниваемых систем. Под имитационным моделированием здесь понима-
ется имитация работы изучаемой динамической системы в реальных условиях ее 
функционирования в ускоренном масштабе времени. 

Модель объекта управления динамической системы может быть представле-
на в виде оператора 
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YFUY →×:M ,                                                         (1) 
 

где U, Y – множества управляющих и выходных параметров соответственно;  
F – множество всех неопределенностей, действующих в объекте. 

Модели системы управления соответствует оператор 
 

USXFUYYU →×××××з:M ,                              (2) 
 

где зY  – множество желаемых выходных параметров управляемого объекта;  
X – множество возмущающих воздействий; S – множество структур системы 
управления, которая в свою очередь определяется согласно оператору 
 

SAΟΤS →××:M .                                                    (3) 
 

Здесь T – множество технических средств автоматизации, которое включает 
весь спектр устройств: датчики, исполнительные механизмы, контроллеры, опе-
раторские станции, программное обеспечение (SCADA-программы, операцион-
ные системы и т.п.). Учитывая, что при управлении ТП человек не исключается  
из системы управления, является одним из самых важных ее элементов, тогда O 
является множеством, которое определяет характеристики персонала, участвую-
щего в управлении. Множество A представляет собой множество классов систем 
(алгоритмов) управления. 

Качество функционирования системы управления характеризуется оператором 
 

Φ:M з →×× SYYΦ ,                                                  (4) 
 

где Ф – множество оценок, включающее экономические показатели: стоимость сис-
темы, затраты на эксплуатацию, сервисное обслуживание и т.п.; характеристики 
качества управления: значение критерия оптимального управления; точность под-
держания качественных показателей ТП и др.; показатели надежности системы и т.п. 

Структура системы управления определяется тройкой векторов aot ,, , каж-
дый из которых характеризует соответственно состав технических средств вектор t, 
состав и квалификацию человек-операторов, участвующих в управлении вектор o, 
класс выбранной системы (алгоритмов) управления вектор a. 

Таким образом, экспертам, принимающим решения по выбору целесообраз-
ной системы управления, для W вариантов структур систем ,,, 111 aot  

,,, 222 aot  …, ,,, iii aot  …, ,,, WWW aot  предлагается множество оценок дан-
ных систем, полученных на основе операторов (1) – (4). Вектор оценок 

( ) ,Φ,,,,, 21 ∈gg …… jggg=  для конкретной структуры s ( )S∈s  находится в ре-
зультате взаимодействия моделей: объекта управления (1), системы управления 
(2), структуры системы (3) и модели (4) для вычисления вектора оценок. 

Вектор неопределенностей f характеризует как неопределенность параметров 
математической модели объекта (1), так и реальные возмущения, действующие  
на объект: конкретные колебания качества сырьевых компонент и параметров 
сырьевых потоков, состояния внешней среды [6 – 8]. Вектор s, который определя-
ется из модели (3), характеризует в свою очередь точность работы измерительных 
цепей, управляющих органов, действий человека-оператора и т.п.  

Учитывая, что f и s являются стохастическими величинами, то и вектор оце-
нок ( ) ,Φ,21 ∈gg …… ,g,,g,g= j  состоит из стохастических составляющих. 

В связи с тем, что на мировом рынке идет жесткая конкурентная борьба ме-
жду фирмами-разработчиками, производителями систем автоматизации и про-
граммного обеспечения, и на отечественном рынке предложение в области 
средств автоматизации значительно превышает спрос, а также, что реальная сис-
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тема управления имеет высокую стоимость, фирмы, работающие в сфере автома-
тизации, настойчиво предлагают свои услуги промышленным предприятиям  
[2, 3]. Поэтому принятие окончательного решения по выбору структуры 

,,, iii aot  системы управления должно осуществляться на основе тендера (со-
ревнования различных вариантов) под руководством специальных консалтинго-
вых фирм [5]. 

Вся процедура проведения тендера  может подразделяться на ряд последова-
тельно выполняемых этапов.  

1. Формирование перечня участвующих в тендере вариантов ,,, 111 aot  
,,, 222 aot  …, ,,, iii aot  …, .,, WWW aot  

2. Разработка технического задания (ТЗ) на тендер. Четкое описание задачи, 
которую надо решить в результате проведения тендера.  

3. Проработка и предоставление документации по каждому i-му варианту, 
где должны быть отражены все требования ТЗ на тендер, и достаточно полно опи-
сан предлагаемый вариант iii aot ,,  для его подробного анализа.  

4. Анализ всей документации по каждому i-му варианту. Сбор добавочных ма-
териалов, фиксирующих отдельные требования ТЗ, приведение всей документации 
к виду, допускающему сопоставление отдельных вариантов по любым выбранным 
критериям и характеристикам, коррекция документации по отдельным вариантам в 
целях получения идентичной формы представления различных вариантов.  

5. Обоснование совокупности критериев, по которым должны оцениваться 
сравниваемые варианты. Выбор полного набора этих критериев и ранжировка 
заказчиком каждого критерия jg  по важности в виде вектора 

( )Dj gggg= ,,,,, 21 ……g . 
6. Выбор и назначение группы, состоящей из B  независимых экспертов  

в области решаемой задачи, целью работы которых является объективный и обос-
нованный анализ и сопоставление представленных вариантов по каждому из кри-
териев, указанных заказчиком.  

7. Тестирование экспертов в целях определения степени их компетентности, 
которая выражается для каждого эксперта коэффициентом .1,10, ,Bbkk bb =≤≤ . 

Коэффициент компетентности является нормированной величиной ∑
=

=
B

b
bk

1
1. 

8. Определение j∀  веса jq , характеризующего значимость критерия jg .  

Коэффициенты весов jq  находятся экспертным путем. Если jbq  – коэффициент 
веса j-го критерия, даваемого r-м экспертом, то средний коэффициент веса j-го 

критерия по всем экспертам равен .1,
1

,Djkq=q
B

b
bjbj =∑

=
 Коэффициент веса jbq  

назначается каждым экспертом методом непосредственной оценки, которая  
представляет собой процедуру приписывания критерию jg  числового значения  

в шкале интервалов, например на отрезке [0,1]. Коэффициенты весов jq , как  

и коэффициенты компетентности bk , являются нормированными величинами 

∑
=

=
D

j
jq

1
1 . 
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9. Проведение имитационных исследований на основе (1) – (4) в целях опре-
деления значений ( )Dj gggg ,,,,, 21 ……  для каждого варианта ,,, iii aot  

,,1 Wi = системы управления. 
10. Подготовка для экспертов сводных материалов по вариантам ,,, iii aot

,,1 Wi =  в основе которых лежат результаты имитационных исследований по оп-
ределению ( )Dj gggg ,,,,, 21 …… . 

11. Работа отобранной группы экспертов. Ознакомление их со сводными ма-
териалами и с исходной документацией по всем вариантам. Оценка каждым экс-
пертом всех вариантов отдельно по каждому критерию. Результаты оценки пред-
ставляются в виде величин ,,1,,1,,1, DjBbWid j

ib ===  которые назначает экс-
перт из заданной шкалы оценок, например из отрезка [0,1]. 

12. Решение полученной задачи многокритериального выбора путем вычис-
ления средней оценки для каждого варианта ,,, iii aot ,,1 Wi =  системы управле-

ния по формуле .,1,
1 1

Wikdqd
D

j

B

b
b

j
ibji =∑ ∑

= =
=  

13. Ранжировка вариантов ,,, iii aot ,,1 Wi =  согласно вычисленным оцен-
кам id на этапе 12. 

14. Обсуждение экспертами полученного результата. Его утверждение либо 
обоснованный отказ от его принятия и повторение этапов 9 – 14 для повторных 
оценок по отдельным критериям с последующим утверждением результата.  
Например, отказ может быть вызван наличием недостоверных данных, получен-
ных в результате имитационных исследований на компьютере. Требования экс-
пертов могут заключаться в уточнении математических моделей и повторении 
расчетов по некоторым вариантам систем управления.  

15. Рассмотрение заказчиком результатов проведения тендера. Возможны 
следующие окончательные результаты данной работы:  

– утверждение и начало реализации лучшего варианта;  
– утверждение с более подробным рассмотрением нескольких вариантов 

(например, повторные имитационные исследования с уточненными математиче-
скими моделями), занявших первые места в общей ранжировке; 

– утверждение, но отсрочка реализации варианта из-за выявившихся в ре-
зультате проведения тендера новых, не учтенных ранее обстоятельств.  

Необходимость при выборе целесообразных систем управления сочетания  
методов экспертного оценивания и имитационного моделирования объясняется 
следующим. С одной стороны, каждый элемент вектора

 
g  для i-го варианта сис-

темы управления из-за неопределенностей математических моделей, лежащих  
в основе имитационных исследований, и стохастичности самого ТП, является 
стохастической величиной. В этих условиях задача векторной оптимизации труд-
но формализуема. Участие опытных экспертов в данном случае позволяет при-
нять правильное решение. С другой стороны, имитационные исследования дают 
экспертам объективную информацию для анализа вариантов. 
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Automatisierung, die verwendeten Steuerungsalgorithmen und die Handlungen des 
menschlichen Operators berücksichtigt. 
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Résumé: Est proposée une méthode de la sélection des systèmes du contrôle 

appropriés basée sur l'appel d'offres et tenant compte des propriétés de l'objet, du 
fonctionnement des moyens techniques d'automatisation, des algorithmes du contrôle 
utilisés et des actions de l'opérateur humain. 
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Аннотация: Исследованы возможности строгого аналитического описания 

основных структурных характеристик информационных сетей на основе нетрадици-
онного математического аппарата спектрального анализа графов с использованием 
аналогий с классическими подходами теории графов и матричного описания тополо-
гии сетей. Получены выражения для основных параметров, определяющих струк-
турные характеристики информационных сетей, и сформулированы критерии для 
структурного синтеза устойчивых, надежных и информационно эффективных сетей.  
 

_____________________________________ 
 

Введение 
 
Постановка задачи. Структурные характеристики информационных сетей 

(ИС) во многом определяют обеспечиваемую ими эффективность информационно-
го обмена и надежность функционирования. Необходимость нахождения этих ха-
рактеристик обусловлена также тем, что уже на ранних стадиях проектирования 
ИС следует обеспечить формирование структуры системы требуемого качества. 
При традиционном подходе большинство топологических характеристик вычисля-
ется достаточно сложно и в зависимости от конкретного вида ИС могут иметь раз-
личную физическую интерпретацию [1]. Поэтому в данной работе наряду с обще-
принятым графовым методом к определению основных структурных характери-
стик ИС предлагается нетрадиционный подход, основанный на спектральном ана-
лизе графов. Рассмотрим влияние структурных характеристик ИС на эффективность 
информационного обмена (информационную эффективность) сети, и прежде всего 
основные топологические характеристики и их физическую интерпретацию для 
ИС, которые будут использованы в процессе исследования. 

1. Структурная сложность (или топологическая избыточность) характеризует-
ся соотношением между числом элементов – узлов коммутации (УК) и связей ме-
жду ними – каналов связи (КС), составляющих структуру ИС. Определение числа 
и особенностей связей между УК структуры ИС направлено, прежде всего, на вы-
явление в соответствующем графе контуров и сильно связанных подграфов [2]. 
Структурная сложность может быть оценена на основе спектрального подхода 
числом остовных деревьев на графе структуры ИС. 
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2. Адаптируемость структуры ИС определяется ее способностью обеспечи-
вать надежное функционирование с выполнением заданных структурных требова-
ний в условиях воздействия внешних и внутренних дестабилизирующих факторов 
и изменяющихся условий информационного обмена. Данная характеристика на-
прямую связана с решением задачи структурного синтеза ИС, под которым будем 
понимать процесс определения числа УК и КС в графовой модели, соответствую-
щей структуре сети. Ее решение является последовательным итерационным про-
цессом определения количественного состава ИС, в соответствии с заданными 
структурными критериями, направленным на уменьшение степени неопределен-
ности из совокупности различных вариантов построения ИС. При этом вводится 
понятие базовой топологии ИС, обеспечивающей функционирование системы  
в стационарном режиме информационного обмена, исходя из планируемых условий 
эксплуатации ИС. Адаптируемость структуры ИС может быть оценена по эффектив-
ности работы итерационных алгоритмов коррекции базовых топологий и получен-
ных на их основе коспектральных структур с требуемыми структурными характери-
стиками (например, посредством переключений Зайделя или метода Сунада [3, 4]). 

3. Диаметр структуры является метрической характеристикой ИС, которая 
определяет длину кратчайшего пути (в числе ребер – КС) между наиболее удален-
ными вершинами. Зачастую также используется понятие «средний диаметр», кото-
рый является усредненной характеристикой: временной задержки, числа транзит-
ных УК, скоростных характеристик передачи информации, надежности, и позволя-
ет определить обобщенный структурный показатель ИС [1, 5]. 

4. Структурная связность характеризуется способностью ИС противостоять 
разбиению топологии на независимые части. Она позволяет выявить наличие «уз-
кого горла» в топологии, а также судить о степени однородности отдельных УК 
сети. Существует несколько определений связности, обусловленных различными 
критериями. Однако основным из них в теории ИС является k-связность – пара-
метр, характеризуемый числом ребер (КС) или вершин (УК), при удалении кото-
рых граф становится несвязным. В тоже время k-связность определяет наличие  
в структуре ИС k непересекающихся по УК путей. В информационных сетях число 
УК, имеющих непосредственные КС с рассматриваемым УК, называют связностью 
узла (числом соседних узлов). С учетом быстрых изменений связности (особенно  
в мобильной ИС) на практике часто используют среднее по сети число соседних 
узлов – среднее значение степени отельных УК (вершин графа). Для оценки струк-
турной связности ИС также может быть использовано изопериметрическое число 
или константа Чигера, как мера наличия «узкого горла» в сети [6]. 

5. Надежность ИС характеризуется способностью ее структуры обеспечить 
работоспособность и функционирование системы с требуемым качеством в тече-
ние заданного промежутка времени. Так как надежность ИС в целом является мно-
гопараметрической характеристикой структуры, то она определяется надежностью 
отдельных элементов (УК) и схемой их соединения (КС). Надежность ИС сильно 
связана со структурной сложностью и связностью сети, поэтому, с достаточной 
степенью детализации для рассматриваемых в работе вопросов, может быть оцене-
на с использованием представленных выше параметров структурной сложности  
и связности (с точки зрения обеспечения требуемой эффективности информацион-
ного обмена). 

6. Живучесть ИС определяет возможности структуры по сохранению ее от-
дельных частей, обеспечивающих надежный информационный обмен между лю-
быми УК сети. Она отражает также способность ИС выполнять возложенные  
на нее задачи в условиях выхода из строя отдельных элементов путем требуемых 
изменений в структуре сети (логической или физической). В свою очередь живу-
честь имеет тесную функциональную связь с адаптируемостью ИС и может быть 
оценена структурными показателями: числом внутренней устойчивости и числом 
маршрутов длины k на графовой модели. 
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Для исследования структурных характеристик общепринято использовать 
геометрические графовые модели представления структур ИС, которые являются 
наиболее наглядными и распространенными в теории топологии, а также в практи-
ческих приложениях. Однако получить на их основе точное и целостное решение 
задачи анализа (а, впоследствии, и синтеза ИС с требуемыми структурными харак-
теристиками) для реальных структур ИС с большим числом УК оказывается за-
труднительным в связи с громоздкостью и сложностью вычислений [1, 7]. 

Цель работы – определение аналогий между параметрами и характеристиками 
общепринятого графового метода и спектрального анализа графов, а также получе-
ние строгого математического описания наиболее значимых структурных характери-
стик, позволяющих решать задачи анализа и синтеза топологических моделей ИС. 
 

Описание основных структурных характеристик информационных сетей 
графовым и спектральным методами 

 
В качестве исходных данных для структурного анализа и синтеза ИС, с точки 

зрения обеспечения требуемой информационной эффективности, могут быть ис-
пользованы: интервал интенсивности входного трафика 

вхγΔ  (в котором планиру-

ется использование сети), длина пакетов в битах пакL , пропускные способности 
КС канC , временная задержка пакетов допT , число УК УКN , а также требования  
к структурным характеристикам ИС. Рассмотрим определения отмеченных выше 
основных топологических характеристик ИС на основе классических подходов  
и спектрального анализа графов. 

В классическом представлении задание структуры ИС, как правило, осущест-
вляется с помощью геометрического (рис. 1) и матричного способов (с использо-
ванием матрицы смежности). 

Графом ( )UXG ,  называется непустое множество вершин ( )NiX ...,,1=   
с множеством соединяющих их ребер ( )MjU ...1= .  Для модели ИС будем ис-
пользовать неориентированные простые графы без кратных ребер и петель. 

При этом матрица смежности графа ( )UXG ,  есть квадратная матрица раз-
мерности N × N ,  где N  – число вершин (УК) сети  
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элементами которой являются нули и единицы, образующиеся по следующему 
правилу: элемент ija ,  стоящий на пересечении i-й строки и j-го столбца, равен 

единице, если имеется ребро, соединяющее вершину i с вершиной j, и ija  равен 
 

 

 
 

Рис. 1. Геометрическое представление топологии ИС 
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нулю в противном случае. Данное представление структуры ИС позволяет анали-
тически оценить структурную сложность только простейшим соотношением меж-
ду числом УК и КС NML −= , где М – число ребер (КС) в графовой модели. 

Аналогом общего представления структуры ИС при использовании спек-
трального подхода является «обыкновенный» спектр графа. Для его нахождения 
составляется характеристическая матрица графа G(X, U) 

 

AIВ −= λ ,                                                           (2) 
 

где λ  – произвольный коэффициент, I – единичная матрица (диагональные эле-
менты которой равны 1, а все остальные 0). 

Определитель матрицы (2) называется характеристическим многочленом 
AI −λ  матрицы смежности (графа G) и обозначается ( )λGP . Корни характеристи-

ческого уравнения ( ) 0=λGP  (согласно теореме Гамильтона-Кэли) Nλλλ ...,,, 21  
называются собственными значениями матрицы А, а их совокупность образует 
обыкновенный спектр графа G  [2, 3, 8] 

 

( ) ⎡ ⎤,...,,,Sp 21 NG λλλ=                                              (3) 
 

при этом число элементов спектра (собственных значений) равно числу вершин 
графа N (УК исследуемой структуры ИС), а минимальное число ребер связного 
графа, применяемого в качестве структурной модели ИС, равно 1min −= NM . 

В свою очередь, если определить систему собственных векторов х (координа-
ты которых можно интерпретировать как «веса́» отдельных УК) [2], соответст-
вующих собственным значениям спектра графа λ, то может быть найдена взаимо-
однозначная связь между спектром и матрицей смежности графа в виде уравнения 

 

xAx λ= .                                                           (4) 
 

Следовательно, спектр графа и совокупность его собственных векторов пол-
ностью описывают и однозначно определяют структуру любой графовой модели 
ИС. 

Для модели ИС в виде графа G, представленного на рис. 1, характеристиче-
ский многочлен имеет вид 

 

( ) ,524454015

11111
11111
11111
11111
11111
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2346 −λ−λ−λ−λ−λ=

λ−−−−−
−λ−−−−
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−−−−−λ

=λGP     (5) 

 

а его обыкновенный спектр равен 
 

( ) [ ]1,1,1,1,1,5Sp −−−−−=G .                                           (6) 
 

В предлагаемом подходе, основанном на спектральном анализе графов, струк-
турная сложность оценивается числом остовных деревьев на графе. Для его нахо-
ждения необходимо использование специального С-спектра графа (спектра Фидле-
ра), получаемого из матрицы полных проводимостей (Кирхгофа) [3]: 

 

,ADC −=                                                           (7) 
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где D – диагональная матрица степеней или валентностей (число дуг, выходящих 
из i-го УК, или число соседних УК) графа G∗. 

Тогда характеристический многочлен матрицы С  имеет вид 
 

( ) N
N

G ccADICIC ++λ+λ=+−λ=−λ=λ − ...1
1

N ,                      (8) 
 

а соответствующий ему спектр, определяемый при ( ) 0=λGС , описывается выра-
жением 

( ) [ ]CNC G λλ= ,...,Sр 1 .                                              (9) 
 

Число остовных деревьев графа G ,  являющееся важнейшей характеристикой 
структурной сложности ИС и определяющее число непересекающихся (независи-
мых) путей соединяющих два любых УК на графовой модели, определяется по 
формуле 

( ) jj CGt = ,                                                            (10) 

г д е  { }Nj ...,,1∈ .  
Следовательно [3, 8], число остовных деревьев может быть определено через 

коэффициенты характеристического многочлена (8) матрицы С  
 

( ) ( ) 1
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−−= N

N c
N

Gt                                           (11) 
 

или компоненты (собственные значения) самого С-спектра (9) 
 

( ) ∏
−

=
λ=

1

1

1 N

i
iN

Gt .                                                    (12) 

 

Максимальное (из возможных вариантов структурного построения) значение 
параметра ( ) max,→Gt с одной стороны, определяет структурную сложность ИС,  
а с другой, – возможности по наличию альтернативных маршрутов передачи ин-
формации по сети и, следовательно, может выступать в качестве одного из крите-
риев при решении задачи синтеза структурно устойчивой сети. 

При рассмотрении свойства адаптируемости структуры ИС спектральный 
подход является, пожалуй, единственным эффективным средством получения гра-
фовых моделей ИС высокой устойчивости в условиях воздействия внешних  
и внутренних дестабилизирующих факторов и изменяющихся условий информа-
ционного обмена. Реализация данной топологической характеристики осуществля-
ется по отдельным итерационным алгоритмам с определением основных структур-
ных параметров на основе спектрального анализа графов ( )(Gt , k-связность )(Ga , 
диаметр сети d,  число маршрутов длины )( kNk ,  константа Чигера )(Gh  и т.д.) 
для различных вариантов базовых топологий (определяемых условиями информа-
ционного обмена) [5, 9]. При этом, вне зависимости от используемого алгоритма, 
на каждой итерации осуществляется нахождение коспектральных (или изоспек-
тральных) графовых моделей ИС (обладающих одинаковыми спектрами, а, следо-
вательно, и структурными свойствами) в целях получения нескольких альтерна-
тивных вариантов максимальной структурной устойчивости. 

Одной из значимых структурных характеристик, определяющих пропускную 
способность ИС, является диаметр графа, как наибольшее из расстояний, опреде-
ленных на множестве кратчайших путей между парами УК графовой модели ИС: 
                                                           

∗Термин «матрица полных проводимостей» заимствован из теории электрических се-
тей, когда любой мультиграф G  (неориентированный граф без петель) может быть пред-
ставлен с помощью некоторого графа, соответствующего специальной (идеальной) электри-
ческой сети, у которой проводимость ветвей равна единице. 
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{ },max
Xi,j

ijdd
∈

=                                                       (13) 

 

где d i j  –  расстояние, состоящее из минимального числа ребер, образующих путь 
из вершины i  в вершину j  на всем множестве путей ),( XjiX ∈ . 

Для связной графовой модели ИС диаметр может быть определен с использо-
ванием обыкновенного спектра графа согласно неравенству 

 

1−≤тd ,                                                            (14) 
 

где т  – число различных собственных значений обыкновенного спектра ( )GSp . 
В задачах исследования информационной эффективности ИС, зачастую, не-

обходимо и достаточно определение усредненных скоростных характеристик ин-
формационного обмена, при этом вводится понятие средний диаметр, в качестве 
которого можно принять среднее значение из интервала  

 

ddd
≤≤

2
.                                                           (15) 

 

Кроме того, на основе среднего диаметра может быть найден обобщенный 
структурный показатель (ОСП) ИС  

 

МdМd /75,0/ОСП == ,                                  (16) 
 

отражающий соотношение между средним диаметром и общим числом КС в ис-
следуемой структуре ИС [2, 3, 9]. 

Полученные параметры (14) – (16) могут выступать в качестве критериев 
min→d  и minОСП→  при синтезе топологии ИС, обеспечивающей максималь-

ную пропускную способность с учетом поддержания ее высокой структурной ус-
тойчивости. 

Структурная связность, характеризуемая k-связностью или алгебраической 
связностью графовой модели ИС, определяется наименьшим числом УК (КС), при 
удалении которых граф становится несвязным (в нем появляется изолированный 
УК), и может быть найдена с использованием второго минимального (после нуле-
вого) собственного значения С-спектра 

 

( ) 1−λ= NGа .                                                    (17) 
 

Так как k-связность, кроме того, определяет число непересекающихся путей в 
структуре ИС, то она является важнейшей характеристикой информационного об-
мена при решении задачи маршрутизации, а в ходе структурного синтеза необхо-
димо придерживаться критерия ( ) .max→Ga  

По результатам многочисленных исследований особый интерес, с точки зре-
ния обеспечения структурной связности и устойчивости функционирования, пред-
ставляют регулярные структуры (или структуры с минимальным отличием валент-
ности УК на единицу) [1 – 7]. Поэтому в процессе синтеза базовой структуры ИС, 
ее коррекции и выбора оптимальной с точки зрения устойчивости топологии будем 
ориентироваться на преобразования, приводящие к получению регулярных струк-
тур. В этой связи важной структурной характеристикой является индекс графа r  
(или степень регулярности графовой модели f  – среднее значение степени от-
дельных УК), который определяется по графовой модели выражением 

 

N
Mf 2

= ,                                                              (18) 
 

а с использованием обыкновенного спектра ( )GSp  может быть найден по формуле 
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При решении задачи синтеза структурно устойчивой ИС будем стремиться  
к выполнению критерия max, →fr , учитывая результаты исследований, полу-
ченных в работе [4], где определены оптимальные значения количества соседних 
УК, которые составляют для ИС с регулярной структурой – 3, для сети со случай-
ной топологией – 7-8. 

Структурная связность ИС также может быть оценена с использованием кон-
станты Чигера, выступающей в качестве числовой меры «узкого горла» графовой 
модели 

( ) ( )
S
S

Gh
nS

∂
=

≤<
2

0
min ,                                                 (20) 

 

где минимум определяется по всем непустым множествам S, содержащим не более 
N/2 вершин, ( )S∂  – реберная граница множества S, равная множеству ребер, 
имеющих только одну вершину (УК) в S. 

Спектральный анализ графов позволяет определить неравенство Чигера с ис-
пользованием обыкновенного спектра ( )GSp  и степени регулярности графа r  

 

( ) ( ) ( )22 2
2
1

λ−≤≤λ− rrGhr .                                    (21) 
 

Неравенство оценивает значение константы Чигера посредством второго соб-
ственного значения 2λ  матрицы смежности [7]. Положительное значение констан-
ты Чигера определяет связность графа G. При этом, если константа Чигера поло-
жительна, но мала, то в графе присутствует «узкое горло», то есть имеются два 
больших множества вершин (УК) с малым числом ребер (КС) между ними. Если 
константа Чигера велика, то любое деление множества вершин (УК ИС) на два 
подмножества оставляет большое число КС между этими подмножествами, поэто-
му при структурном синтезе сети будем придерживаться критерия max)( →Gh . 

В качестве параметра, характеризующего живучесть структуры ИС, выступает 
число внутренней устойчивости ( )Gα , которое определяется максимальным чис-
лом несоединенных между собой вершин (УК), и также может быть найдено с по-
мощью обыкновенного спектра графа согласно неравенству 

 

( ) ( )+−+≤α pppG ,min0 ,                                  (22) 
 

где +− ppp ,,0  – числа собственных значений спектра, равных, меньших или боль-
ших нуля соответственно. Таким образом, для обеспечения живучести структуры 
ИС при топологическом синтезе необходимо выполнение критерия ( ) min→α G . 

Живучесть структуры ИС также может быть оценена числом маршрутов дли-
ны k на графовой модели, которое определяется с помощью обыкновенного спек-
тра ( )GSp  и системы собственных векторов iх  выражением 

 

k
v

N

v
vk CN λ= ∑

=1
,                                                 (23) 

где ,
2

1
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∑

=

N

v
ivv хC ...,3,2,1=k  (для используемой модели мультиграфа без кратных 

ребер и петель). Критерием структурного синтеза ИС в данном случае выступает 
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выполнение соотношений max→kN  при min,→k  что физически означает обес-
печение наличия в топологии максимального числа маршрутов минимальной длины. 

Из приведенного выше анализа вытекает аналогия между структурными ха-
рактеристиками, описываемыми с помощью общепринятого графового подхода  
и на основе спектрального анализа графов (табл. 1). 

Таблица 1 
 

Аналогии между графовыми и спектральными характеристиками 
структурных моделей ИС 

 

Графовый подход  
к исследованию структурных 

характеристик ИС 
Спектральный анализ графов ИС 

1 2 

1. Представление модели структуры ИС 
1. Граф 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. Матрица смежности 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

011111
101111
110111
111011
111101
111110

A  

 

1. Характеристический многочлен 

( ) 524454015 2346 −λ−λ−λ−λ−λ=λGP ∗∗. 

2. Обыкновенный спектр графа 
( ) [ ].1,1,1,1,1,5Sp −−−−−=G  

3. Собственные векторы x 

.1 xxA λ= −  
4. С-спектр Фидлера 

( ) [ ] .6,6,6,6,6,0Sp CC G =  

2. Структурная сложность ИС 
1. Соотношение между ребра-
ми и вершинами графа  
ИС (числом УК и КС) 
 

.9615 =−=−= NML  
 
2. Граница связности графа 
ИС 

.5161min =−=−= NM  
 
 

1. Число остовных деревьев модели ИС 
– через коэффициенты характеристического 

многочлена 
( ) +λ−λ+λ−λ=λ 3456 216036030GC  

;77766480 2 λ−λ+  

( ) ( ) ( ) ;1296)7666(1
6
111 5

1
1 =−−=−= −
−

N
N c

N
Gt

 
 

– через собственные значения С-спектра 

( ) ( ) .12966
6
1λ1 5

1

1
=== ∏

−

=

N

i
iN

Gt
 

 

Критерий синтеза структурно устойчивой сети 
 

( ) max→G  
                                                           

∗∗Все значения структурных характеристик ИС получены для графовой модели (см. рис. 1). 
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УК

УК

УК

УК

УК
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Продолжение табл. 1 
1 2 

3. Адаптируемость структуры ИС 
Не описывается графовым ме-
тодом. Возможно нахождение 
структуры ИС с требуемыми 
характеристиками перебором 
возможных вариантов связных 
графов 

1. Итерационные алгоритмы преобразования базо-
вых топологий ИС по структурным критериям  
 

( )( ).т.д.и,,),(),( GhNdGaGt k  
 

2. Нахождение коспектральных структур 
 

( ) ( ).2SpSp 1 GG =  
 

4. Диаметр графовой модели ИС 
1. Наибольший из кратчайших
путей между парами УК  
на графовой модели ИС 
 

{ } { } 11maxmax ===
∈∈ Xi,jXi,j

ijdd . 

 

2. Средний диаметр 
 

15,0
2

≤≤→≤≤ dddd  

1. Число различных собственных значений обык-
новенного спектра 1121 =−=−≤ тd . 
 

2. Обобщенный структурный показатель 
05,015/75,0/75,0/ОСП ==== МdМd . 

 

3. Критерии синтеза топологии ИС с максимальной 
пропускной способностью и высокой структурной 
устойчивостью minОСПmin, →→d  
 

5. Структурная связность ИС 
1. Среднее значение степени 
УК 

5
6
1522

=
⋅

==
N
Mf . 

1. k-связность графовой модели ИС 
 

( ) СNGа )( 1−λ= , а для полносвязных структур  
 

( ) .51 ==λ= rGа  
 

2. Индекс (степень регулярности) графа  
 

( ) ( )( +−+−+=== ∑
=

222

1

2 115
6
1λ1 N

i
iN
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( ) ( ) ( ) .5111 222 =−+−+−+  
 

3. Неравенство Чигера: 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .75,71552315
2
1

;λ2λ
2
1

22

=+⋅⋅≤≤=+

−≤≤−

Gh

rrGhr
 

 

4. Критерии синтеза структурно устойчивой ИС:   

( ) ( ) maxmax,,max, →→→ GhfrGa  
 

6. Надежность структуры ИС 
Надежность графовой модели 
ИС определяется надежностью 
отдельных элементов УК и КС 
по общепринятым параметрам 
(вероятность безотказной рабо-
ты, время наработки на отказ) 

Определяется на основе параметров сложности  
и связности топологии ИС ( )Gt , ( )Ga , r , f , 
h(G)  с учетом сформулированных для них  
критериев структурного синтеза 
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Окончание табл. 1 
1 2 

7. Живучесть структуры ИС 
Определение сечений и разре-
зов на графовой модели с ис-
пользованием матрицы смеж-
ности и ее модификаций 

1. Число внутренней устойчивости, которое опре-
деляется числом собственных значений обыкно-
венного спектра, равных, меньших или больших 
нуля 

( ) ( ) 1)1,5min(0,min0 =+=+≤α +− pppG . 
 

2. Число маршрутов длины k 
 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) .5101010

101051
1 1

=−⋅+−⋅+−⋅+

+−⋅+−⋅+⋅=λ= ∑
=

=

N

v k
k
vvk CN

 

 

3. Критерии синтеза живучей структуры ИС  
 

( ) min→α G , maxN →k  при min→k  
 

 
Заключение 

 
В работе решены следующие задачи: 
– определена связь структурных параметров с основными топологическими 

характеристиками ИС; 
– проведены аналогии и получены взаимооднозначные связи между основны-

ми понятиями общепринятого графово-матричного подхода и спектральной теории 
графов; 

– получено математическое описание наиболее значимых структурных харак-
теристик ИС (задача структурного анализа) на основе определения трех основных 
составляющих спектрального анализа структур: характеристического многочлена 

( )λGP , обыкновенного спектра графа ( )GSp , С-спектра Фидлера ( )GCSр  и систе-
мы собственных векторов х ; 

– сформированы критерии эффективного структурного синтеза топологиче-
ских моделей ИС и определены пути достижения требуемых результатов (итераци-
онные адаптивные алгоритмы преобразования базовых структур ИС с использова-
нием коспектральных моделей). 

Аналитическое моделирование в среде Maple 15 показало реализуемость  
и подтвердило достоверность результатов получаемых с использованием спек-
тральной теории графов при исследованиях структурных характеристик и пара-
метров ИС [11]. Практическое применение спектрального подхода в исследованиях 
структурных свойств ИС возможно при решении задачи организации комплексной 
многоконтурной адаптации сети к изменяющимся условиям функционирования  
в наиболее неблагоприятных условиях информационного обмена при высоком 
входном трафике и сильном воздействии дестабилизирующих факторов (в том 
числе мощных помех). В этом случае данные, получаемые на основе спектрального 
анализа графовых моделей ИС, могут быть использованы в обобщенном алгоритме 
адаптации в контуре реализации структурной адаптации ИС [12].  

 
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект № 17-47-

680748р_центр_а. 
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Abstract: The possibilities of a rigorous analytical description of the basic 
structural characteristics of information networks based on a nontraditional mathematical 
apparatus for spectral analysis of graphs using analogies with classical approaches of 
graph theory and the matrix description of network topology are investigated. 
Expressions for the main parameters defining the structural characteristics of information 
networks are obtained; the criteria for the structural synthesis of stable, reliable, and 
information-efficient networks are formulated. 
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Analogien und mathematische Beschreibung der strukturellen  
Eigenschaften der grafischen Modelle der Informationsnetze  

mit Benutzung der Spektralanalyse 
 

Zusammenfassung: Es sind die Möglichkeiten einer strengen analytischen 
Beschreibung der wichtigsten strukturellen Eigenschaften der Informationsnetzwerke auf 
der Basis des nicht-traditionellen mathematischen Apparats der Spektralanalyse der 
Graphen unter Verwendung von Analogien mit klassischen Ansätzen der Theorie der 
Graphen und der Matrixbeschreibung der Netzwerktopologie untersucht. Es sind 
Ausdrücke für grundlegende Parameter erhalten, die die strukturellen Eigenschaften von 
Informationsnetzen bestimmen. Es sind auch die Kriterien für die strukturelle Synthese 
von stabilen, zuverlässigen und informationseffizienten Netzwerken formuliert. 

 
 

Analogies et description mathématique des caractéristiques structurelles  
des modèles graphiques des réseaux d'information  

à l'aide de l'analyse spectrale 
 

Resume: Sont étudiées les possibilites d'une description analytique rigoureuse des 
principales caractéristiques structurelles des réseaux d'information à la base d'un appareil 
mathématique non conventionnel de l'analyse spectrale des graphes avec l’utilisation des 
analogies avec les approches classiques de la théorie des graphes et de la description 
matricielle de la topologie des réseaux. Sont obtenues des expressions pour les 
principaux paramètres qui déterminent les caractéristiques structurelles des réseaux 
d'information et sont établis des critères pour la synthèse structurelle de réseaux durables, 
fiables et efficaces. 
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Аннотация: Рассмотрено веб-приложение для определения теплофизиче-

ских свойств веществ. Отличительной особенностью приложения является ис-
пользование метода формирования функциональных зависимостей для определе-
ния термодинамических свойств рабочего тела, областей существования жидкой, 
паровой и газовой фаз, имеющих разрывы первого рода на межфазных границах. 
Дано описание существующих сервисов для проведения математических расчетов 
в онлайн-режиме. 
 
 

_____________________________________ 
 
 

Распространение мобильных устройств, рост их производительности, сво-
бодный доступ в интернет заметно расширяют области их применения и позво-
ляют создавать мобильные приложения в различных сферах человеческой дея-
тельности. Выбор веб-технологий для создания приложения основан на потребно-
сти сделать приложение максимально доступным на различных устройствах 
(компьютере, планшете, смартфоне) и разных операционных системах. В настоя-
щие время существует много операционных систем, как для персональных ком-
пьютеров, так и для мобильных устройств. Делать приложения под каждую опе-
рационную систему – процесс трудоемкий и времязатратный. Поэтому перенос 
разработки приложения в область веб-технологий дает возможность сделать при-
ложение кроссплатформенным, доступным для использования на различных опе-
рационных системах. Дополнительным преимуществом веб-приложения является 
возможность оперативно обновлять, исправлять ошибки и дополнять новыми 
функциями. 

Одно из направлений, где могут быть использованы мобильные приложения – 
проведение инженерных вычислений, в частности, для определения теплофизиче-
ских свойств веществ. Разработка такого веб-приложения представлена в данной 
работе и стала продолжением работы [1], в которой предложена методика форми-
рования функциональных зависимостей по свойствам веществ, используемых при 
моделировании термодинамических процессов, основанная на обработке экспе-
риментальных данных по свойствам веществ для областей существования жид-
кой, паровой и газовой фаз, имеющих разрывы первого рода на межфазных  
границах. 
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В результате выполнения [1] разработаны: 
– методика моделирования термодинамических процессов с использованием 

параметров реальных газов [2]; 
– комплекс программ поддержки моделирования термодинамических про-

цессов, включающий следующие блоки (рис. 1):  
– подготовки исходных данных (блок 1); 
– библиотеки алгоритмов обработки экспериментальных данных (блок 2);  
– решений (блок 3); 
– математических моделей процесса сжатия газа в поршневом компрессоре 

[2] и изменения состояния насыщенного водяного пара при движении в трубопро-
воде [3] (блок 4), включающий блоки выбора метода обработки эксперименталь-
ных данных [4]; 

– таблиц экспериментальных данных (блок 5); 
– хранилища функциональных зависимостей, полученных в процессе обра-

ботки таблиц экспериментальных данных (блок 6); 
– онлайн-расчетов (блок 7). 
Блок 1 предназначен для обработки таблиц экспериментальных данных,  

полученных из различных источников, в частности, из существующих баз данных 
или сканированные таблицы данных из справочников, которые помещаются  
в блок 5 для хранения. 

Блок 2 включает методы аппроксимации и интерполяции эксперименталь-
ных данных по двум переменным: метод линейной интерполяции – для областей 
без фазовых превращений, метода сплайн-интерполяции – областей данных с фа-
зовыми переходами, алгоритм Акимы – для областей, граничных с областями  
фазового перехода, а также метод наименьших квадратов для нахождения  
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Рис. 1. Структурная схема программного комплекса 
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коэффициентов аппроксимирующих полиномов для функций одной переменной 
для построения уравнений на линии насыщения. 

Блок 3 представляет собой вычислительный модуль, выполняющий следую-
щие основные функции: выбор таблиц экспериментальных данных по свойствам 
веществ и их предварительная обработка; выбор алгоритма обработки табличных 
данных; получение функциональных зависимостей, используемых при составлении 
моделей процессов; тестирование полученных зависимостей. 

Блок 4 включает модели термодинамических процессов сжатия газов в порш-
невом компрессоре изменения состояния насыщенного водяного пара при движе-
нии в трубопроводе.  

Блок 6 содержит функциональные зависимости, полученные на основе обра-
ботки таблиц экспериментальных данных о свойствах веществ, заимствованных 
из различных источников.  

В процессе обработки экспериментальных данных формируются функцио-
нальные зависимости, которые используются в дальнейшем при расчетах. При их 
формировании для определения термодинамических свойств рабочего тела, для 
областей существования жидкой, паровой и газовой фаз, имеющих разрывы пер-
вого рода на межфазных границах, разработан метод, включающий следующие 
шаги (рис. 2): 

1. Разбиение табличных данных по областям. Выделяются однофазные об-
ласти (жидкая, газообразная) и смешанная. Критерием принадлежности точки той 
или иной области является проверка условия положения текущей координаты 
точки t относительно точек ti и ti+1 в которых )()( 1+− ii tftf  максимально на всем 
диапазоне изменения параметра. 

2. Ввод дополнительных данных, уточняющих область фазового перехода 
(например, данные о свойствах пара на линии насыщения). Точки фазового пере-
хода определяются проверкой условия: 
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где Cж и Сп – теплоемкости жидкости и пара соответственно, Дж/(кг⋅°С). 
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Рис. 2. Блок-схема алгоритма обработки экспериментальных данных 
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3. Интерполяция по данным каждой области. Для однофазных областей ин-
терполяция проводится с помощью метода билинейной или сплайн-интер-
поляции. Для областей смежных с линией фазового перехода для интерполяции 
используется метод обратных взвешенных расстояний. Формула интерполяции, 
используемая в данном методе, имеет вид 
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где jiC ,  – интерполяционное значение для (i, j)-го узла сетки; Сk – значение  

в k-й точке таблицы данных; rijk – расстояние между (i, j)-м узлом и k-й точкой;  
m – число точек, учитывающихся при вычислении значения в (i, j)-м узле; β > 0 – 
степень обратного расстояния.  

При реализации блока 7 рассматривались разные существующие сервисы, 
которые могли бы подойти для его выполнения, в частности: 

– разработки компании PTC (Parametric Technology Corporation), которая 
предлагает математический сервер MathCAD Gateway [5], обеспечивающий уни-
версальный и защищенный доступ к инженерным расчетам в онлайн-режиме  
с любого устройства. Пользователи получают доступ к расчетам через веб-
браузер и могут провести расчет конкретных задач. Сервер устанавливается в ор-
ганизации и защищен от несанкционированного доступа; 

– онлайн-сервис для математических расчетов CoCalc (Collaborative Calcula-
tion in the Cloud / Совместное вычисление в облаке) [6], позволяющий проводить 
различные вычисления, работать с текстом, графиками, базами данных, создавать 
интерактивные приложения. Для создания расчета используется язык программи-
рования Python. Расчет комбинируется с HTML, CSS, JavaScript, CoffeeScript, Go, 
Fortran, Julia, GAP, Axiom, Ruby, Perl, Maxima, Maple, Markdown, Wiki. При ре-
дактировании поддерживается мультикурсорность, можно включить биндинги 
Vim или Sublime Text. Пользователю также доступна консоль Ubuntu  
и доступ к проекту по протоколу SSH (Secure Shell). Можно создавать документы 
LaTeX и встраивать в них код на Python, который не будет отображаться в итого-
вом pdf файле [7]. 

В работах [8, 9] рассмотрены другие сервисы, предлагающие онлайн-расче-
ты, однако по некоторым параметрам данные сервисы не подходят, например, для 
работы с MathCAD Gateway требуется приобретение лицензии, с CoCalc – необ-
ходимо наличие у пользователя знаний в области программирования.  

Это послужило поводом для разработки своего веб-приложения, входящего  
в комплекс программ по определению теплофизических свойств веществ (см. рис. 1). 

Работа веб-приложения распределяется между клиентом и сервером, обмен 
данных происходит по сети [10]. Клиенту доступно окно браузера, в котором ото-
бражается интерфейс пользователя. Для работы с приложением подходит любой 
современный браузер. На сервере хранятся библиотека экспериментальных дан-
ных, алгоритмы для расчетов, динамическая библиотека визуализации.  

Основным языком программирования, на котором написано приложение,  
является PHP, Для визуализации интерфейса используют язык гипертекстовой 
разметки HTML и стили CSS; для визуализации 3D-графика – библиотеку vis.js, 
написанную на JavaScript, состоящую из нескольких компонентов: DataSet, 
Timeline, Network, Graph2d и Graph3d. Vis.js – динамическая библиотека визуали-
зации на основе браузера, позволяющая упростить обработку динамических дан-
ных больших объемов и реализовать их визуализацию. Библиотека свободно рас-
пространяется и доступна для скачивания с сайта http://visjs.org/ [11].  
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Схему работы приложения можно описать в несколько этапов: ввод данных, 
обработка данных на сервере, вывод полученных результатов (рис. 3). На этапе 
ввода пользователь выбирает таблицу экспериментальных данных, задает требуе-
мые параметры и отправляет запрос на сервер, где проводятся соответствующие 
расчеты, результаты которых возвращаются клиенту в текстовом виде и в виде 
3D-графика. 

Интерфейс приложения состоит из блока ввода данных и блока результатов. 
Блок ввода данных это форма, которую нужно заполнить, загрузив таблицу экс-
периментальных данных, а также указать требуемые параметры. 

Для загрузки таблицы экспериментальных данными предусмотрено два ва-
рианта:  

– выбрать таблицу из списка, предлагаемого приложением. Источниками 
первичной информации по свойствам веществ являются  базы данных по свойст-
вам веществ [12] (существующие базы данных, в том числе серверы облачных 
вычислений); 

– загрузить свою таблицу со своего устройства, которая должна быть заранее 
подготовлена и конвертирована в формат CSV.  

Формат CSV – текстовый, предназначенный для представления табличных 
данных, каждая строка файла является строкой таблицы, разделителем значений 
колонок является символ запятой (,) [13]. Для удобства можно воспользоваться 
таблицей Microsoft Excel, внести данные в таблицу, а затем конвертировать  
в формат CSV. Это также можно сделать стандартными средствами редактора: 
зайти в меню «Файл», выбрать «Сохранить как», при этом откроется окно «Со-
хранение документа» в поле «Тип файла», выбрать формат «CSV (разделители – 
запятые) (*.csv)». 

На основе введенных данных проводится вычисление требуемого параметра 
и строится 3D-график, которые отображаются в блоке результатов. 

Примеры работы с таблицами экспериментальных данных (на примере таб-
лицы теплоемкости воды и водяного пара) приведены на рис. 4 и 5. В качестве 
исходных данных используется таблица экспериментальных данных из справоч-
ника [14, стр. 45 – 47]. 

Пример (см. рис. 5) иллюстрирует вычисление теплоемкости воды при тем-
пературе 240 °C и давлении 40 бар. 3D-график удобен тем, что позволяет опера-
тивно изменять исходные данные и получать искомый параметр. 

Результаты обработки экспериментальных данных оформляются в виде про-
цедур-функций (в данном случае это процедура с именем viscosity_water_and_steam 
(P, T)) и сохраняются в базе данных системы для дальнейшего использования при 
моделировании. Таким образом, для получения требуемого параметра достаточно 
обратиться к процедуре, передав ей текущие значения изменяемых параметров.  
 

 
 

Рис. 3. Блок-схема работы приложения 
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Рис. 4. Таблица значений теплоемкости воды (I) и водяного пара (II) 
 

 
Рис. 5. Пример обработки экспериментальных данных  

значений теплоемкости воды и водяного пара 
 

Ниже приведены описания некоторых процедур, включенных в базу функ-
циональных зависимостей: 

1. Процедура viscosity_water_and_steam – предназначена для определения 
вязкости воды и водяного пара. В качестве исходных данных используется табли-
ца экспериментальных данных из справочника [14, стр. 48 – 50].  

Обращение к процедуре 
viscosity_water_and_steam (P, T, pn, pv, tn, tv).  
Описание параметров: 
P – давление, бар, диапазон изменения 1…800 бар; 
T – температура, °C, диапазон изменения 0…700 °C; 
pn и pv – нижний и верхний пределы изменения давления в исследуемом 

процессе соответственно; 
tn и tv – пределы изменения температуры в исследуемом процессе. 
Параметры pn, pv, tn и tv необязательны и используются для уменьшения 

времени работы процедуры. 

I 

II 
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Пример обращения к процедуре:  
viscosity_water_and_steam (20 бар, 80 °C) = 3513 Н·с/м2; 
viscosity_water_and_steam (20 бар, 230 °C) = 169 Н·с/м2. 
2) Процедура thermal_conductivity_water_and_steam – вычисление теплопро-

водности λ·103 Вт/(м·°C) воды и водяного пара. 
Описание процедуры:  
Процедура thermal_conductivity_water_and_steam предназначена для опреде-

ления теплопроводности воды и водяного пара. В качестве исходных данных ис-
пользуется таблица экспериментальных данных из справочника [14, с. 51 – 53].  

Обращение к процедуре 
thermal_conductivity_water_and_steam (P, T, pn, pv, tn, tv)  
описание параметров: 
P = 1…500 бар; 
T = 0…700 °C. 
Значение параметров: pn, pv, tn и tv такие же, как и в предыдущих процедурах. 
Пример обращения к процедуре:  
thermal_conductivity_water_and_steam (20 бар, 50 °C) = 645·103 Н⋅с/м2; 
thermal_conductivity_water_and_steam (20 бар, 240 °C) = 169·103 Н⋅с/м2. 
3) Процедура pressure_ saturation_ line  – вычисление давления P (бар)  

на линии насыщения. 
Описание процедуры.  
Процедура pressure_ saturation_ line предназначена для определения давле-

ния на линии насыщения в зависимости от температуры. В качестве исходных 
данных используется таблица экспериментальных данных из справочника [15, с. 
16 – 24].  

Обращение к процедуре: 
pressure_ saturation_ line (T, tn,tv).  
Описание параметров: 
P – давление, бар; 
T – температура, °C, диапазон изменения 0…373,9 °C; 
tn и tv – пределы изменения температуры в исследуемом процессе. 
Параметры tn и tv необязательны и используются для уменьшения времени 

работы процедуры. 
Пример обращения к процедуре: 
pressure_ saturation_ line (100 °C) = 1,014⋅105 бар.  
4) Процедура temperature_ saturation_ line – вычисление температуры T, °C,  

на линии насыщения. 
Описание процедуры: 
Процедура temperature_ saturation_ line обратна предыдущей и предназна-

чена для определения температуры на линии насыщения в зависимости от давле-
ния. В качестве исходных данных используется таблица экспериментальных дан-
ных из справочника [15, с. 25 – 33].  

Обращение к процедуре: 
temperature_ saturation_ line (P, pn, pv).  
Описание параметров: 
P – давление (бар), диапазон изменения 1⋅103…2,206⋅107 бар; 
T – температура (°C); 
tn и tv – пределы изменения температуры в исследуемом процессе. 
Параметры tn и tv необязательны и используются для уменьшения времени 

работы процедуры. 
Пример обращения к процедуре: 
temperature_ saturation_ line (1⋅105 бар) = 99,61 °С.  
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Разработанный программный комплекс может применяться как для модели-
рования широкого круга термодинамических процессов, работающих с газами  
и жидкостями, путем использования программного комплекса [16], так и на мо-
бильных устройствах для оперативного определения термодинамических пара-
метров веществ, что может быть полезно студентам в процессе обучения и инже-
нерам, работающим в соответствующих областях. Приложение расположено  
по адресу: http://vitahost.tambov.ru/dtpm/ 
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Abstract: The paper considers a web application to determine thermophysical 

properties of substances. A distinctive feature of the application is the use of the method 
of forming functional dependencies to determine the thermodynamic properties of the 
working fluid for the existence regions of the liquid, vapor, and gas phases with  
first-kind discontinuities at the phase boundaries. The existing services for performing 
mathematical calculations online are described. 
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l'utilisation de la méthode de la formation des dépendances fonctionnelles pour 
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les frontières interphasées. Sont décrits les services existants pour effectuer des calculs 
mathématiques en ligne. 
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Аннотация: Рассмотрена проблема кадрового обеспечения высшего уровня 

управления конфликтом на геоцентрическом театре военных действий с участием 
призрачного субъекта. Дано определение призрачного субъекта с позиции траек-
торного управления технологическим процессом. Показан эффект гендерной спе-
цификации кадров, проявляющийся в том, что для организации эффективной борь-
бы против призрачных субъектов ряд ключевых позиций высшего уровня управле-
ния должны занимать женщины.  
 

_____________________________________ 
 

Введение 
 

Прогресс в развитии средств и методов криптологической защиты организаци-
онной активности привел к появлению качественно нового типа субъектов страте-
гического управления, идентификация которых либо невозможна в принципе, либо 
предельно затруднена. Эти субъекты военных, военно-политических, экономиче-
ских и иных конфликтов получили название «призрачные». 

Проектирование эффективных систем управления конфликтом в противобор-
стве с призрачными субъектами осуществлено на основе методов психоинжини-
ринга – нового перспективного направления, выросшего из технической киберне-
тики 2-го рода и основанного на динамических математических моделях осознания 
конфликта [1]. Однако практическое внедрение таких систем управления столкну-
лось с проблемой гендерной спецификации кадров, состоящей в том, что ряд клю-
чевых задач управления могут выполнять только женщины, а мужчины для них 
совершенно непригодны.  

Причина гендерной спецификации заключается в особенностях обучения ме-
тодам психоинжиниринга, через которые мужчины, в силу более низкого уровня 
психофизиологической живучести, почти не могут пройти.  

Ценность опыта практического решения проблемы гендерной спецификации  
в настоящее время осознана руководством РФ, а его внедрение активно осуществ-
ляется не только в России, но и в ряде ведущих государств мира.  

 
Проблема призрачных субъектов в условиях современного конфликта 

 
Специалистам в области управления военными и военно-политическими кон-

фликтами, развивающимися на геоцентрическом театре военных действий (ТВД), 
хорошо известны так называемые «скрытые субъекты стратегического управле-
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ния». Обычно под ними подразумеваются источники управляющих воздействий  
на ситуацию на ТВД, которые осуществляются замаскированно, с применением 
современных средств криптологической защиты организационной деятельности. 

Первая и основная задача в противодействии таким субъектам – доказательно 
выявить факт их активности на ТВД и поле боя. Затем ставится вторая задача: про-
вести идентификацию скрытого субъекта и вскрыть его стратегические замыслы. 
Если это сделано, осуществляется комплекс мер по подавлению активности скры-
того субъекта стратегического управления. 

Однако развитие современных методов криптозащиты, в том числе, так назы-
ваемого организационного зашумления (то есть маскирование собственной актив-
ности организационной активностью других военных, политических, экономиче-
ских и иных факторов), уже к середине 2000-х годов привело к тому, что обнару-
жить, идентифицировать и вскрыть замыслы скрытых субъектов управления  
за время развития конфликта нередко стало невозможным. Скрытые субъекты стра-
тегического управления, которые нельзя идентифицировать вообще либо до окон-
чания конфликта, получили название «призрачные субъекты» [2].  

С точки зрения традиционной военной науки организовать эффективное про-
тивоборство призрачным субъектам в принципе невозможно. Поскольку противник 
(сегодня используется термин «партнер») в течение всего времени разворачивания 
конфликта остается полностью вне осознания. В связи с этим в середине  
2000-х годов была поставлена и успешно решена задача создания систем разведки, 
военного и военно-политического управления, которые позволили бы выстроить 
эффективное противоборство с призрачным субъектом. 
 

Проблема «гендерной спецификации кадров»  
в конфликте с призрачным субъектом 

 
Задача создания систем управления конфликтом с участием призрачного субъ-

екта в целом была решена. Но возникла непредвиденная сложность. Оказалось, что 
все привычные представления о методах отбора, обучения и продвижения кадров 
непригодны для таких систем. Хуже того, как показал опыт, для работы с подоб-
ными системами управления совершенно неожиданно стала критически важной так 
называемая «гендерная спецификация кадров». Это означает, что ряд ключевых 
функций в системах управления конфликтами с призрачными субъектами могут 
решать только женщины. Мужчины оказались непригодны. 

Такая ситуация не нова. Например, в электронной промышленности СССР для 
ряда производственных операций, требующих высокой концентрации внимания, 
привлекались исключительно женщины, но тогда это не касалось управленческих 
задач высокого уровня, а в условиях конфликта с призрачным субъектом проблема 
гендерной спецификации стала ключевой, выдвинув женщин на определяющие 
роли военно-политического управлении. 

Существенно, что гендерная спецификация стала настолько значимой, что по-
служила основой введения целой системы косвенных признаков для систематиза-
ции информации: если в системе управления противника на ряде высших управ-
ленческих позиций нет женщин, то такая система гарантировано покажет срывы 
управления конфликтом. Далее остается лишь целенаправленно создать ситуации, 
когда эти срывы проявятся.  

С учетом значимости гендерной спецификации кадров в статье приводятся не-
которые результаты обобщения практического опыта, позволившие обозначить  
(с учетом вполне понятных ограничений в обсуждениях данной проблематики) ряд 
принципов решения данной проблемы.  



ISSN 0136-5835. Вестник ТГТУ. 2018. Том 24. № 4. Transactions TSTU 622

Призрачный субъект с точки зрения теории циклов Бойда 
 

Призрачный субъект, вследствие осуществления ряда мер криптологической 
защиты, не позволяет выявить и идентифицировать себя до конца конфликта,  
но при этом оказывает определяющее влияние на ситуацию на поле боя или ТВД.  

В современной военной науке есть понятие «длительность цикла Бойда»,  
которое означает продолжительность цепи событий принятия решений от момента 
восприятия исходной информации о противнике до его «списания со счета» вслед-
ствие уничтожения [3]. В этой концепции главная цель управления любым кон-
фликтом может быть выражена как минимизация длительности цикла Бойда  
(по отношению к скрытому субъекту управления). 

С точки зрения организации военных действий минимизация циклов Бойда 
сводится к простой и очевидной идее: побеждает тот, кто быстрее стреляет. А что-
бы выстрелить раньше противника, нужно его первым обнаружить, распознать,  
и только потом уже выстрелить. Однако с позиции гражданской корпорации по-
добная интерпретация выглядит довольно странно. Поэтому, казалось бы, концеп-
ция циклов Бойда для производственных или торговых предприятий совершенно 
неуместна, однако это не так. 

Любая война несет в себе уникальные особенности, определяемые местно-
стью, уровнем боевой слаженности и обученности военного персонала, наконец, 
творческим подходом к использованию имеющихся в распоряжении командующего 
сил и средств. То есть всякая война уникальна, хоть и основана на стандартных 
приемах, собранных в боевых уставах воюющих армий. 

Однако ровно такие же характеристики имеют и современные гражданские 
торговые, производственные и иные хозяйствующие субъекты. Это обусловлено 
тем, что нынешняя мировая экономика есть экономика перепроизводства – пример-
но 40 % всех производственных мощностей в мире избыточны. Иными словами, 
рынков сбыта для продукции уже не осталось, какого бы потребительского качест-
ва она ни была. А возможности современного оружия и его распространенность  
не оставили шансов провести «списание» избыточных мощностей, как это делалось 
в Первую или Вторую мировые войны. Если сегодня начнется большая война, вос-
станавливать после нее будет уже нечего и некому. Так что экономика перепроиз-
водства – это всерьез и надолго. А это значит, что разработка нового производст-
венного цикла предприятия требует сегодня вводить в проектные расчеты не только 
инженерно-физическую модель изделия, модели логистической и точностной 
структур техпроцесса, оптимизируя их как единую систему по производительности 
и затратным признакам, но и учитывать характеристики рабочего коллектива,  
неравномерно распределенного по технологической цепочке конвейера (под «кон-
вейером» понимается не только линия сборки, но и, например, обработка очередей 
при проектировании торговой системы гипермаркета или склада), а также модели 
поведения потребителей будущей произведенной продукции. 

Иными словами, инженерное проектирование производственного, торгового 
или иного предприятия, действующего в условиях экономики перепроизводства, 
как и планирование войны, требует интеграции пяти типов моделей: изделия, тех-
процесса, метрологической модели, поведения коллектива и потребительского по-
ведения покупателей, которые обеспечивают сбыт продукции (нет сбыта – нет про-
изводства). Применительно к военному планированию учет моделей поведения 
наибольшее распространение получил в области военно-психологических опера-
ций, в сфере политики – в системах управления психополитическими операциями,  
в гражданском секторе – в управлении развитием предприятий на основе так назы-
ваемых окон рыночных возможностей [4].  

Окно возможностей представляет собой период, равный половине времени 
жизни изделия на рынке сбыта. При этом время жизни изделия может составлять  
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от 6 до 24 месяцев. Типичный пример – периоды смены номенклатуры продавае-
мых смартфонов: раз в два года потребитель должен купить новый дорогой смарт-
фон. Он ему не нужен, но это предопределено маркетинговыми стратегиями круп-
ных производителей, которые, чтобы стимулировать потребительское поведение 
покупателей, принудительно создают, например, «корпоративную моду», когда 
менеджеру предосудительно пользоваться старым смартфоном, или несанкциони-
рованно подгружают в проданные смартфоны вирусы, замедляющие их работу. Эти 
и многие другие методы – хорошо известные формы манипулирования поведением 
покупателей.  

Таким образом, проектирование новых производств сегодня основано на объе-
динении в единую систему самого техпроцесса, поведения покупателей и произ-
водственного коллектива. Если раньше это были разные сферы корпоративной дея-
тельности, то сегодня они представляют неразрывное проектное поле, управление 
которым осуществляется в единых циклах Бойда – точно так же, как и управление 
войной. И примерно 12 – 15 лет назад анализ операций, проводимых как военными 
организациями, так и гражданскими, стал фиксировать появление факторов, пре-
пятствующих планам ведения конфликтов (военных или конкурентных), которые 
не могли быть объяснены простым стечение обстоятельств. 

Тщательные исследования числовых кодов сбоев в стратегиях военных и гра-
жданских субъектов показали наличие активности скрытых субъектов стратегиче-
ского управления, которые нельзя «расшифровать» до конца конфликта. Их назвали 
призрачными субъектами. В свете вышесказанного крайне важно было дать строгое 
инженерное определение призрачного субъекта.  

Итак, если в бинарном конфликте между субъектом А и скрытым субъектом 
управления Х длительность цикла Бойда последнего стремится к бесконечности, то 
субъект А никогда не успеет выявить и подавить активность скрытого субъекта Х. 
В этом случае будем говорить, что субъект А ведет конфликт с призрачным субъек-
том. Таким образом, призрачный субъект есть субъект стратегического управления 
с бесконечно малым циклом Бойда по отношению к длительностям циклов Бойда 
противника. Это значит, что особенностью призрачного субъекта является невоз-
можность его «расшифровки», что не позволяет выстроить эффективный конфликт 
против него на основе современной военной науки. И в этом смысле призрачный 
субъект является принципиально непобедимым. 

С точки зрения инженерного проектирования современного конфликта, осно-
ванного на математических моделях осознания конфликта, развивающегося во вре-
мени, призрачный субъект, вступая в конфликт с субъектом А, как бы «отъедает»  
у последнего высшие психические способности, вызывая тем самым временные 
деменции, которые соответствуют частичной потере субъектом А способностей  
к высшим, наиболее творческим видам психической активности [2].  

Иными словами, проблема борьбы с призрачными субъектами состоит не в 
самих субъектах, а в том, что противник не осознает их присутствия на ТВД, при-
чем, чем выше карьерное положение руководителя в традиционной вертикально 
интегрированной организации, чем большими интеллектуальными способностями 
он обладает, тем вероятнее он станет жертвой методов маскировки призрачного 
субъекта. 

Конфликт с «призраком» и потеря психических способностей руководителей 
противника нераздельны! Типичный пример – поразительно алогичные, почти са-
моубийственные решения руководства одной из стран западной Европы, прини-
мающего все новые антироссийские меры, каждая их которых разрушает саму эту 
страну. Это означает, что страна ведет конфликт против «призрака».  

Следует особо отметить, что концепция информационно-психологической 
безопасности направлена на защиту стабильности психологического статуса руко-
водителя. Однако при столкновении с призрачным субъектом она становится  
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не только бессмысленной, но и делает руководителя максимально уязвимым для 
воздействия «призрака», поскольку меры по обеспечению стабильности психологи-
ческого статуса блокируют самообучение руководителя на своих ошибках – ведь 
обучение новому неизбежно меняет его психологический статус. 

Модели и методы союзного и/или конфликтного взаимодействия с призрач-
ными субъектами разрабатывались в рамках нового класса задач управления пове-
дением и привязаны к технологиям управления системами, превосходящими иссле-
дователя по совершенству [5]. Ключевой методологией этого направления является 
психоинжиниринг, который представляет собой общую методологию инженерного 
проектирования и управления психическими ресурсами человеческих объединений 
на основе математических моделей динамического осознания конфликта. И в этом 
смысле одной из ключевых особенностей психоинжиниринга является тот факт,  
что он не относится к сфере гуманитарного знания, а представляет собой инженерно-
техническую дисциплину, развивая и продолжая НИОКР в области технической ки-
бернетики второго рода – то есть рефлексивного управления системами с самоосо-
знанием. 

Три причины преимуществ женщин  
в противоборстве призрачным субъектам 

 
В процессе эксплуатации систем военно-политического противоборства с при-

зрачным субъектом, основанных на методах психоинжиниринга, эмпирически ус-
тановлен факт, что технологиям психоинжиниринга женщины обучаются гораздо 
лучше и быстрее, чем мужчины, по трем объективным причинам, которые можно 
назвать в открытой печати. 

Причина 1. Процесс обучения методам психоинжиниринга носит достаточно 
травматичный характер. Процент отсеивания при обучении в группах с тщательно 
отобранным составом курсантов составляет: порядка 60 % в женских группах  
и почти 100 % – в мужских, что вызвано качественно более высокой психофизиоло-
гической живучестью женского организма в условиях тяжелых психоэмоциональ-
ных шоков, по сравнению с мужским.  

Причина 2. Несмотря на явный прогресс в обеспечении равноправия женщин  
в современном российском обществе, на уровне преобладающей общественной 
психологии и в быту мы по-прежнему живем в так называемой «мужской цивили-
зации». Отражением такого положения дел является то, что женщины с детства 
вынуждены развивать навыки виртуозного владения скрытым манипулированием 
людьми в сложно скоординированных (полисубъектных) средах, а также гибкого 
маневрирования в форме уклонения от прямых психоэмоциональных и интеллекту-
альных столкновений в условиях многовекторного агрессивного окружения.  
На эти почти врожденные способности женщин и «накладываются» современные 
технологии управления, созданные на базе психоинжиниринга, формируя наилучшие 
предпосылки для обучения методам управления конфликтами против призрачных 
субъектов.  

Причина 3. Основой всех современных систем управления противоборством  
с призрачным субъектом являются методы, разрабатываемые в рамках психоинжи-
ниринга, имеющего очень специфические черты инженерно-физических приложе-
ний. При этом образовательной базой существующей системы подготовки высших 
управленческих кадров для данной области служат гуманитарные и военные науки,  
а мужчины-«технари» занимаются слишком узкими областями для синтетического 
ума образованных и волевых женщин, что создает третью причину, почему женщи-
ны гораздо лучше обучаемы методам противоборства с призрачными субъектами: 
они не могут найти реализацию в традиционных инженерных областях, поэтому 
легко и крайне заинтересованно откликаются на альтернативные возможности. 



ISSN 0136-5835. Вестник ТГТУ. 2018. Том 24. № 4. Transactions TSTU 625

Заключение 
 

Основной тенденцией современного конфликта (в военно-политической, пра-
воохранительной, экономической, религиозной и других сферах – все равно) явля-
ется интенсивный переход к массированному применению технологий призрачных 
субъектов, задачи обеспечения противодействия управляющим воздействиям кото-
рых решаются исключительно на основе технологий психоинжиниринга. Поэтому 
данное направление является магистральным в разработках по обеспечению ком-
плексной безопасности систем военного, военно-политического и государственного 
управления.  

В этой связи, а также учитывая все вышесказанное, роль женщин в качестве 
ключевых стратегических операторов управления конфликтом стремительно воз-
растает. Этот тренд отмечается в привычных средах государственного, военного  
и корпоративного управления. Так, например, Министерство обороны РФ распро-
странило опыт нахимовских и суворовских училищ на создание аналогичных учеб-
ных заведений для девушек. Увеличился прием девушек в военные училища, вклю-
чая Университет ВДВ в Рязани и Военный университет в Москве и т.п. 

Имеется также обширный массив данных, указывающий на то, что США, КНР, 
Великобритания, Иран, Япония и Израиль осуществляют систематические усилия 
по внедрению российского кадрового опыта в практику управления конфликтами. 
Примечательно, что недавно директором ЦРУ впервые в истории американской 
разведки назначена женщина – Джина Хаспел. 

Не менее важно и то, что высшее руководство РФ в полной мере осознает не-
обходимость внедрения современных технологий управления конфликтом с при-
зрачными субъектами в практику гражданского государственного управления. 
Прямым указанием на это служит публикация в журнале «Государственная служ-
ба» в 2010 году статьи «Призрачные» субъекты в управлении современным воен-
ным и политическим конфликтом» [6], которая стала своего рода сигналом для гос-
бюрократии, что данная тематика, как выражался В. И. Ленин, «архиважна» для 
Кремля и, как следствие, для карьерного продвижения молодых бюрократов. Соот-
ветственно, сверхценной является и роль женщин, без которых невозможна эффек-
тивная эксплуатация подобных систем управления конфликтами. 

Для обобщения опыта решения проблемы гендерной спецификации кадров 
использованы некоторые методики системного проектирования производств, раз-
работанные в Министерстве электронной промышленности СССР, так как другие 
способы ее решения в настоящее время неизвестны.  
 

Список литературы 
 

1. Денисов, А. А. Основы метрологического обеспечения управления кон-
фликтом на геоцентрическом ТВД / А. А. Денисов // Информационные войны. – 
2011. – № 3 (19). – С. 33 – 44. 

2. Денисов, А. А. Основы метрологического обеспечения управления кон-
фликтом на геоцентрическом ТВД. («Призрачные» субъекты.) / А. А. Денисов // 
Информационные войны. – 2011. – № 4 (20). – С. 2 – 11. 

3. Денисов, А. А. Подавление циклов Бойда: Опыт управления военными и по-
литическими конфликтами 1999-2009 гг. / А. А. Денисов // Информационные вой-
ны. – 2010. – № 2 (14). – С. 2 – 13. 

4. Денисов, А. А. Подавление циклов Бойда: Новый принцип управления во-
енными и политическими конфликтами / А. А. Денисов, Е. В. Денисова // Инфор-
мационные войны. – 2010. – № 3 (15). – С. 2 – 14. 



ISSN 0136-5835. Вестник ТГТУ. 2018. Том 24. № 4. Transactions TSTU 626

5. Денисов, А. А. Управляемая конфронтация: война в зоне сингулярности /  
А. А. Денисов, Е. В. Денисова // Экономические стратегии. – 2014. – Т. 16,  
№ 8 (124). – С. 110 – 125. 

6. Денисов, А. А. «Призрачные» субъекты в управлении современным воен-
ным и политическим конфликтом / А. А. Денисов // Государственная служба. – 
2010. – № 2 (64). – С. 67 – 70. 
 
 

The Effect of Gender Specification of Personnel 
in Conflict Management Involving Phantom Subject 

 
A. A. Denisov1, E. V. Denisova2 

 
Institute of Design and Technological Informatics of RAS (1); 
Special Information Network Labyrinth (2), Moscow, Russia;  

alex.kimstach@gmail.com 
 
Keywords: gender specification of personnel; cryptological protection; 

organizational noise reduction; phantom subjects; psychoengineering; hidden subjects of 
strategic management. 

 
Abstract: The problem of top management staffing for conflict management in the 

geocentric theater of operations with the participation of a phantom subject is considered. 
The definition of a phantom subject from the perspective of trajectory control of the 
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subjects, a number of key positions at the highest level of management must be held by 
women.  
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Wirkung der Genderspezifikation der Personalverwaltung 
bei der Bewältigung des Konflikts mit der Teilnahme des Phantomsubjekts 

 
Zusammenfassung: Es ist das Problem der Personalversorgung der höchsten 

Ebene der Konfliktbewältigung auf dem geozentrischen Kriegsschauplatz mit Beteiligung 
eines Phantomsubjektsuntersucht. Die Definition eines Phantomsubjekts aus Sicht der 
Bahnsteuerung des technologischen Prozesses ist gegeben. Es ist die Auswirkung der 
Genderspezifikation des Personals beschrieben, die sich darin manifestiert, dass eine 
Reihe von Schlüsselpositionen auf höchster Verwaltungsebene von Frauen besetzt werden 
müssen, um einen effektiven Kampf gegen Phantomsubjekte zu organisieren. 
 
 

Effet de la spécification de genre du personnel  
dans la gestion des conflits avec la participation d’un sujet fantôme 
 
Résumé: Est examiné le problème de la gestion des ressources humaines de haut 

niveau du conflit sur la scène des opérations géocentriques avec la participation d'un sujet 
fantôme. Est donnée la définition du sujet fantôme du poit de vue de la gestion de 
trajectoire du processus technologique. Est décrit l'effet de la spécification de genre du 
personnel qui se manifeste dans le fait que, pour une organisation efficace de la lutte 
contre des sujets de fantôme, un certain nombre de postes de haut niveau de la gestion 
doit être occupépar des femmes. 
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Процессы и аппараты химических  
и других производств. Химия 
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ГЕОМЕТРИЯ  НЕПОДВИЖНОЙ  КАПЛИ  ЖИДКОСТИ,  
ЛЕЖАЩЕЙ  НА  НАКЛОННОЙ  ПОВЕРХНОСТИ 

 
А. Н. Пахомов, Н. Ц. Гатапова, Ю. В. Пахомова 

 
Кафедра «Технологические процессы, аппараты и техносферная безопасность», 

ФГБОУ ВО «ТГТУ», г. Тамбов, Россия; panpost@yandex.ru 
 

Ключевые слова: дисперсные системы; капля; краевой угол; наклон; по-
верхностное натяжение; подложка; смачиваемость; сушка; форма; шероховатость.  

 
Аннотация: Для моделирования кинетики сушки жидких дисперсных про-

дуктов на подложках важное значение имеют форма и геометрические размеры 
капли высушиваемого материала. Рассмотрена задача определения геометрии 
капли жидкости, лежащей на наклонной плоскости при различных условиях сма-
чиваемости. Приведены результаты расчета геометрии капли воды и жидкой  
послеспиртовой барды, нанесенных на фторопластовую подложку. 
 
 

Обозначения 
 

P – давление, Па; 
R – радиус, м; 
g – ускорение свободного падения, 
м/с2; 
b – ширина, м; 
d – диаметр, м; 
С, B – коэффициент; 
α – угол наклона, град.; 
ρ – плотность, кг/м3; 
θ – угол смачивания, град.; 
σ – коэффициент поверхностного 
натяжения, Н/м; 
δ – толщина, м; 

х, y – координата. 
 

Индексы 
 
к – капиллярное; 
с – статическое; 
о – общее; 
г – геометрическое; 
от – отекание; 
нат – натекание; 
н – наклон; 
m – максимальное. 

 

 
Сушка капель жидких дисперсных продуктов широко распространена в про-

мышленности (сушка продуктов химического синтеза, пищевых полупродуктов  
и отходов, растительного сырья и т.п.). Как правило, процесс проводят в пневма-
тических и распылительных сушилках, в сушилках с кипящим слоем инертных 
тел [1 – 4].  

Математическое описание процесса осложняется тем, что в аппарате испаря-
ется одновременно множество капель разного размера. Капли определенным об-
разом взаимодействуют между собой: дробятся, сливаются, фиксируются на по-
верхностях аппарата и т.п. При этом в сушильном аппарате наблюдается неста-
ционарное распределение температур и концентраций пара [2, 5]. Поэтому для 
разработки адекватного математического аппарата, позволяющего описывать раз-
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Соответственно вместо уравнения (4) получим: 
 

( )
( ) 1gC
xR

xg ρ=
σ

+δρ ,                                          (10) 

при этом 
( ) 0m =δδ′ .                                                           (11) 

 

В случае капли получить линейную зависимость для δm и δ1 (при θ > 90°)  
не удается. Используя порядок решения, рассмотренный выше, получаем: 

 

1

2
1

1m
cos1

a
aCC θ−+

−=δ ;                                      (12) 

 

1

2
11
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cos

a
CaC θ−

−=δ .                                          (13) 

 

Величину С1 здесь необходимо находить итерациями из уравнения 
 

∫∫
δ

δ
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d
B

Bd
B
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где 

σ
ρ

=
21

ga ;                                                          (15) 
 

( ) ( )[ ] 22
11

2
111 cos CaCaB −θ+δ−= .                        (16) 

 

Соответственно, геометрию неподвижной капли, лежащей на горизонталь-
ной подложке, рассчитываем с учетом выражений (10) – (16). Результаты расчетов 
формы капель модельных и промышленных жидкостей для случаев смачивания  
и не смачивания подложек представлены в работе [7]. 

В случае неподвижной капли, лежащей на наклонной подложке (рис. 3),  
в уравнение (10) необходимо добавить давление Pг, учитывающее геометриче-
скую высоту произвольного сечения от плоскости отсчета 0–0: 

 

ΔPо = ΔPк + ΔPс + ΔPг.                                          (17) 
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Рис. 3. Неподвижная капля жидкости на наклонной подложке
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Рис. 4. Расчетная форма неподвижной капли: 
а – вода, θ = 90°, d = 15 мм, σ = 0,07 Н/м, ρ = 998 кг/м3; 

б – жидкая послеспиртовая барда, θ = 60°, d = 15 мм, σ = 0,055 Н/м, ρ = 1012 кг/м3 
С учетом того, что ( ) н1 tgαδ−= xxx , получаем 
 

( )[ ] ( )
( ) 1

н
нн cos

sintg gC
xR

xgxxg ρ=
σ

+
α

δ
ρ+ααδ−ρ .                   (18) 

 

Необходимо отметить, что даже при упрощениях граничных условий анали-
тическое решение уравнения (18) невозможно. Уравнение (18) с учетом гранич-
ных условий решается численно со следующими допущениями. 

Угол натекания θнат приближенно можно считать равным статическому углу 
смачивания на горизонтальной поверхности, так как на краю пластины конечных 
размеров, в отличие от бесконечной поверхности, слой с большим углом θ стано-
вится неустойчивым вследствие наличия на кромке подложек некоторой шерохо-
ватости. 

Для пластин, использованных в работах, угол оттекания θот приближенно 
можно считать примерно равным углу наклона пластины αн, то есть принять по-
верхность жидкости в этой области горизонтальной. Действительно, при увеличе-
нии наклона пластины или при добавлении жидкости в слой угол θот будет 
уменьшаться, но стать меньше αн он не может, так как в этом случае у верхней 
кромки появилась бы область отрицательной кривизны, что для покоящегося на 
пластине слоя невозможно. 

Для инженерных расчетов в первом приближении можно принять, что высо-
та слоя, отсчитанная от нижней кромки наклонной пластины, примерно равна 
предельной высоте слоя на горизонтальной пластине ∞δ≈δ mнакл . 

На рисунке 4 представлены результаты расчетов формы неподвижных ка-
пель воды и жидкой послеспиртовой барды, лежащих на фторопластовой подлож-
ке (подложка условно показана горизонтально, угол наклона αн = 10°).  

Дальнейшим развитием математического описания, представленного в на-
стоящей статье, будет поиск зависимостей для формы капли, движущейся по на-
клонной поверхности, и формы капли, получающейся при коалесценции двух ка-
пель в нестационарном режиме. 
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Abstract: To simulate the kinetics of drying liquid disperse products on 

substrates, the shape and geometrical dimensions of a drop of the material being dried 
are important. The paper considers the problem of determining the geometry of a drop 
of liquid lying on an inclined plane under various conditions of wettability. The results 
of the calculation of the geometry of a drop of water and a liquid industrial-distillery 
stillage deposited on a fluoroplastic substrate are given. 
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dispergierten Produkten auf Substraten sind die Form und die geometrischen Größen 
des Tropfens des zu trocknenden Materials wichtig. In der Arbeit wird die Aufgabe der 
Bestimmung der Geometrie eines Flüssigkeitstropfens betrachtet, der auf der geneigten 
Ebene unter verschiedenen Benetzungsbedingungen liegt. Es sind die Ergebnisse der 
Berechnung der Geometrie des Wassertropfens und der flüssigen Schlempe angegeben, 
die auf das Fluorkunststoffsubstrat aufgetragen sind. 
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Résumé: Pour modéliser la cinétique du séchage des produits dispersés liquides 
sur les substrats, la forme et la taille géométrique des gouttes du matériau séché sont 
importantes. Dans l’article est examinée la tâche de la détermination de la géométrie 
d'une goutte de liquide située sur un plan incliné dans de diverses conditions de la 
mouillabilité. Les résultats du calcul de la géométrie des gouttes d'eau et de la drêche 
liquide après alcool appliquées sur le substrat fluoroplastique sont mentinnés. 
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Аннотация: Представлена конструкция электробаромембранного аппарата 

рулонного типа, позволяющая извлекать катионы и анионы веществ в потоках 
прикатодного и прианодного пермеата. На основе конструктивных особенностей 
электробаромембранного аппарата рулонного типа установлено, что устройство 
может работать при действии нескольких движущих сил (перепада давления до  
и после мембраны и разницы электрических потенциалов). Отмечено, что разра-
ботанное устройство может использоваться в схемах очистки сточных вод гальва-
нических производств. Показан пример применения конструкции рулонного ба-
ромембранного аппарата, оснащенного мембраной МГА-95 для разделения вод-
ных сульфатсодержащих растворов содержащих ионы олова, железа и цинка. 
 

_____________________________________ 
 
 

На промышленных предприятиях Центрально-Черноземного региона, зани-
мающихся выпуском конкурентноспособной продукции двойного назначения, 
остро стоит проблема модернизации существующих схем очистки сточных вод. 
Данная проблема может решаться с применением высокопроизводительных мем-
бранных аппаратов рулонного типа, которые в настоящее время только разраба-
тываются. 

При использовании в технологических схемах очистки промышленных сто-
ков электробаромембранных аппаратов различного типа существует необходи-
мость использования коррозионностойких материалов для исполнения основных 
элементов (корпус, крышки и др.), устойчивых к воздействию кислот и щелочей, 
так как электрохимические реакции, возникающие в процессе разделения на элек-
тродах, подщелачивают и подкисляют потоки пермеата. Разработаны рекоменда-
ции показывающие, что при использовании аппаратов электробаромембранного 
разделения растворов без наложения разницы электрических потенциалов на сис-
тему «мембрана – раствор» можно использовать в качестве конструкционного 
материала нержавеющие стали различной марки (12Х18Н9Т, Х18Н10Т и др.) или 
капролон (при одновременном применении двух движущих сил в процессе разде-
ления электропроводящей жидкости). Новая конструкция рулонного мембранного 
аппарата, учитывающего данные особенности, может быть оснащена различными 
типами пористых полимерных мембран (гипер-, нано-, ультрафильтрационных) 
(рис. 1, 2). 
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1) повышает качество и эффективность разделения растворов; 
2) улучшает охлаждение прикатодного, прианодного пермеата; 
3) обеспечивает простоту и удобство обслуживания и замены рулонного 

элемента (монтажа). 
Аналогом данной конструкции является баромембранный аппарат рулонного 

типа, рассмотренный в работе [1], а прототипом – приведенный в патенте [2]. Вы-
бранный прототип [2] относится к наиболее близкому варианту разрабатываемого 
аппарата. Следует отметить и другие перспективные конструкции устройств, ос-
нованных на данных принципах разделения, указав, тем не менее, на достоинство 
представленной в этой работе конструкции, обеспечивающей полноразмерную 
унификацию по рулонному элементу. 

Существуют устройства, обеспечивающие положительные технические ре-
зультаты. Например, аппарат, рассмотренный в работе [3], предназначен для по-
вышения качества и эффективности разделения растворов, увеличения площади 
мембран в единице объема аппарата и улучшения охлаждения пермеата. Устрой-
ство, предложенное в работе [4], обеспечивает увеличение площади для очистки 
растворов и повышения качества их разделения при осуществлении охлаждения 
пермеата за счет изменения конструкции аппарата. Приведенные аппараты  
с представленными достоинствами их возможного применения не обладают 
принципом унификации. Имеющиеся в настоящее время аппараты подобного ти-
па, основанные на данных принципах разделения, в литературе встречаются редко 
или используются только как баромембранные. 

Аппарат, приведенный на рис. 1, 2, работает следующим образом. Раствор 
(см. рис. 2) под избыточным давлением подается через штуцер подачи исходного 
раствора 10, далее через сквозную проточку в центре крышки 39, под перфориро-
ванную трубку 14, разделенную на две секции одинакового объема по всей длине 
вертикальной перегородкой 43, прокачивается и через эллиптические проточки 33 
поступает в пространство, где расположена сетка-турбулизатор 20, по разные сто-
роны от которой находятся прианодные 49 и прикатодные 22 мембраны, обра-
зующие межмембранный канал. По всей длине канала циркулирует раствор, по-
ступающий по эллиптической малой щели 31 в полость внутренней трубки 27  
и далее отводится по внутреннему пространству штуцера для отвода ретентата 38. 

В этот же момент времени к дренажным сеткам, являющимся катодом 23  
и анодом 48, включением устройства для подвода электрического тока 24 через 
электрические провода 29, соединенные через герметизирующую заливку 46 
внешней отводной трубки 50, проходящие через коллекторы для отвода прианод-
ного 44 и прикатодного 45 пермеата, отверстия 41 в фиксирующей прокладке 40, 
затем между неперфорированной перегородкой 26, внешней 25 и внутренней 27 
трубками и полимерными перфорированными перегородками 28 через отверстия 
34 к аппарату подводится внешнее постоянное электрическое поле с заданной 
плотностью тока. 

Раствор, двигаясь, турбулизируется при помощи сетки-турбулизатора 20, ус-
тановленной в межмембранном канале около поверхности прианодных 49 и при-
катодных 22 мембран, в зависимости от схемы подключения дренажных сеток, 
являющихся анодом 48 и катодом 23. 

В межмембранном канале, растворенное в исходном растворе вещество дис-
социирует на анионы и катионы, которые под действием электрического тока  
и градиента давления проникают совместно с растворителем сквозь поры при-
анодных 49 и прикатодных 22 мембран и подложки мембран 21, попадая в про-
странство, где расположены дренажные сетки, являющиеся анодом 48 и катодом 
23 в зависимости от схемы подключения электродов «плюс» или «минус» соот-
ветственно.  
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Полученный таким образом прианодный и прикатодный пермеат самотеком 
отводится через отверстия 34 в полимерной перфорированной перегородке 28,  
на которую уложены концы дренажных сеток, попадая в коллекторы для отвода 
прианодного 44 и прикатодного 45 пермеата. Далее через отверстия 41 фикси-
рующей прокладки 40 по продолжающимся коллекторам для отвода прианодного 
44 и прикатодного 45 пермеата выводится через штуцера для отвода прианодного 
37 и прикатодного 36 пермеата в виде кислот и оснований соответственно.  

Одновременно с подачей исходного раствора, через штуцера для ввода 4  
и вывода 13 охлаждающей воды, расположенные от горизонтальной оси в сече-
нии под углами 2π  и 23π соответственно, а от торцевых поверхностей корпуса 
аппарата 1, глухой и разъемной, на расстоянии 95 мм от края, заполняется коллек-
тор для протекания  охлаждающей воды, образованный между корпусом  аппара-
та 1, изготовленным в виде цилиндрической обечайки, одна из торцевых поверх-
ностей которого глухая, непористой пленкой 19, имеющей насечки, углубленные  
в половину от ее толщины, составляющих по форме равносторонние треугольни-
ки из прямолинейных отрезков, внешних трубок 25, перфорированной трубки 14 
и крышки 39. Исходный раствор, протекая по всему межмембранному каналу, где 
расположена сетка-турбулизатор 20, очищается от катионов и анионов, попадая 
через эллиптические малые щели 31 в полость внутренней трубки 27 и штуцера 
38 для отвода ретентата. 

На разработанной конструкции электробаромембранного аппарата рулонно-
го типа без наложения электрического поля можно проводить баромембранные 
процессы, например гипер-, ультра-, нано-, микрофильтрации. 

Представленное конструктивное оформление нового аппарата может исполь-
зоваться, например, для модернизации схемы очистки сточных вод гальваниче-
ских производств от растворенных катионов и анионов неорганических веществ, 
содержащихся в сточных водах, прошедших предварительную процедуру очистки 
от механических и коллоидных загрязнений. 

 
 

  
 

Рис. 3. Зависимости коэффициента задержания мембраны МГА-95 
от рабочего давления при разделении водных растворов сульфатов олова (а), 

железа (б) и цинка (в): 
1 – сисх = 0,5 кг/м3; 2 – сисх = 1,0 кг/м3; 3 – сисх = 2,0 кг/м3 
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Показательный пример использования рулонного элемента, оснащенного 
мембраной МГА-95 для разделения сульфатсодержащих растворов при оценке 
производительности аппарата и задерживающей способности, представлен  
в работе [5]. Однако зависимости коэффициента задержания от рабочего давле-
ния, представленные на рис. 3, в [5] не рассмотрены. В качестве модельных рас-
творов с постоянной температурой Т = 295 К использовались водные растворы 
сульфатов олова, железа и цинка. 

Коэффициент задержания веществ мембраной рассчитывается по формуле  
 

,1 исхпер ccR −=                                                    (1) 

где перc , исхc  – концентрации растворенного вещества в пермеате и исходном 
растворе соответственно, кг/м3. 

Анализируя зависимости коэффициента задержания от рабочего давления 
(см. рис. 3), для данных растворов и мембраны, отмечается, что с ростом давления 
данный коэффициент увеличивается, так как происходит уплотнение структуры 
мембраны при возрастании избыточного давления над мембраной при одинако-
вых гидродинамических условиях протекания раствора над поверхностью мем-
бран. Расхождения в величинах коэффициентов задержания от градиента рабоче-
го давления для водных растворов сульфатов железа, олова и цинка могут быть 
связаны с различным видом взаимодействия растворителя и растворенного веще-
ства, растворителя и мембраны (различия в смачиваемости мембраны), раство-
ренного вещества и мембраны [5, 6]. 

В статье рассмотрена перспективная конструкция электробаромембранного 
аппарата рулонного типа и приведен ее принцип действия. Отмечено, что, при 
сравнении с ранними аналогами, данная конструкция универсальна и может при-
меняться при использовании стандартных по геометрическим характеристикам 
рулонных элементов. 
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of for Separation of Process Solutions 
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Abstract: The design of a roll-type electrobaromembrane apparatus is presented;  

it allows extraction of cations and anions of substances in streams of the cathode and 
anode permeate. On the basis of the design features of the roll-type 
electrobaromembrane device, it was found that the device can operate under the action 
of several driving forces (pressure drop before and after the membrane and the 
difference in electrical potentials). Using the conducted literary studies, it is noted that 
the developed device can be used in wastewater treatment of electroplating plants. 
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Verbesserung der Konstruktion und Forschung 
des Elektrobarmembranapparats der Roll-Typ Maschine 

für Trennung der technologischen Lösungen 
 

Zusammenfassung: Es ist die Konstruktion eines Elektrobarmembranapparats 
der Roll-Typ Maschine vorgestellt, die es ermöglicht, Kationen und Anionen von 
Substanzen in Strömen des Kathoden- und Anodenpermeats zu extrahieren. Auf der 
Grundlage der konstruktiven Merkmale des Elektrobarmembranapparats der Roll-Typ 
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Maschine wurde festgestellt, dass die Vorrichtung unter der Einwirkung mehrerer 
Antriebskräfte arbeiten kann (Druckabfall vor und nach der Membran und Differenz der 
elektrischen Potentiale). Aufgrund der durchgeführten Literaturstudien wurde 
festgestellt, dass das entwickelte Gerät in Abwasserbehandlungsschemata von 
galvanischen Produktionen verwendet werden kann. 

 
 

Perfectionnement de la construction et de l'étude de la machine  
de formage de rouleaux du type électrobaromembrane  

pour la séparation des systèmes technologiques 
 

Résumé: Est présentée la construction de l'appareil du type bobine électrique ce 
qui permet d'extraire les cations et les anions de substances dans les flux de perméat de 
pricatode et de prianode. A la base des caractéristiques de la conception de l'appareil à 
tambour électrique, il est établi que l'appareil peut fonctionner avec l'action de plusieurs 
forces motrices (différence de pression avant et après la membrane et différence de 
potentiel électrique). A la base de l'études des sources littéraires, est noté que le 
dispositif élaboré peut être utilisé dans les systèmes du traitement des eaux usées des 
productions galvaniques. 
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Аннотация: Рассмотрен вопрос перспективности применения роторно-
дисковых аппаратов в условиях твердофазной экстракции. Основным рассматри-
ваемым технологическим процессом является технология АЛЬБУС-1, направленная 
на переработку отходов нефтяной промышленности в светлые масла-наполнители 
для пластических полимерных материалов и ароматические – для каучуков. Одной 
из стадий разработанной технологии является экстракционная очистка сырья ком-
плексом на основе хлористого алюминия, направленная на получение светлых ма-
сел-наполнителей. Обоснован выбор роторно-дискового экстрактора для рассмат-
риваемого процесса разделения, с учетом особенностей исследуемой среды. Приве-
дены эмпирические и численные подходы к расчету и моделированию аппарата, 
применяемые в настоящее время. Поставлена задача на исследование – определение 
применимости расчетных методик, выбор наиболее адекватной модели процесса 
при дальнейшем исследовании. Дано описание лабораторных экстракторов, разра-
ботанных на основе предварительных расчетов. 
 

____________________________________ 
 
 

Развитие нефтеперерабатывающей и нефтехимической отраслей промыш-
ленности РФ является одним из приоритетных направлений отечественной науки. 
При этом наиболее экономически эффективным вариантом развития является ра-
циональное использование побочных продуктов и отходов. В связи с этим разра-
ботка инновационных методов переработки побочных продуктов нефтехимиче-
ских производств является актуальной задачей современной нефтепереработки  
и нефтехимии.  

В ФГБОУ ВО «Нижегородский государственный университет им. Н. И. Ло-
бачевского» разработана технология АЛЬБУС-1, направленная на переработку 
отходов нефтяной промышленности в светлые масла-наполнители для пластиче-
ских полимерных материалов и ароматические масла-наполнители для каучуков. 
В технологии использованы хорошо известные процессы жидкостной экстракции 
с привлечением уникальных технологических решений. 
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Аппараты с перфорированными тарелками и слоем насадки достаточно эф-
фективны в процессах жидкостной экстракции, однако, в условиях наличия твер-
дой фазы с сильно загрязненными компонентами возможно нарушение пропуск-
ной способности контактных элементов из-за возможности появления отложений.  

Наиболее приемлемым является оборудование с внутренними движущимися 
частями, в частности, пульсационные аппараты [2] с механическими и пневмати-
ческими пульсаторами, а также экстракторы роторно-дискового типа. Конструк-
ции и схемы управления пульсационных аппаратов довольно сложны, а примене-
ние в условиях жидкостей с высокой вязкостью может быть экономически неце-
лесообразно.  

Роторно-дисковые аппараты, напротив, достаточно просты по конструкции  
и в управлении (несмотря на наличие внутренних подшипников и уплотнитель-
ных узлов), а их элементы (ввиду движения) не склонны накапливать отложения. 
Малые затраты энергии являются также одним из преимуществ такого типа экс-
тракторов. Важной особенностью работы является возможность изменения часто-
ты вращения дисков, что позволяет корректировать время пребывания частиц 
твердой фазы, и, как следствие, оказывать влияние на качество процесса, что яв-
ляется важным, в условиях непрерывно изменяющихся характеристик потока. 
Схема данного аппарата [3] приведена на рис. 3.  

Аппарат работает следующим образом: легкая фракция, поднимаясь в верх-
нюю часть, контактирует с распределенной тяжелой фракцией (или наоборот – 
тяжелая фракция двигается сверху вниз в распределенной легкой). Тарелки 3 за-
ставляют фракционные потоки двигаться по сложной траектории. За счет враще-
ния дисков, жидкость отбрасывается к краям аппарата и начинает циркулировать 
в пристеночных зонах между кольцевыми тарелками 2. В связи с этим наиболее 
перспективным типом экстрактора для рассматриваемого процесса считается ро-
торно-дисковый аппарат. 

Использование известных моделей определения эффективности работы экс-
тракционных аппаратов, а также расчет по эмпирическим зависимостям, модели-
рование в прикладных программных пакетах не гарантирует получения достовер-
ных результатов при проектировании новой технологии, что часто приводит  
к несоответствию получаемых заказчиком составов рафината и экстракта по от-
ношению к расчетным.  

В связи этим практическое примене-
ние данного вида оборудования должно 
быть сопряжено с его пилотными испыта-
ниями, совместно с предварительным мо-
делированием. Это позволит выявить ре-
жимы и определить основные расходные 
характеристики экстрактора.  

Расчет аппарата состоит из двух эта-
пов: равновесный расчет процесса, в ре-
зультате которого определяют балансовые 
соотношения, требуемое время пребывания 
потоков в аппарате и расчет массо-
передачи, учитывающий особенности кон-
струкции аппарата, в котором протекает 
рассматриваемый процесс. 

Первый этап расчета предполагает все-
стороннее изучение процесса на уровне его 
химизма. Однако в условиях реального про-
изводства ключевым фактором при экстрак-
ции могут стать исключительно физические 
условия протекания процесса в аппарате.  

Рис. 3. Роторно-дисковый экстрактор: 
1, 5 – распределительные решетки,  
2, 3 – тарелки с кольцевым вырезом  

и вращающаяся соответственно; 4 – вал; 
I, III – легкая и II, IV – тяжелая фазы 

1
2

3
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5I 

II 
III 

IV 



ISSN 0136-5835. Вестник ТГТУ. 2018. Том 24. № 4. Transactions TSTU 645

Вертикальный колонный экстрактор с роторно-дисковыми перегородками 
имеет сложную структуру внутренних потоков. При экстрагировании в присутст-
вии дополнительной твердой фазы описание гидродинамики движения фаз значи-
тельно усложняется (два жидких потока, дополнительная твердая фаза). Для оп-
ределения скорости частиц в жидкости используют зависимости для определения 
скорости осаждения частиц в неподвижной жидкости. Однако с учетом противо-
точного обтекания другой жидкостью, в уравнения движения вводят поправку. 
Критерий Рейнольдса, выраженный через критерий Архимеда Ar, определяющий 
скорость осаждения (как следствие, время пребывания), определяют [4] 

 

5,0C
Ar61,018

ArRe
+

= .                                                  (1) 
 

Скорость, с учетом обтекания, определяют с учетом поправок 
 

ϕ′′ϕ′=∞ d
vV CCRe

,                                                     (2) 
 

где ϕ′  – коэффициент формы частицы; ϕ ′′  – коэффициент, учитывающий стес-
ненность движения; d – диметр частицы. 

Более сложный вариант зависимости, учитывающий закон сохранения им-
пульса, приведен в [5]:  

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛π+−−ξ=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛π

dt
duduuuud

dt
dud D

2
с

3
12122

213 ρ
6

ρ
8
πρ

6
+ 

.π
2
3ρ

12 п

12

2
212

с
3 Ftd

tt
td

du
td

du

vd
dt

du
dt

dud +′
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

′−
′

−
′+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

π
+ ∫                   (3) 

В случае наличия смесительных устройств расчет ведут по зависимости из [6] 
 

м

э
2
м

обт ξρ6
ρ

d
duu Δπ

= ,                                                 (4) 
 

где Δρ  – разница плотностей частиц и несущей фазы; мu  – скорость конца лопа-
сти перемешивающего устройства; ξ – коэффициент сопротивления. 

Однако точных решений, позволяющих рассчитать гидродинамику движения 
частиц в сложном двухкомпонентном потоке жидкостей (при противотоке),  
не найдено [4, 7].  

Рассматривая вышеуказанные методики расчета, можно сделать вывод о су-
щественных трудностях их применения в условиях встречного движения двух 
жидкостей, когда одна из них обогащена твердой фазой. Два потока, смешиваясь, 
создают поверхности контакта случайной формы. Кроме этого твердые частицы 
подвергаются встречному обтеканию. Все это приводит к неопределенности при 
описании гидродинамики движения фаз в системе. В связи с этим примем ряд 
допущений, позволяющих провести расчет.  

Технологически процесс предполагает взаимодействие двух жидкостей, дви-
гающихся со скоростями около 0,0005 м/с. В связи с этим скорость среды можно 
принять равной нулю, так как скорость осаждения частиц твердой фазы на порядок 
выше. Скорость осаждения частиц предлагается определять по формуле [8], приме-
няемой ранее только при расчете аппаратов для отстаивания:  

 

ф

75,4
ф

588,0
367Arε367
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k

k −+
= ,                                     (5) 

где фk  – коэффициент формы. 
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      а) 
 

б) 
 

Рис. 7. Фотографии лабораторных экстракторов 
с внутренним диаметром 45 (а) и 100 мм (б) 

 
Сконструированные аппараты позволят глубже рассмотреть проблематику 

экстракционной очистки светлых масел комплексом на основе хлористого алю-
миния, определить основные показатели качества работы установки. 

В результате экспериментального изучения распределения многофазного по-
тока в ячейке будет проведено сопоставление результатов пилотных исследова-
ний математического моделирования. Кроме этого можно определить возмож-
ность применения зависимости (5) при расчете данного типа оборудования,  
а также границы ее применимости и возможные поправки. 

 
Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ, договор 

02.G25.31.0165 от 01 декабря 2015 г. «Создание высокотехнологичного производ-
ства неканцерогенных масел-пластификаторов для шин, каучуков и пластиков  
на основе инновационной технологии глубокой переработки отходов нефтяной 
промышленности».  
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Abstract: The prospects of using the rotary-disk apparatus under conditions of 

solid-phase extraction are considered. The main technological process under consideration 
is the ALBUS-1 technology, which is aimed at processing oil industry wastes into light 
oil-fillers for plastic polymeric materials and aromatic oil-fillers for rubbers. One of the 
stages of the developed technology is the extraction purification of raw materials by a 
complex based on aluminum chloride, aimed at obtaining light-colored fillers. The choice 
of a rotary disk extractor for the considered separation process, taking into account the 
characteristics of the medium under study, is substantiated. The approaches to the 
calculation and modeling of the apparatus are empirical and numerical. The objectives of 
the study are to determine the applicability of the calculation methods and to select the 
most adequate model of the process for further research. Laboratory extractors developed 
on the basis of preliminary calculations are described. 
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Perspektiven der Anwendung der Dreh-und Scheibengeräte  
für heterogene Extraktionsprozesse  

in Erdölraffinerien und petrochemischen Betrieben 
 
Zusammenfassung: Es ist die Frage nach den Perspektiven des Einsatzes von 

Drehscheibengeräten unter Bedingungen der Festphasenextraktion betrachtet.  
Der wichtigste technologische Prozess, der in Betracht gezogen wird, ist die ALBUS-1 
Technologie, die auf die Verarbeitung der Abfälle aus der Ölindustrie zu hellen 
Ölfüllstoffen für plastische polymere Kunststoffe und aromatische Ölfüllstoffe für 
Kautschuke gezielt ist. Eine der Stufen der entwickelten Technologie ist die 
Extraktionsreinigung von Rohstoffen durch einen Komplex auf der Basis von 
Aluminiumchlorid, um hellfarbige Ölfüllstoffe zu erhalten. Die Wahl eines 
Rotationsscheiben-Extrakteurs für den betrachteten Trennungsprozess unter 
Berücksichtigung der Eigenschaften des untersuchten Mediums ist begründet. Die derzeit 
verwendeten Ansätze für die Berechnung und Modellierung der Vorrichtung werden 
angegeben: empirische und numerische. Die Aufgabe der Studie ist die Bestimmung der 
Anwendbarkeit von Berechnungsmethoden, die Auswahl des am besten geeigneten 
Prozessmodells für die weitere Forschung. Es sind die auf Basis von vorläufigen 
Berechnungen entwickelten Laborextraktoren beschrieben. 
 
 

Perspectives de l'utilisation des machines à disques rotatifs  
pour les procédés d'extraction hétérogènes  

dans les industries pétrochimiques et pétrolières 
 

Résumé: Est examinée la question de la perspective de l'utilisation des appareils à 
disques rotatifs dans des conditions d'extraction en phase solide. La technologie  
ALBUS-1, qui vise à recycler les déchets de l'industrie pétrolière dans des huiles légères 
pour les matières plastiques et les huiles aromatiques pour les caoutchoucs, est le principal 
procédé considéré. L'une des étapes de la technologie éllaborée est le traitement 
d'extraction des matières premières par un complexe à base de l’aluminium de chlorure 
visant à obtenir des huiles légères de chargement. Est justifié le choix de l'extracteur de 
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disque pour le processus de la séparation en question, en tenant compte des 
caractéristiques de l'environnement. Sont citées les approches pour le calcul et le modèle 
de l'appareil actuellement utilisé: empiriques et numériques. L'objectif de l'étude est de 
déterminer l'applicabilité des méthodes de calcul, de choisir le modèle de processus le plus 
approprié pour les études ultérieures. Sont décrits les extracteurs de laboratoire conçus à la 
base des calculs préliminaires. 
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Аннотация: Представлены результаты теоретических и экспериментальных 

исследований процесса энергосбережения и конструктивно-технологического со-
вершенствования оборудования при реализации механоактивации кремнеземистых 
материалов. Разработаны патентозащищенные конструкции помольных агрегатов, 
реализующих постадийное измельчение материалов с объемно-сдвиговым дефор-
мированием частиц. Представлены результаты опытно-промышленного освоения 
научно-технических разработок в реальных производственных условиях. 

 
_____________________________________ 

 
 

На современном этапе развития индустрии важное значение имеют иннова-
ционные технологии, использующие высокодисперсные материалы с повышен-
ной адгезионной способностью. Известно большое разнообразие технологий  
и технических средств для получения высокодисперсных продуктов. Однако,  
не смотря на высокий уровень развития современной техники, помольное обору-
дование имеет неиспользуемые резервы и нереализованный потенциал [1 – 5]. 

Особое место при этом занимает процесс тонкого измельчения кремнеземи-
стых материалов (кварцевого песка, кварцитопесчанника, кварцита, стеклобоя, 
боя электротехнического фарфора и спека кордиерита и др.), широко используе-
мых в химической, строительной, огнеупорной, электротехнической и других от-
раслях промышленности. 

Применяемые при этом различные помольные агрегаты: барабанные шаро-
вые мельницы (БШМ); среднеходные (валковые), вибрационные, струйные мель-
ницы характеризуются высокой металлоемкостью, низким КПД и повышенным 
расходом энергии (удельный расход 40…100 кВт·ч/т и более). 

Проведенный анализ современного уровня развития помольных систем  
и оборудования, а также многолетний опыт научно-технической деятельности  
в данной сфере свидетельствуют о целесообразности комплексного подхода при 
их совершенствовании и снижении энергозатрат, в первую очередь: 

– рациональной организации технологического процесса; 
– реализации постадийного измельчения материалов и селективного динами-

ческого воздействия на каждой стадии; 
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– учета кинетических закономерностей процесса помола – максимальной 
скорости измельчения на первой стадии и «затухающей» скорости измельчения  
на последующих стадиях с соответствующим при этом многократным ростом 
энергозатрат; 

– реализации раздавливающе-сдвигового (РСД) или объемно-сдвигового 
(ОСД) деформирования крупнозернистых частиц с обеспечением их микроде-
фектной структуры и интенсивного внутреннего рецикла шаро-материальной за-
грузки (для БШМ) как при открытом, так и замкнутом циклах помола; 

– разработки высокоэффективных конструкций энергосберегающего помоль-
ного оборудования для вышеуказанных процессов, реализующих объемно-сдви-
говое деформирование частиц материала в слое с соответствующим обеспечением 
«самофутеровки» рабочей поверхности агрегатов и снижении ее интенсивного 
износа, а также обеспечивающих повышенный энергообмен между мелющей за-
грузкой с измельчаемым материалом за счет использования внутримельничных 
энергообменных устройств и др.  

Указанные технологические процессы и научно-технические разработки це-
лесообразно реализовать также при подготовке исходных материалов для получе-
ния наноструктурированных композиционных смесей; при механоактивации 
кремнеземистых материалов и вяжущих, используемых при благоустройстве сре-
ды обитания и создании малых архитектурных форм в сфере научно-технического 
предпринимательства и бизнеса, а также для быстроразвивающихся 3D-техно-
логий в строительстве [6 – 9]. 

Целесообразность тонкого измельчения широко распространенных кремне-
земистых материалов, характеризующихся высокими прочностными характери-
стиками (например, для песка предел прочности при сжатии σ = 120 МПа, модуль 
упругости – Е = 7·103 МПа), предопределяет направление научных исследований 
по установлению наиболее эффективных помольных систем и возможных путей 
совершенствования энергосберегающих помольных агрегатов. Особое значение 
это имеет для быстроразвивающихся малотоннажных инновационных технологий 
в сфере научно-технического предпринимательства при выпуске конкурентоспо-
собной продукции. 

Известно, что кинетический закон изменения тонкости помола измельчаемо-
го материала описывается уравнением 

 

,
τ

dR kR
d

= −                                                            (1) 
 

где R – доля остатка на контрольном сите; k – константа скорости измельчения;  
τ – время протекания процесса. 

Согласно экспериментально установленным закономерностям [10], зависи-
мость содержания крупных фракций Rt от продолжительности измельчения t опи-
сывается уравнениями: 

 

0 exp
mKt

tR R=                                                        (2) 
или  

0( / )
0 exp

mt t
tR R −= ,                                                  (3) 

 

где R0 – содержание крупной фракции в измельченном продукте за соответст-
вующий период измельчения t; m, K, t0 – эмпирические параметры уравнения, ха-
рактеризующие характер зависимости.  

Экспоненциальный характер кинетики процесса помола материалов [11], 
описанный данными уравнениями, свидетельствует о переменных значениях ско-
рости измельчения (отношения средневзвешенного диаметра частиц материала  
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к данному времени его помола – константы скорости измельчения Kφi, то есть 
тангенса угла наклона φi касательной к кривой кинетики измельчения) на каждой 
стадии (рис. 1, а).  

Анализ кривых измельчения различных материалов в БШМ (см. рис. 1, а, 
кривая 1) показывает, что на первой стадии помола (I камера мельницы) констан-
та скорости Kφ1 имеет максимальное значение. При этом разрушение крупных час-
тиц происходит по местам дислокации дефектности структуры (трещинам, микро-
дефектам, порам и др.), число которых падает с уменьшением размера частиц.  

На второй стадии (рис. 1, б, камера II) сопротивление размолу повышается, 
соответственно, угол наклона φ2 уменьшается и Kφ2 < Kφ1, что определяется мик-
роструктурой частиц и сопровождается повышением энергозатрат.  

На третьей стадии (см. рис. 1, а, б) кривая измельчения асимптотически при-
ближается к горизонтали, что приводит к значительному снижению константы 
скорости измельчения – Kφ3 << Kφ2 < Kφ1 и существенному повышению энергоза-
трат. Последнее обусловлено рядом причин: самопроизвольным агрегированием 
тонкоизмельченных частиц из-за возрастания их аутогезионного взаимодействия, 
адгезионным взаимодействием с футеровкой и мелющими телами; диссипацией 
энергии из-за предшествующего фактора, проявления электростатического воз-
действия; отсутствием эффективной сегрегации полидисперсной смеси, соответ-
ственно, вывода из последней камеры высокодисперсных частиц и др. 

В этой связи весьма эффективным технологическим приемом реализации ис-
пользуемого потенциала является «вынесение» первой стадии измельчения из БШМ 
(см. рис. 1, б) в пресс-валковый измельчитель (ПВИ), реализующий РСД или ОСД 
частиц, что существенно снижает время измельчения на первой стадии до 30…40 с. 
Кроме того, в ПВИ обеспечивается микродефектная структура частиц, что снижа-
ет энергозатраты на последующих стадиях (рис. 1, в); оснащение I камеры БШМ 

 
б)

в)

 
 ε =

а) Δh 
H0 

P, МПа

1
2

 

 
Рис. 1. Кинетика процессов измельчения: 

а – графики зависимости параметров измельчения для различных способов помола; 
б – стадии измельчения в барабанной шаровой мельнице; 

в – энергосберегающий технологический комплекс «ПВИ – БШМ» 
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(при двухкамерном варианте) винтовыми энергообменными устройствами (ВЭУ) 
интенсифицирует процесс измельчения за счет разрушения «застойных зон» ме-
лющей загрузки, активизирует внутренний рецикл измельчаемых частиц с микро-
дефектной структурой, а также позволяет уменьшить на 15 – 20 % массу мелю-
щих тел и соответственно потребляемую мощность провода. 

При использовании на первой стадии ПВИ наблюдается резкий спад кривой 
кинетики измельчения (см. рис. 1, а, кривая 2) – возрастание константы скорости 
измельчения, что свидетельствует об эффективности использования раздавли-
вающе-сдвигового или объемно-сдвигового способа измельчения вместо энерго-
затратного ударного разрушения материала в первой камере БШМ. При дальней-
шем помоле предизмельченных частиц в БШМ (в двухкамерном варианте,  
см. рис. 1, в) время измельчения существенно сокращается.  

При реализации внешнего рециклинга измельченного материала (замкнутый 
цикл помола) процесс измельчения материала можно разложить на стадии  
(см. рис. 1, в):  

– последовательный ,А В В С→ → ; 
– обратный А В . 
Если принять за основу формулу (1), то уравнения скорости процессов запи-

шутся следующим образом: 

τ
А

А А
dR

k R
d

= − ; 
 

τ
В

В В
dR

k R
d

= − ,                                                      (4) 
 

где А – исходный материал; В – материал, измельченный до некоторой промежу-
точной крупности; С – конечный материал. 

Для механизма А В  кинетическое уравнение запишется следующим образом 
 

о п(1 )
τ
А

А А
dR

k R k R
d

= − − ,                                       (5) 
 

где оk  и пk  – константа скорости измельчения, соответственно, для обратного  
и последовательного процесса. 

Преобразуя условие равновесия 
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−                                                    (6) 

 

получим константу равновесия рk , равную отношению скорости прямого и об-

ратного процесса. 
Интегрируя уравнение в пределах 0 … τ  и R0 … R, имеем 
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Величины констант скорости измельчения могут быть получены по следую-
щим формулам: 

– для процесса А В   
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– для процесса А → В, В → С  
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Численные значения констант могут служить комплексным критерием ха-

рактера протекания процесса измельчения. Их зависимость от основных парамет-
ров ведения процесса позволит определить их оптимальные значения. 

Вышеуказанный подход в организации технологического процесса измель-
чения по отдельным стадиям с реализацией внешнего рецикла позволяет опреде-
лить наиболее рациональные условия измельчения материалов в широком диапа-
зоне изменения их дисперсности. 

Проведенные экспериментальные исследования процесса раздавливающе-
сдвигового деформирования кремнеземистых частиц полифракционного состава  
в пресс-матрице с горизонтальной (α = 0°) и скошенной (α = 30°) рабочей поверх-
ностью прессующего пунсона показали, что энергоемкость процесса измельчения 
зависит от ряда факторов: размера, формы, фракционного состава, прочности, 
расположения зерен в слое, механизма РСД, величины и кратности силового воз-
действия и др. 

Наиболее эффективно процесс измельчения происходит при давлениях прес-
сования Р = 150…260 МПа, кратности приложения силовой нагрузки до 3-4 раз  
и наличии сдвигового деформирования при значениях угла скоса пуансона α ≤ 30°. 

При реализации РСД частиц наблюдается пространственная переориентация 
частиц в процессе их деформации и повышается эффективность разрушения слоя 
материала при сдвиговом деформировании (наличие касательных напряжений).  

Проведенные аналитические исследования процесса разрушения мелкозер-
нистых частиц в слое (рис. 2) позволили получить уравнение для определения 
давления измельчения при однократном применении силовой нагрузки 
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Рис. 2. Схема силового взаимодействия частиц материала 
при реализации их раздавливающе-сдвигового деформирования 
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где сжσ  – предел прочности частиц на сжатие, МПа; кψ  – угол нормального 
контактного взаимодействия частиц, 2,1...1,1tg к =ψ ; if  – коэффициент внутрен-

него трения частиц; сцϑ  – удельное сопротивление частиц при их сдвиговом 
деформировании, МПа; кα  – относительная величина проекций суммарной кон-
тактной поверхности частиц при номинальном давлении; пα  – угол скоса прес- 
сующего пуансона, град; ξ  – коэффициент бокового распора, отношение боково-
го усилия q к нормальному Р, Pq /=ξ ; 0f  – коэффициент внешнего трения мате-
риала; измH  – толщина измельчаемого слоя, м; τK  – коэффициент деформации 
частиц; D  – диаметр пресс-матрицы, м. 

Значения параметров сцϑ  и τK , определяем по формулам: 
 

сжраст

сж
прсц /3 σσ

σ
=ϑ v ,                                             (12)  

 

где прv  – коэффициент пропорциональности, прv < 1 (для хрупких материалов); 

растσ  – предел прочности частиц на растяжение, МПа; 
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где 0ср.взвd , 
иср.взвd  – средневзвешенный диаметр частиц в исходном и измель-

ченном состоянии, соответственно, м. 
Учитывая, что на разрушение предварительно измельченных частиц с мик-

родефектной структурой требуется значительно меньше давление Рпр.изм по срав-
нению с давлением для исходных частиц Р0, то при повторном возврате предвари-
тельно измельченного материала в исходный материал (реализации повторного 
силового воздействия) требуется необходимое давление 
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где свK  – коэффициент силового воздействия, зависящий от кратности измельче-
ния, 0,1...5,0св =K ; сжсвсж' σ=σ K  – предел прочности частиц на сжатие при по-
вторном силовом воздействии, МПа. 

В качестве примера сделаем расчет необходимого давления измельчения для 
кварцевого песка. 

Исходные данные для расчета: сжσ = 120 МПа; if = 0,7; кtgψ = 1,2;  
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Используя выражение (14), получим 
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Рассчитаем необходимое давление измельчения кварцевого песка при мно-
гократном приложении нагрузки: 
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Сравнивая значения 0P  и Р′ , видно, что необходимое давление измельчения 
при многократном измельчении меньше, чем для однократного измельчения  
(на 14,5 %). 

Экспериментальные исследования показали, что эффективность процесса 
повторного приложения силовой нагрузки существенно возрастает при дезагло-
мерации спрессованного предварительно измельченного материала – переориен-
тации в пространстве частиц с микродефектной структурой. 

Результаты проведенных теоретических и экспериментальных исследований, 
реализованных в патентозащищенных конструкциях ПВИ с коническими валка-
ми, обеспечивающем объемно-сдвиговое деформирование частиц (рис. 3),  
и БШМ, оснащенной ВЭУ в виде двухзаходных винтовых лопастей, изготовлен-
ных из прутковой стали диаметром Dпр = 90·10–3 м (рис. 4) [11], показали, что: 

– производительность мельницы с ВЭУ при тонком измельчении кремнезе-
мистых материалов повышается с Q = 9,8 т/ч до Q' = 12,2 т/ч (на 25,3 %), масса 
мелющих тел уменьшается с G∑ = 32 т до G∑' = 28 т (на 12,5 %), что обеспечивает 
снижение потребляемой мощности привода с Nпотр = 429⋅103 Вт до N'потр = 415⋅103 Вт 
и соответственно удельного расхода электроэнергии с q = 43,8 кВт⋅ч/т  
до q' = 34,0 кВт⋅ч/т (на 22,3 %); 

 

а) б) 
Рис. 3. Пресс-валковый измельчитель с коническими валками  
со снятыми защитными элементами и бункером (а) и в сборе (б). 

Технические характеристики ПВИ: 
∅ 0,7×0,3 м – геометрические размеры валков; δ – зазор между валками, δ = (3…8)⋅10–3 м; 
V – окружная скорость вращения валков, V = 0,2…0,5 м/с; N – установочная мощность при-
вода, N = (2 ⋅ 15) ⋅ 103 Вт; Q – производительность, Qmin – Qmax = 2…6 т/ч; Р – максимальное 
усилие противодавления, Р = 70 ⋅ 104 Н 
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Рис. 4. Барабанная шаровая мельница с внутренними  
энергообменными устройствами ∅2×10,5 м. 

Технические характеристики БШМ: 
l – длина прутков секции, l = 1,96⋅10–3 м; Dпр – диаметр прутков, Dпр = 90 ⋅ 10–3 м; α– угол 
подъема винтовой линии, α = 24,5°; L1 – расстояние между ВЭУ по оси мельницы,  
L1 = 3,5 м; lВЭУ – длина каждой из ВЭУ, lВЭУ = 0,7м  
 

– использование помольного комплекса: «ПВИ, работающем в замкнутом 
цикле помола, – БМ с ВЭУ» в технологической линии помола стекольной шихты 
при производстве пеностекла позволило уменьшить время помола в барабанной 
мельнице с 4,6 ч до 3,1 ч и снизить удельный расход электроэнергии в барабанной 
мельнице с qБМ = 119,9 кВт⋅ч/т до qПВИ–БМ–ВЭУ = 87,2 кВт⋅ч/т (на 27,2 %); 

Использование постадийного процесса диспергирования материалов с реали-
зацией объемно-сдвигового деформирования частиц в пресс-валковом измельчи-
теле позволяет не только рационально организовать технологический процесс 
измельчения (сократить время помола при замене длительного ударного воздей-
ствия мелющей загрузки в первой камере БШМ на высокоскоростное силовое 
воздействие в течение 30…40 с в ПВИ); снизить металлоемкость помольного 
оборудования – использовать двухкамерный вариант БШМ вместо трехкамерного; 
интенсифицировать процесс измельчения в БШМ за счет использования внутри-
мельничных энергообменных устройств, а также снизить энергозатраты при тонком 
помоле предварительно измельченных частиц с микродефектной структурой. 

Рассмотренная помольная система «ПВИ – БШМ с ВЭУ» снижает на 30 – 40 % 
удельный расход энергии и повышает на 20 – 30 % производительность техноло-
гического комплекса, что является существенным фактором при механоактивации 
природных и техногенных материалов с различными физико-механическими  
характеристиками для развития инновационных технологий. 
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Abstract: The paper presents the results of theoretical and experimental studies of 

the process of energy-saving and design and process improvement of equipment during 
the implementation of the mechanical activation of silica materials. Patent-protected 
designs of grinding aggregates, which implement stepwise grinding of materials with 
volume-shear deformation of particles, are developed. The results of the pilot industrial 
development of scientific and technical solutions in real production conditions are 
presented. 
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Theorie und Praxis der mechanischen Aktivierung von Materialien 
bei Volumenscherdeformation von Partikeln 

 
Zusammenfassung: Die Ergebnisse theoretischer und experimenteller 

Untersuchungen des Energieeinsparungsprozesses und der konstruktiven und 
technologischen Verbesserung der Ausrüstung bei der Implementierung der mechanischen 
Aktivierung von Silizium-Materialien sind vorgestellt. Es sind patentgeschützte 
Konstruktionen von Schleifaggregaten entwickelt, die ein schrittweises Schleifen von 
Materialien mit Volumenscherdeformation von Partikeln durchführen. Die Ergebnisse der 
industriellen Pilotentwicklung wissenschaftlicher und technischer Entwicklungen in realen 
Produktionsbedingungen sind vorgestellt. 
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Théorie et pratique de la mécano-activation des matériaux  
lors de la déformation volumétrique des particules 

 
Résumé: Sont présentés les résultats des études théoriques et expérimentales du 

processus d'économie d'énergie et duperfectionnement de la conception et de la 
technologie de l'équipement lors de la mise en œuvre de la mécanique des matériaux de 
silice. Sont élaboréesles structures brevetées des unités de broyage réalisant le broyage 
post-étape des matériaux avec la déformation volumétrique des particules. Sont présentés 
les résultats de laréalisatiion scientifique et technique dans les conditions réelles de la 
production. 
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Аннотация: Дано описание влияние серы и серосодержащих примесей  

на формирование качественных характеристик нефтепродуктов. Представлена 
краткая сравнительная характеристика различных способов десульфуризации 
нефти и нефтепродуктов. Предложен альтернативный метод обессеривания, в ос-
нове которого лежит процесс адсорбции, где в качестве сорбента используется 
многокомпонентная контактная масса. Предложены состав и структура много-
компонентной контактной массы: пористый носитель (получаемый путем формо-
вания и спекания трехкомпонентной смеси песка, земли и глины), катализатор 
(металлы никель, кобальт, медь, железо, вольфрам) и активатор (хлорид натрия). 
Представлены результаты экспериментальных исследований процесса десульфу-
ризации адсорбционным способом в присутствии твердых катализаторов.  
 
 

____________________________________ 
 

Введение 
 

Нефть представляет собой сложную углеводородную смесь с примесями азо-
тистых, кислородных и сернистых соединений, а также незначительного количе-
ства (менее 1 %) металлов. При этом наиболее распространенными нефтяными 
примесями являются сера и серосодержащие соединения, присутствующие как в 
исходной сырой нефти, так и конечных нефтепродуктах. Количество подобных 
примесей регламентировано государственными стандартами [1]. 

Содержание в сырой нефти серы и ее производных колеблется в широком 
диапазоне и определяется месторождением нефти: например, нефть с бакинских 
месторождений содержит сотые доли процента этого химического элемента; 
нефть с уральских и поволжских месторождений может содержать до 6 %; нефть 
американского месторождения Пойнт – до 14 % серосодержащих примесей [2]. 

Сернистые химические соединения по нефтяным фракциям распределены 
неравномерно. Обычно их концентрация возрастает с увеличением значения тем-
пературы кипения. В отличие от прочих примесей, содержащихся, как правило,  
в тяжелых смолисто- асфальтовых остатках нефтепереработки, сера в заметных 
количествах содержится и в дистиллятных нефтяных фракциях. 

Наличие серосодержащих примесей в моторных видах топлива крайне отри-
цательно влияет на их эксплуатационные качества и вызывает следующие нега-
тивные последствия: 
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– существенное ухудшение детонационной стойкости; 
– увеличение смолообразования; 
– ухудшение диспергируемости с присадками, повышающими октановое 

число;  
– снижение уровня стабильности; 
– повышение образования нагаров; 
– увеличение скорости процесса коррозии, приводящей к износу двигателя; 
– значительное уменьшение активности каталитических нейтрализаторов, 

увеличение скорости отравления катализаторов и, как следствие, сокращение 
сроков эксплуатации; 

– увеличение уровня токсичности выхлопных газов.  
Поскольку при очистке нефти и продуктов ее переработки образуется боль-

шое количество выделенной серы, встает вопрос о ее практическом применении. 
В настоящее время наиболее перспективно выглядят следующие области исполь-
зования нефтяной серы [3]: 

– строительная сфера (связующие компоненты строительных смесей и гидро-
фобизаторы); 

– сельское и лесное хозяйство (акарициды и фунгициды); 
– нефтяная промышленность (противоизносные и противозадирные 

присадки к маслам); 
– химическая область (герметики, добавки к полимерным композитам, 

эмульсолы и т.п.) 
Преимущественно сера и ее соединения в нефти-сырце и в нефтепродуктах 

присутствуют в следующих формах [4]: элементарная сера, сероводород, меркап-
тановые соединения, сульфиды, дисульфиды, тиофен и его гомологи, сернистые 
высокомолекулярные соединения, сложные соединения серы с азотом, кислоро-
дом и другими химическими элементами. Сернистые соединения в различных 
видах нефти могут превышать значение 10 %, хотя обычно данный показатель  
не превышает 6 %. Сернистые соединения и элементарная сера присутствуют  
в углеводородном сырье в растворенном состоянии. При этом доля меркаптано-
вых соединений в общем количестве серы и ее производных составляет порядка 
15 %. Меркаптаны в основном сосредоточены в бензиновых нефтяных фракциях. 
Также для бензиновых, керосиновых и лигроиновых дистиллятов характерно на-
личие сульфидов. Дисульфиды в основном концентрируются в керосино-
газойлевых фракциях. 

Все перечисленные сернистые соединения присутствуют в нефти-сырце,  
а в процессе термического переработки попадают в состав ароматических углево-
дородов гетероциклического строения. 

Меркаптановые соединения относятся к одним из самых нежелательных 
примесей конечных нефтепродуктов, поскольку обладают высокой коррозионной 
активностью, вызывают смолообразование в бензинах, полученных методом кре-
кинга, а также обладают крайне неприятным запахом. Согласно государственным 
стандартам содержание меркаптановых сернистых соединений в дизельных видах 
топлива не должно превышать значение 0,01, а в реактивных топливах – не боль-
ше 0,005 %. Такие соединения как сульфиды и дисульфиды можно отнести к ней-
тральным по своим химическим свойствам, поэтому их доля в общем объеме сер-
нистых соединений, остающихся в бензиновых, керосиновых и дизельных видах 
моторного топлива, варьируется в диапазоне 50 – 80 %. 

Самыми стабильными из всех химических соединений неуглеводородной 
группы, входящими в состав нефтепродуктов являются тиофены. В реактивном 
топливе их содержание может достигать 0,08 %, при этом никак не влияя на тер-
мическую стабильность данного топлива. 
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Выводы 
 
Анализ полученных результатов по экспериментальному исследованию про-

цесса десульфуризации адсорбционным способом в присутствии твердых катали-
заторов позволяет сделать следующие выводы: 

1) подтверждена эффективность способа удаления серы и серосодержащих 
примесей из нефти при использовании в качестве сорбентов многокомпонентной 
контактной массы (удаляется до 67 % примесей); 

2) предложены состав и структура многокомпонентной контактной массы: 
пористый носитель (получаемый путем формования и спекания трехкомпонент-
ной смеси песка, земли и глины), катализатор (металлы никель, кобальт, медь, 
железо, вольфрам) и активатор (хлорид натрия); 

3) подтверждена высокая селективность сорбента в отношении серы и серо-
содержащих примесей; 

4) полученная контактная масса в форме гранул шарообразной формы с эк-
вивалентным диаметром 3…5 мм характеризуется развитой активной поверхно-
стью, термостойкостью и механической прочностью; 

5) слой из контактной массы создает незначительное гидравлическое сопро-
тивление при его прохождении нефтью. 
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Abstract: The effect of sulfur and sulfur-containing impurities on the formation 
of the qualitative characteristics of petroleum products is described. A brief comparative 
description of various methods for desulphurisation of petroleum and petroleum 
products is given. An alternative method of desulfurization is proposed; it is based on 
the adsorption process, where a multi-component contact mass is used as sorbents. The 
composition and structure of a multicomponent contact mass are proposed: a porous 
carrier (obtained by molding and sintering a three-component mixture of sand, earth and 
clay), a catalyst (metals nickel, cobalt, copper, iron, tungsten) and an activator (sodium 
chloride). The results of experimental studies of the desulfurization process by the 
adsorption method in the presence of solid catalysts are presented. The proposed 
method of desulphurization makes it possible to remove from oil and oil products up to 
67% of sulfur and sulfur-containing impurities. 
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Entwicklung von Verbundabsorbern für den Prozess 
der Adsorptionsentschwefelung von Öl und seinen Raffinationsprodukten 

 
Zusammenfassung: Es sind die Auswirkungen von Schwefel und 

schwefelhaltigen Verunreinigungen auf die Bildung der qualitativen Eigenschaften von 
Erdölerzeugnissen beschrieben. Eine kurze vergleichende Charakteristik verschiedener 
Verfahren zur Entschwefelung von Erdöl und Erdölprodukten ist gegeben. Es ist ein 
alternatives Entschwefelungsverfahren vorgeschlagen, das auf dem 
Adsorptionsverfahren basiert, bei dem eine Mehrkomponenten-Kontaktmasse als 
Sorptionsmittel verwendet wird. Es sind die Zusammensetzung und Struktur einer 
Mehrkomponenten-Kontaktmasse vorgeschlagen: ein poröser Träger (der durch Formen 
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und Sintern einer Dreikomponentenmischung aus Sand, Erde und Ton erhalten wird), 
ein Katalysator (Metalle Nickel, Kobalt, Kupfer, Eisen, Wolfram) und ein Aktivator 
(Natriumchlorid). Die Ergebnisse experimenteller Untersuchungen des 
Entschwefelungsverfahrens nach dem Adsorptionsverfahren in Gegenwart fester 
Katalysatoren sind vorgestellt. Das vorgeschlagene Entschwefelungsverfahren 
ermöglicht die Entfernung aus Öl und Ölprodukten bis zu 67 % Schwefel und 
schwefelhaltigen Verunreinigungen. 
 
 

Développement d'absorbeurs composites pour le processus d'adsorption  
du pétrole de désulfuration et des produits de son traitement 

 
Resume: Est décrit l'effet du soufre et des impuretes contenant du soufre sur la 

formation des caractéristiques qualitatives des produits pétroliers. Est donnée une breve 
description comparative de différentes méthodes de la désulfuration du pétrole et des 
produits pétroliers. Est proposée une méthode alternative de la désulfuration basée sur le 
processus de l'adsorption, ou la masse de contact multicomposante est utilisée comme 
sorbant. Sont proposées la composition et la structure de la masse de contact des multi-
composants: un support poreux (obtenu par moulage et spécification d'un mélange à 
trois composants – sable, terre et argile), un catalyseur (métaux – nikel, cobalt, cuivre, 
fer, tungstène) et un activateur (chlorure de sodium). Sont présentés les resultats des 
études expérimentales du processus de la désulfuration par la méthode de l'adsorption 
en présence des catalyseurs solides. La méthode proposée de désulfuration permet de 
retirer du pétrole et des produits pétroliers jusqu'à 67 % du soufre et des impuretés 
contenant du soufre. 
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точки Лебега; оценки уклонений. 
 
Аннотация: Рассмотрен однопараметрический класс обобщенных точек 

Лебега. Для каждой суммируемой π2 -периодической функции эти точки распо-
ложены почти всюду. Введены средние рядов Фурье, порождаемые линейными 
полунепрерывными методами суммирования. В случае квазивыпуклых сумми-
рующих последовательностей установлена сходимость средних в каждой обоб-
щенной точки Лебега. Предложены оценки уклонений средних от порождающей 
их функции. Получены приложения к экспоненциальным методам суммирования. 
В качестве следствий доказана суммируемость почти всюду рядов Фурье метода-
ми Чезаро и Пуассона–Абеля. Указаны мультипликаторы сходимости. Предложе-
ны направления распространения результатов на случай кратных рядов Фурье. 

 
_____________________________________ 

 
 

1. Постановка задачи 
 
Пусть )(QL  – класс произвольных 2 π -периодических суммируемых  

на ],[ ππ−  функций )(xf , 

,)exp()(
2
1)( ∫

π

π−

−
π

= dtikttffck     ...,2,1,0 ±±=k               (1.1) 

 

– коэффициенты Фурье любой такой функции f  и 
 

=],[ xfs ∑
∞

−∞=k
k ikxfc )exp()(                                         (1.2) 

– ее ряд Фурье. 
В различных вопросах анализа возникает задача об исследовании поведения 

при 0+→h  семейств линейных средних ряда (1.2) 
 

∑
∞

−∞=
λ=λ=

k
kkh ikxfchhxfUfU )exp()()(),;,()( || ,                     (1.3) 
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где  
}1)(;...,1,0,0);({ 0 =λ=>λ=Λ hkhhk  –                             (1.4) 

 

бесконечная, вообще говоря, произвольная последовательность, определяемая 
значениями параметра 0>h . В случае когда h  – дискретный параметр, близкие 
задачи (а именно, суммируемость рядов Фурье в точках Лебега и равномерно на 
промежутке непрерывности функции )f  изучали авторы работ [1 – 3] и др. 

В работах [4, 5] установлены максимальные оценки средних (1.4) и сумми-
руемость ряда (1.2) квазивыпуклыми методами (1.4) в точках Лебега произволь-
ной ).(QLf ∈  В настоящей статье изучается суммируемость ряда (1.2) в точках, 
введенных в работе [6], и обладающих рядом интересных свойств. Получены так-
же оценки уклонения средних от порождающей их функции ).(QLf ∈  
 

2. Квазивыпуклые методы суммирования 
 
Последовательность (1.4) называется выпуклой (вогнутой), если 

)0(0)( 222 <Δ>λΔ=Δ kkk h , где ),()(, 11
2 hh kkkkkkk ++ λ−λ=λΔ=ΔΔ−Δ=Δ

...,1,0=k  

Последовательность (1.4) кусочно-выпукла, если 2
kΔ  меняет свой знак ко-

нечное число раз, ...,1,0=k  
Как показано в [4], выпуклые (вогнутые) и кусочно-выпуклые последова-

тельности являются частными случаями последовательностей квазивыпуклых, то 
есть таких, для которых сумма 

 

∑ +λ=λ |)(|max),( hh k
k

|)(|)1(
0

2∑
∞

=
λΔ+

k
k hk                          (2.1) 

 

равномерно по h ограничена. 
Лемма 2.1. При всех ...,1,0=N  имеют место следующие соотношения [7]: 
 

∑
=

λΔ
N

k
k h

0
|)(| ≤ +λ

=
|)(|max

,...1,0
hkk

∑
=

λΔ+
N

k
k hk

0

2 |)(|)1( ;               (2.2) 

 

∑
∞

=
λΔ=λ

Ns
kN hh )()( ;                                               (2.3) 

 

|)(|)1(|)(|)1( 2∑
∞

=
λΔ+≤λΔ+

Nk
kN hkhN .                                (2.4) 

 

В частности, из (2.2) и условия квазивыпуклости следует, что ряд  
 

∑
∞

=
λΔ

0
|)(|

k
k h  

 

сходится при всех 0>h , так что, согласно (2.3), 
 

0)(lim =λ
∞→

hN
N

    ( 0>h ). 
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3. Точки Лебега 
 

«Классические» точки Лебега функции определяются как точки х, в каждой 
из которых имеет место соотношение  

 

0),(|)()(| +→ηη=−+∫
η

η−

odtxftxf . 

Очевидно, что всякая точка х непрерывности функции )(хf  является ее точ-
кой Лебега. Заметим, что точки Лебега функций )(QLf ∈  расположены почти 
всюду [8, т. 1, с. 111]. Как известно, в каждой из них ряд Фурье (1.2) суммируем 
методами Чезаро, Пуассона–Абеля и др. Если указанные факты положить в осно-
ву определения обобщенных точек Лебега, то (как станет ясно из дальнейшего 
рассмотрения), имеет смысл рассматривать точки, в которых «усредненное укло-
нение» функции 

=γη ),;,( xfRk ...,2,1,|)()(|
)(2

sup
/2

/2)2(log,...;1,0 2

=−+
η ∫

−γπ<=
kdtxftxf

j
k k

k
j

kjj

j

j

(3.1) 

 

бесконечно мало, если ∞→k , а выбор семейства функций γη  осуществлен не-

которым специальным образом, например 0,2)( >γ=η γ
γ

jj  [6]. 
Работа [6] относится к случаю функций нескольких переменных. Для функ-

ций одной переменной обобщением одного из основных результатов [6] является 
следующее утверждение. 

Лемма 3.1. Пусть }{ γη  – семейство положительных функций )(τη=η γγ , 

определяемых значениями параметра 0>γ  и возрастающих по аргументам 0≥τ  
и γ . Пусть при этом 1)0( =ηγ  и ряд 

 

∑
∞

= γη0 )(
1

j j
                                                         (3.2) 

 

сходится. Тогда соотношение 
0),;,(lim =γη

∞→
xfRk

k
                                               (3.3) 

 

имеет место почти всюду в Q  для всякой )(QLf ∈ . 
Доказательство аналогично [6], поскольку оно опирается на свойства возрас-

тания функции )0(2)( >τ=τη γτ
γ  по переменной γ и сходимость ряда вида (3.2), 

но эти же свойства постулируются в общем случае функций )(τη=η γγ . 
 

4. Оценки интегралов, содержащих ядра Дирихле и Фейера 
 
Введем в рассмотрение так называемые ядра Дирихле и Фейера [8, т. 1,  

с. 86, 148] 

∑
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+
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kk
tk

tk

tD
k

tF
0 2

2

2
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2
1sin

)(
1

1)(    (4.1) 

соответственно; полагаем 0)()( 11 ≡= −− tFtD . 
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Лемма 4.1. Для любой функции γη , удовлетворяющей условиям леммы 3.1, 
имеет место оценка 

 

( ) ×+π+πη≤−+ γ

π

π−
∫ )1(2log)1(2log|)(||)()(| 22 kkCdttDxftxf k  

 

...,1,0),,;,(1 =γη× + kxfRk                                             (4.2) 
 

При дополнительном условии сходимости ряда 
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=
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0 2

)(

j
j
j

                                                          (4.3) 

 

справедливо также соотношение 
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Здесь и в дальнейшем через С обозначены постоянные, вообще говоря, раз-
личные и зависящие только от явно указанных индексов. 

Доказательство. Воспользуемся неравенствами, очевидным образом выте-
кающими из (4.1): 
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|)(| tDk ,||0,
||

1
π≤<≤ t

t
C     ...,1,0=k ;                                 (4.6) 

 

)(tFk ,
)1(

1
2tk

C
+

≤  π≤< ||0 t , ...,1,0=k ,                                (4.7) 
 

и при каждом ...,1,0=k  выберем натуральное S такое, что 
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Установим (4.2). Согласно (4.5), (4.6) и (3.1), будем иметь 
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Оценка (4.2) доказана. 
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Докажем (4.4). В силу (4.5) и (4.7) получаем  
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Лемма доказана. 
В качестве примеров функций γη , удовлетворяющих условиям сходимости 

рядов (3.2), (4.3), укажем следующие: 
 

γτ
γ =τη 2)( , 10,0 <γ<≥τ ;                                       (4.8) 

 

0,0,)1()( 1 >γ≥τ+τ=τη +γ
γ ;                                    (4.9) 

 

0,0),2(log)2()(
1

2 >γ≥τ+τ+τ=τη
+γ

γ .                         (4.10) 

 
5. Оценки уклонения 

 

Лемма 5.1. Пусть семейство функций )( jγγ η=η , ,0>γ  таково, что ряды 

(3.2) и (4.3) являются сходящимися. Тогда при всех 0>h в каждой точке х имеет 
место оценка 

(( ×λ≤−λ γη
−=
∑ |)(|)()exp()()( ,|| hCxfikxfch N

N

Nk
kk  

 

( ) +γη+π+πη× +γ ),;,()1(2log)1(2log 122 xfRNN N  
 

),;,(|)(|)1(),;,(|)(| 1

2

0

2 γηλΔ++γηλΔ+ +

−

=
∑ xfRhkxfRhN k

N

k
NN ),  ...,1,0=N  (5.1) 

 

Доказательство. Используя интегральную форму комплексных коэффици-
ентов Фурье (1.1), получим с помощью преобразования Абеля [8, т. 1, с. 15] 

 

∑
−=

=−λ
N

Nk
kk xfikxfch )()exp()()(||  

∫ ∑
π

π− =
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−λ+−

π
= dttxkhxftf

N

k
k

1
)(cos)(

2
1))()((1  
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( )

( ) ( )∫ ∑

∫ ∑
π

π−
−

=

π

π− =

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−λ+−+

π
=

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
λ+−+

π
=

dttDtDhxftxf

dtkthxftxf

kk

N

k
k

N

k
k

)()()(
2
1)()(1

cos)(
2
1)()(1

1
1

1  

 

π
=

1 )(λ hN ∫
π

π−

( ))()( xftxf −+ dttDN )( +
π
1
∫
π

π−

( )×−+ )()( xftxf  
 

)(
0

)(
1

tD
k

h k

N

k∑
−

=
λΔ× dt . 

 

Применив очевидное соотношение  
 

)(tDk ...,1,0),()()1( 1 =−+= − ktkFtFk kk  
 

и (повторно) преобразование Абеля, получаем 
 

∑
−=

=−λ
N

Nk
kk xfikxfch )()exp()()(||

 
 

π
=

1 )(hNλ ( )∫
π

π−

−+ )()( xftxf dttDN )( +
π
1 )(hN NλΔ ( )×−+∫

π

π−

)()( xftxf  

 

dttFN )(1−× +
π
1 ∑

−

=
λΔ+

2

0

2 )()1(
N

k
k hk ( )∫

π

π−

−+ )()( xftxf dttFk )( .            (5.2) 

 

Из равенства (5.2), в силу оценок (4.2) и (4.4), будет следовать утверждение 
(5.1), и лемма доказана. 

Теорема 5.1. Пусть семейство функций )(τη=η γγ , 0>γ , таково, что ряды 

(3.2) и (4.3) являются сходящимися. Пусть также последовательность (1.4) квази-
выпукла, 0>h  и  

 

|)({|sup
,...1,0

hN
N

λ
=

( ) ∞<+π+πη )}1(2log)1(2log 22γ NN .          (5.3) 

 

Тогда ряд (1.3) сходится при всех 0>h в каждой точке х, в которой имеет 
место соотношение (3.3), и при этом справедлива оценка 

 

γη

∞

−∞=
≤−λ∑ ,|| )()exp()()( Cxfikxfch

k
kk ∑

∞

=
λΔ+

0

2 |)(|)1(
k

k hk ),;,(1 γη+ xfRk .    (5.4) 

 
Замечание. Сумма ряда в правой части (5.4) конечна в каждой точке х, в ко-

торой справедливо (3.3). Действительно, в силу (3.3), последовательность 
)},;,({ γηxfRk  равномерно (по k ) ограничена, и остается (см. (2.1)) воспользо-

ваться квазивыпуклостью (1.4). 
Доказательство. Установим сходимость ряда (1.3) в вышеуказанных точках х. 

Рассмотрим представление (5.2). Первое слагаемое в его правой части стремится  
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к нулю при ∞→N  в силу (4.2), (5.3) и (3.3). То же самое, согласно (3.3), верно  
и для второго слагаемого. Действительно, имеет место неравенство (4.4), а мно-
жители |)(|)1( hN NλΔ+  будут равномерно (по N ) ограниченными, если принять 
во внимание оценку (2.4) и квазивыпуклость (1.4). Наконец, абсолютная сходи-
мость ряда  

 

∑
∞

=
λΔ+

0

2 )()1(
k

k hk ( )∫
π

π−

−+ )()( xftxf dttFk )( , 

 

порождаемого третьим слагаемым в правой части (5.2), очевидна в силу (4.4) и (3.3). 
Теперь оценка (5.4) – прямое следствие представления (5.2) из только что 

проведенных рассуждений.  
 

6. Суммируемость почти всюду 
 
Теорема 6.1. Пусть семейство функций )(τη=η γγ , 0>γ , таково, что ряды 

(3.2) и (4.3) являются сходящимися. Пусть также последовательность (1.4) квази-
выпукла и выполнено условие 

 

...,1,0,1)(lim
0

==λ
+→

khk
h

                                      (6.1) 
 

Тогда соотношение 
 

)(),;,(lim
0

xfhxfU
h

=λ
+→

                                        (6.2) 
 

имеет место в каждой обобщенной точке Лебега (точке, где выполнено (3.3)),  
то есть почти всюду в Q . 

Доказательство. В основе доказательства будет лежать оценка (5.4). В силу 
(3.3), для любого 0ε >  неравенство ε),;,(1 <γη+ xfRk  справедливо в соответст-
вующей точке х при всех значениях k, больших некоторого )ν(ε,ν x= . Следова-
тельно,  

γη≤−λ ,|)(),;,(| CxfhxfU ⎜
⎜
⎝

⎛
λΔ+∑

ν

=0

2 |)(|)1(
k

hk ),;,(1 γη+ xfRk + ×ε  

 
 

.|)(|)1(
1

2
⎟
⎟
⎠

⎞
λΔ+× ∑

∞

+ν=k
hk                                            (6.3) 

 

Далее, согласно (6.1), справедливо соотношение )(2 hkλΔ 0→  при 0+→h   
и ν...,,1,0=k . Значит, первая из сумм (состоящая из фиксированного числа сла-
гаемых) в правой части (6.3) стремится к нулю в каждой точке х, где значения 

),;,(1 γη+ xfRk  конечны (в частности, где выполнено (3.3)). В то же время, вторая 
из сумм в (6.3), ввиду квазивыпуклости (1.4), не превосходит значения ε , умно-
женного на некоторую (зависящую лишь от λ ) константу. Следовательно,  

 

0
lim

+→h
ε|)()λ,;,(| ,, λγη≤− СxfhxfU , 

 

откуда, в силу произвольности ε , и следует выполнимость соотношения (6.2)  
в каждой обобщенной точке Лебега. Теорема доказана. 
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7. Экспоненциальные методы суммирования 
 
В настоящем параграфе ограничиваемся рассмотрением экспоненциальных 

методов суммирования, соответствующих случаю ,|),()( kxk hхh =λ=λ ...,2,1=k , 
где ))(exp(),( xhhх ϕ−=λ , 1))0(exp( =ϕ−h , а функция )(xϕ  непрерывна на  
[ ),0 ∞+  и дважды дифференцируема на ( ),0 ∞+ . 

Рассмотрим, как выглядит условие (5.3) в случаях (4.8) – (4.10). Если 
γτ

γ =τη 2)( , 10 <γ< , то (5.3) принимает вид 
 

))(exp( Nhϕ− ( ) <+π+ γ )1(2log1 2 NN γ,hС .                           (7.1) 
 

Поскольку логарифмическая функция растет медленнее степенной, условие 
(7.1) будет выполнено, если потребовать, чтобы 

 

))(exp( Nhϕ− ( ) β
β <+ ,1 hСN ,  ...,1,0=N                               (7.2) 

 

с каким либо 10, <β<γ<β . 

В случае 0,)1()( 1 >γ+τ=τη +γ
γ , условие (5.3) равносильно следующему 

 

))(exp( Nhϕ− ( ) γ
+γ <+π ,

2
2 )1(2log hCN ,  ...,1,0=N                       (7.3) 

 

Если же 0),2(log)2()(
1

2 >γ+τ+τ=τη
+γ

γ , то (5.3) принимает вид 
 

))(exp( Nhϕ− ( ) ( ) γ<+π+π
+γ

,22
2

2 )1(2loglog)1(2log
1

hCNN , ...,1,0=N      (7.4) 
 

Таким образом, при выполнении какого-либо из условий (7.1), (7.3), (7.4),  
в каждой точке х соотношение  

 

≤−ϕ−∑
∞

−∞=k
k xfikxfckh )()exp()(|))(|exp(

 
 

∑
∞

=
γη ϕ−Δ+≤

0

2
, ))(exp()1(

k
khkC ),;,(1 γη+ xfRk                     (7.5) 

 

имеет место, если функция )(τηγ  выбрана соответствующим образом. 

Перейдем к рассмотрению примеров. 

1) Пусть ),1(ln)( +=ϕ xx в этом случае ,...1,0,)1())(exp( =+=ϕ− − NNNh h , 
и суммирующая последовательность (1.4) выпукла. 

Выбор фиксированного γ  в условии (7.1), либо β  в (7.2) не представляется 
возможным, поскольку эти условия будут выполнены при γ  или β , зависящих  
от переменной величины h . Следовательно, к данному методу суммирования  
не применимы результаты [6]. Условие же (7.3) оказывается выполненным при 
произвольном фиксированном 0>γ , так что имеет место (7.5) с 1)1()( +γ

γ +τ=τη . 

Действительно ( 2+s )-кратное применение правила Лопиталя показывает, что 
предел  
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( ) ( )
==

+

+π +γ

∞→
γ

+γ

∞→ hNhN N
NC

N
N 22

2 )lnlim
)1(

)1(2loglim
 

 

( ) ( )
h

s

N
hhN

h
N
NC

N
NC

−γ

∞→
γ

+γ

∞→
γ ===

)lnlim...)lnlim ,

1

,  

 
будет равен нулю при любом 0>h , если выбрать наименьшее целое s  из условия 

γ≥s . Значит последовательность 
 

( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+

+π +γ

hN
N

)1(
)1(2log 2

2

 
 

ограничена, что предполагалось в (7.3), и (7.5) справедливо с .)1()( 1+γ
γ +τ=τη  

Заметим, что наряду с фактом суммируемости ряда Фурье почти всюду методом [4] 
 

...,1,0,
)1(

1)( =
+

=λ k
k

h hk ,   0+→h  

 
теперь установлен также характер точек суммируемости. 

2) В случае α=ϕ xx)(  последовательность (1.4) выпукла при 10 ≤α<  и ку-
сочно-выпукла при 1>α ; следовательно, выполнено условие ее квазивыпукло-
сти. Здесь имеет место соотношение (7.2) с любым фиксированным β , выбран-

ным из условия 10 <β<γ< , так что (7.5) справедливо с γτ
γ =τη 2)( . Действитель-

но, согласно правилу Лопиталя, 
 

)exp(lim α

∞→
−hN

N
( )

)exp(
lim1 ,, α

α−β

∞→
βα

β =+
hN

NСN
N

h ,      ...,1,0=N          (7.6) 

 
Если β≥α , то предел в правой части (7.6) равен нулю; в случае же β<α<0  

равенство нулю этого предела устанавливается s -кратным применением правила 
Лопиталя, где s  – наименьшее положительное целое, выбранное из условия 

α≤β s . Таким образом, последовательность ( ){ }βα +− 1)exp( NhN  ограничена, что 
и утверждалось. 

Заметим, что частным случаем метода суммирования 
,...,1,0),exp()( =−=λ α khkhk является классический метод Пуассона–Абеля, со-

ответствующий случаю .10,1ln,1 <<==α r
r

h  

 
8. Методы Чезаро 

 
Рассмотрим в определении (1.4) случай треугольных суммирующих матриц 

(параметр h  дискретен [1, 2]): 
 

0{ ; 0,1,..., ; 0,1,...; 1; 0, }.n n n
k kk n n k nΛ = λ = = λ = λ = >                (8.1) 
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В этом случае преобразования п. 5 приводят к соотношению 

∑
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=−λ
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пk
k

n
k xfikxfc )()exp()(

π
1
∫
π

π−

( ))()( xftxf −+ )(
0

tDk
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n
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λΔ dt = 

 

=
π
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=
λΔ+
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k

n
kk

0

2)1( ( )∫
π

π−

−+ )()( xftxf dttFk )(  
 

и, следовательно,  

≤−λ∑
−=

п

пk
k

n
k xfikxfc )()exp()( λγη ,,C ),;,(1 γη+ xfRk                  (8.2) 

 

для всякой квазивыпуклой последовательности (8.1). 
Рассмотрим теперь классические методы суммирования Чезаро, для которых 

в (8.1) 0, >α=λ
α

α
−

n

knn
k

A
A ; здесь }{ α

kA  – последовательность биномиальных коэф-

фициентов. Как известно [9, с. 482 – 483], в этом случае последовательность (8.1) 
является вогнутой при 10 ≤α< . Следовательно, оценка (8.2) имеет место для 
средних Чезаро, если 10 ≤α< . Поскольку суммируемость ряда в данной точке 
при 1α=α  влечет за собою суммируемость в той же точке при 122 , α>αα=α , 
то имеем тогда следствием результата (8.2) суммируемость ряда Фурье методами 
Чезаро почти всюду при любых 0>α . 

 
9. Мультипликаторы сходимости 

 

Говорят, что члены последовательности ,...,1,0},{ =λ kk  являются мультип-
ликаторами сходимости ряда Фурье (1.2) в точке х, если в этой точке сходится ряд 

 

∑
∞

−∞=
λ

k
kk ikxfc )exp()(|| .                                           (9.1) 

 

Мультипликаторы сходимости почти всюду ряда Фурье указаны в [8, т. 1, с. 156]. 
Методы п. 5 оказываются применимыми в случае мультипликаторов и по-

зволяют уточнить информацию о сходимости ряда (9.1), а именно, здесь указыва-
ются точки сходимости. 

Имеет место следующий аналог теоремы 5.1. 
Теорема 9.1. Пусть семейство функций )(τη=η γγ , 0>γ , таково, что ряды 

(3.2) и (4.3) являются сходящимися. Пусть также последовательность 
}1...;,1,0;{ 0 =λ=λ=Λ kk  квазивыпукла и  

 

|{|sup
,...1,0

N
N

λ
=

( ) ∞<+π+πηγ )}1(2log)1(2log 22 NN . 

 

Тогда ряд (9.1) сходится в каждой точке х, в которой имеет место соотноше-
ние (3.3). 

Доказательство вытекает из равенства (5.2), в котором вместо )(hkλ  записа-
ны мультипликаторы kλ . 

В частности (см. п. 7), если γτ
γ =τη 2)( , )1,0(∈γ , то в качестве мультиплика-

торов сходимости почти всюду можно выбрать ....,1,0;,
)1(

1
=γ>α

+
=λ

α
k

kk  
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10. Суммирование двойных рядов Фурье 
 
Выше указывалось, что работа [6], в которой введены обобщенные точки Ле-

бега, относится к случаю функций нескольких переменных. Распространим ре-
зультаты настоящей работы на кратные ряды Фурье. Ограничимся случаем 
π2 -периодических по каждой переменной функций )(ln),,( QLLfyxff +∈= . 

Пусть 
 

,))(exp(),(
4

1)( 2 ∫ ∫
π

π−

π

π−

+−
π

= dtdzlzktiztffckl ...,2,1,0, ±±=lk  

 
– коэффициенты Фурье любой такой функции f  и  
 

=],;[ yxfs ∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=
+

k l
kl lykxifc ))(exp()(                            (10.1)  

 
– ее двойной ряд Фурье, частичные суммы которого понимаются в смысле  
Прингсхейма [8, т. 2, с. 454].  

Для простоты изложения будем рассматривать только мультипликативные 
полунепрерывные методы суммирования )()(),( )2()1( θλλ=θλ lkkl hh , где члены каж-

дой из последовательностей }{},{ )2()1(
lk λλ  определены в виде (1.4). Введем в рас-

смотрение λ -средние ряда (10.1) 
 

=θλ=θ ),,;,,()( hyxfUfUh ∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=
+θλλ

k
kllk

l
lykxifch ))(exp()()()( )2(

||
)1(
|| .     (10.2) 

 

Обобщенные точки Лебега функций )(ln QLLf +∈ определяются как точки 
),( ух , в которых 

∞→lk ,
lim 0),;,;,,(, =δργhyxfR lk ,                                (10.3) 

 

где 

,...,2,1,,|),(),(|
)()(2
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),;,;,,(
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/2

/2

/2)2(log,,...;1,0,
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lkdtdzyxfzytxf
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l
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kjiji

lk
j
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i

i

 

а функции γη  и δρ  удовлетворяют условиям леммы 3.1. Как показано в [6], для 

каждой )(ln QLLf +∈  такие точки расположены почти всюду. Имеет место сле-
дующий аналог теоремы 5.1. 
 

Теорема 10.1. Пусть выбор функций γη  и δρ , 0, >δγ , таков, что ряды (3.2) 

и (4.3) являются сходящимися. Пусть также каждая из последовательностей 
}{},{ )2()1(

lk λλ  квазивыпукла и удовлетворяет условию вида (5.3) при всех 0>h , 
0>θ . Тогда ряд (10.2) сходится в каждой точке ),( ух , в которой имеет место 

соотношение (10.3), и при этом справедлива оценка 
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≤−θλ |),(),,;,,(| yxfhyxfU γη,C ∑∑
∞

=

∞

=
×θλΔλΔ++

0

)2(2)1(2

0
)()()1)(1(
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Утверждение теоремы 10.1 перестает быть, вообще говоря, верным для 
функций ).(),( QLyxf ∈  В этом случае рассматривают так называемую ограни-
ченную суммируемость [8, т. 2, с. 465 – 473]. Отметим, что некоторые результаты 
работы [10] могут быть перенесены на изучаемые здесь полунепрерывные методы 
суммирования двойных рядов Фурье. 
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Abstract: The one-parameter class of generalized Lebesgue points is considered. 
For each summable-periodic function, these points are located almost everywhere. The 
mean Fourier series, which are generated by linear semi-continuous summation 
methods, are introduced. In the case of quasi-convex summing sequences, the 
convergence of averages is established at each generalized Lebesgue point. The 
estimates of deviations of averages from their generating function are proposed. 
Applications to exponential summation methods are obtained. As a corollary, 
summability is proved almost everywhere of Fourier series by the Cesàro methods and 
the Poisson-Abel type methods. Convergence multipliers are indicated. The directions 
of distribution of results in the case of multiple Fourier series are proposed. 
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Approximation von Funktionen in Lebesgue-Punkten 

mit Durchschnitten der Fourier-Reihen 
 
Zusammenfassung: Es wird die Ein-Parameter-Klasse von verallgemeinerten 

Lebesgue-Punkten betrachtet. Für jede summierbare π2 periodische Funktion befinden 
sich diese Punkte fast überall. Es werden die Durchschnitte der Fourier-Reihen 
vorgestellt, die durch lineare semikontinuierliche Summationsmethoden erzeugt 
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werden. Im Falle von quasi-konvexen summierenden Sequenzen ist die Konvergenz der 
Durchschnitte in jedem verallgemeinerten Lebesgue-Punkt festgelegt. Es werden 
Schätzwerte für Abweichungen der Durchschnittswerte von ihrer Erzeugungsfunktion 
vorgeschlagen. Anwendungen für exponentielle Summierungsmethoden sind erhalten. 
Infolgedessen ist die Summierbarkeit fast überall in Fourier-Reihen durch Cesàro-
Methoden und Poisson-Abel-Methoden nachgewiesen. Konvergenzmultiplikatoren sind 
angegeben. Die Richtungen der Verteilung der Ergebnisse auf Vielfache der Fourier-
Reihen sind vorgeschlagen. 
 
 

Approximation des fonctions dans les points  
de Lebesgue et les séries moyennes de Fourier 

 
Résumé: Est considéré la classe uniparamétrique de la synthèse des points de 

Lebesgue. Pour chaque fonction π2 -périodique résumée, ces points sont situés presque 
partout. Sont introduites des séries moyennes de Fourier générées par des méthodes  
de sommation semi-continues linéaires Dans le cas des séquences récapitulatives quasi-
convexes, la convergence moyenne est établie à chaque point commun de Lebesgue. 
Sont proposées des estimations des évasions moyennes de la fonction qui en résulte. 
Sont obtenues des annexes à la méthode exponentielle de sommation. Sont proposés les 
orientations de la diffusion des résultats dans le cas des séries multiples de Fourier. 
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Ключевые слова: задача Штурма–Лиувилля; идентификация краевых ус-

ловий; обратная спектральная задача; собственные значения. 
 
Аннотация: Рассмотрен вопрос идентификации распадающихся краевых 

условий задачи Штурма–Лиувилля по ее собственным значениям. Применены два 
метода идентификации краевых условий – неопределенной системы (метод мино-
ров) и сравнения целых функций. В методе миноров используются только либо 
два, либо три собственных значения. Однако метод не позволяет ответить  
на фундаментальный вопрос: для каких классов обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений и спектральных задач однозначно восстанавливаются виды и па-
раметры краевых условий. Для ответа на данный вопрос использован метод срав-
нения целых функций. Показано, что в случае несимметрического потенциала 
задача идентификации краевых условий по всем собственным значениям имеет 
единственное решение, а в случае симметрического – два решения; при опреде-
ленных условиях единственное решение может быть получено с использованием 
только трех собственных значений. Два решения могут быть получены с исполь-
зованием только двух собственных значений.  
 

_____________________________________ 
 

Введение 
 

На практике часто возникает задача диагностирования видов и параметров 
закрепления стержней и струн для того, чтобы определить, не нарушились ли за-
ложенные в проект граничные условия. Кроме того, задача идентификации крае-
вых условий важна при создании безопасных для здоровья человека технических 
систем. Это связано с тем, что некоторые частоты (инфразвуковые) находятся  
в опасном для здоровья человека диапазоне частот. Они совпадают с частотами 
важных органов человека – сердца, почек и т.п. Известно, что воздействие инфра-
звуковых колебаний на определенной частоте может вызвать остановку сердца 
человека. Инфразвуковые частоты ухудшают самочувствие человека, могут вы-
зывать недомогание и даже панические настроения. Поэтому при создании соот-
ветствующих технических систем со струнами и стержнями важно уходить от 
инфразвуковых частот, которые попадают в резонанс с частотами важных органов 
человека. Изложенные факты требуют создания таких закреплений элементов 
технических систем, которые давали бы нужный безопасный диапазон частот ко-
лебаний основных деталей. В математической постановке обе задачи (диагности-
рования и ухода от опасных частот) сводятся к задаче идентификации краевых 
условий по заданным собственным значениям. 
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Обозначим через L следующую задачу Штурма–Лиувилля:  
 

( ) ;2 ysyyxqyly =λ=+′′−=                                            (1) 
 

( ) ( ) ( ) ;000 12111 =′+= yayayU                                         (2) 
 

( ) ( ) ( ) ,024232 =π′=π= yayayU                                       (3) 
 

где ( ) ( )π∈  ,01Lxq  – вещественная функция;  4…1=1,2,=, jiaij  – комплексные 

постоянные. 
Близкие обратные задачи рассматривались в теории обратной задачи  

Штурма–Лиувилля, где по двум (нескольким спектрам) требуется восстановить 
потенциал ݍሺݔሻ и краевые условия (2), (3). Обратная задача Штурма–Лиувилля 
для L с распадающимися краевыми условиями достаточно хорошо изучена в ра-
ботах [1 – 21]. В данных работах восстанавливался потенциал ݍሺݔሻ в уравнении 
(1) и краевые условия (2). При этом для восстановления использовались несколь-
ко спектров, спектральные данные (спектр и нормировочные числа), функция 
Вейля и т.п. То есть данные восстановления содержали в себе бол́ьшую информа-
цию, чем только сам спектр задачи L. 

Восстановление только краевых условий (с известным дифференциальным 
уравнением) по собственным значениям началось, по-видимому, в 1990-х годах 
20 века [22 – 24]. Оганесяном З. Б. исследовались несколько задач идентификации 
условий закрепления распределенных механических систем: на обоих концах 
стержня [23]; круговой [22] и прямоугольной [24] пластин. Однако им восстанав-
ливались лишь коэффициенты канонических условий закрепления. Случай, когда 
не известен вид канонических условий (то есть, когда не известны все коэффици-
енты краевых условий) им рассмотрен не был. 

В работе [25] (см. также библиографию к данной работе) изучалась иденти-
фикация краевых условий, в которых неизвестны все их коэффиценты (известен 
только ранг матрицы, составленной из коэффициентов краевых условий). Такая 
задача сводится к идентификации (с точностью до линейных преобразованиий 
строк) матрицы из коэффициентов краевых условий по ее минорам. В частности, 
в [26], [27] рассматривались частные случаи идентификации краевых условий 
задачи Штурма–Лиувилля. В работе [26] показано, что краевые условия Штурма  

( ) ( ) ( ) ( )( )0 ,000 =π+π′=−′ Hyyhyy задачи Штурма–Лиувилля (1) – (2) по собст-
венным значениям восстанавливаются однозначно с точностью до перестановки h 
и H местами. В [30], в случае ݍሺݔሻ ൌ 0 показано, что задача восстановления вида 
и параметров распадающихся краевых условий по двум собственным значениям 
имеет два решения.  

 
Материалы и методы 

 
Методы идентификации как вида, так и параметров краевых условий или ус-

ловий сопряжения (дифференциальное уравнение считается известным) впервые 
разработаны А. М. Ахтямовым [25] и до настоящего времени являются ориги-
нальными. В технической диагностике другими исследователями ранее по конеч-
ному числу собственных частот восстанавливалась лишь часть коэффициентов 
краевых условий определенного вида. А в теории обратных спектральных задач 
краевые условия определенного вида идентифицировались лишь попутно с коэф-
фициентами самих дифференциальных уравнений. При этом для идентификации 
использовался не один, а два или несколько спектров или же спектр и дополни-
тельно другие спектральные данные (весовые числа, функция Вейля, спектраль-
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ная функция и т.п.). В отличие от этих направлений А. М. Ахтямовым предложе-
но идентифицировать всю совокупность краевых условий спектральной задачи 
как линейную оболочку векторов, компонентами каждого из которых являются 
коэффициенты соответствующего краевого условия. Такой подход позволяет 
идентифицировать не только коэффициенты краевого условия определенного (ка-
нонического) вида, но и сам вид краевого условия (упругое закрепление, свобод-
ный конец, заделка и т.п.). Этот подход в идентификации краевых условий и ус-
ловий сопряжения достаточно подробно изложен А. М. Ахтямовым и его учени-
ками в многочисленных статьях и обобщающих их монографиях. В данных рабо-
тах применяются авторские методы идентификации краевых условий: неопреде-
ленной системы (метод миноров); сравнения целых функций; введения дополни-
тельных неизвестных; последовательного решения прямых задач и др. 

Основными методами, применяемыми в статье, являются методы неопреде-
ленной системы (метод миноров) и сравнения целых функций.  

Метод неопределенной системы (метод миноров) применяется для иденти-
фикации краевых условий по конечному числу собственных значений. На первом 
этапе данного метода строится характеристический определитель задачи, который 
представляет собой линейную однородную функцию от миноров Mkm матрицы A, 
составленной из коэффициентов краевых условий. Множителями при этих неиз-
вестных минорах являются миноры Fkm некоторой известной матрицы F. Элемен-
тами данной известной матрицы F служат значения линейно независимых реше-
ний обыкновенного дифференциального уравнения. По пространственным пере-
менным эти значения берутся в граничных точках, а спектральный параметр при-
нимает значения, равные собственным. Подставив в разложение характеристиче-
ского определителя собственные значения в количестве на единицу меньшей ко-
личества миноров (максимального порядка) матрицы A краевых условий, получим 
систему N – 1 (теперь уже линейных) уравнений от N неизвестных миноров Mkm. 
Пусть ранг данной системы равен N – 1. Тогда вектор из N неизвестных миноров 
определяется однозначно с точностью до ненулевого множителя.  
По данному вектору методами алгебраической геометрии и находится матрица 
краевых условий с точностью до линейных преобразований ее строк (то есть вос-
станавливаются краевые условия). В работе [28] данный метод уже был использо-
ван. Метод основан на восстановлении матрицы с точностью до линейного преоб-
разования строк по ее минорам [28, 29]. 

Для метода миноров требуется проверка, что ранг некоторой матрицы F ра-
вен определенному числу. Проверка этого условия для конкретной краевой задачи 
не вызывает затруднений. Однако данный метод не позволяет ответить на фунда-
ментальные вопросы: для каких классов обыкновенных дифференциальных урав-
нений и спектральных задач возможно однозначное восстановление видов и па-
раметров краевых условий и решение задачи идентификации краевых условий 
двойственно и т.п. Для ответа на эти фундаментальные вопросы в статье исполь-
зуется метод сравнения целых функций, впервые предложенный для решения за-
дач идентификации краевых условий [25], заключающийся в том, что, как прави-
ло, характеристический определитель рассматриваемых спектральных задач пред-
ставляет собой целую функцию порядка одна вторая или четную целую функцию 
первого порядка. А такие функции восстанавливаются с точностью до ненулевого 
постоянного множителя по своим нулям (собственным значениям краевой зада-
чи). Поскольку характеристический определитель представляет собой конечную 
сумму, в которой слагаемыми являются линейно независимые функции от спек-
трального параметра, то это позволяет доказать, что вектор, составленный из ко-
эффициентов, которые стоят при этих линейно независимых функциях, восста-
навливается по всему спектру однозначно с точностью до ненулевого множителя. 
По данному вектору можно однозначно восстановить краевые условия. Бесконеч-
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ный набор собственных частот получить с помощью частотомеров невозможно. 
Однако данный метод применим к реальным динамическим системам. Он позво-
ляет доказать, что необходимый для метода миноров конечный набор собствен-
ных значений найдется. В отличие от метода неопределенной системы, с помо-
щью применения асимптотических формул для линейно независимых решений он 
позволяет описать классы спектральных задач, краевые условия которых можно 
однозначно идентифицировать. Полезен он и для предварительного анализа и 
выяснения того, какое минимальное число собственных значений необходимо для 
идентификации (это минимальное число частот связано с числом линейно незави-
симых функций N в характеристическом определителе и числом соотношений 
Плюккера). Метод сравнения целых функций будет развит здесь и для случаев, 
когда нет однозначности восстановления краевых условий.  

 
Результаты исследования  

 
Обозначим матрицу, составленную из коэффициентов краевых условий  

(2) – (3), через A, а ее миноры, составленные из ݅-го и ݆-го столбцов, через ܯ௜௝ 
 

ܣ ൌ ฯܽଵଵ ܽଵଶ
0 0

0 0
ܽଶଷ ܽଶସ

ฯ , ଵଷܯ ൌ ฬܽଵଵ 0
0 ܽଶଷ

ฬ , ଵସܯ ൌ ฬܽଵଵ 0
0 ܽଶସ

ฬ,  

ଶଷܯ  ൌ ฬܽଵଶ 0
0 ܽଶଷ

ฬ , ଶସܯ ൌ ฬܽଵଶ 0
0 ܽଶସ

ฬ , ଵଶܯ ൌ ଷସܯ ൌ 0. 

 
(4) 

 

Будем считать, что ранг матрицы равен двум: rank2 = ܣ. 
Условимся в дальнейшем задачу типа ܮ, но с другими коэффицинтами  

в уравнении и параметрами в граничных формах, обозначать ܮ෨. Всюду будем счи-
тать, что если некоторый символ обозначает объект из задачи ܮ, то символ с вол-
ной ~ наверху обозначает аналогичный объект задачи ܮ෨. 

Определение 1. Краевые условия задач ܮ и ܮ෨ назовем (݈݇ и ݉݊)-смежными, 
если для миноров ܯ௞௟ и ܯ௠௡ выполняются равенства ܯ௞௟ ൌ ௠௡ ൌܯ ,෩௠௡ܯܥ  ,෩௞௟ܯܥ
а для всех остальных миноров выполнены равенства ܯ௜௝ ൌ  .෩௜௝ܯܥ

Характеристический определитель задачи (1) – (3) (задачи L) имеет следую-
щий вид [1]: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , 214213142132 λπ′+λπ+λπ′+λπ=λΔ yMyMyMyM              (5) 
 

где ݕଵሺݔ, λሻ и  ݕଶሺݔ, λሻ െлинейно независимые решения уравнения (1), удовлетво-
ряющие условиям  

 

,ଵሺ0ݕ λሻ ൌ 1, ଵݕ
ᇱ ሺ0, λሻ ൌ 1, ,ଶሺ0ݕ λሻ ൌ 1, ଶݕ

ᇱ ሺ0, λሻ ൌ 1 (6) 
Справедливы следующие асимптотические формулы: 
 

,ݔଵሺݕ λሻ ൌ cos ݔݏ ൅ ܱ ቀଵ
௦
ቁ , ,ݔଶሺݕ  λሻ ൌ ଵ

௦
sin ݔݏ ൅ ܱ ቀ ଵ

௦మቁ; 

ଵݕ           
ᇱ ሺݔ, λሻ ൌ െs sin ݔݏ ൅ ܱሺ1ሻ , ଶݕ

ᇱ ሺݔ, λሻ ൌ cos ݔݏ ൅ ܱ ൬
1
 ൰ݏ

 
(7) 

  

для достаточно большого λ ൌ ଶݏ א ܴ [3, c. 62 – 65]. 
Обозначим задачу (1) – (3), но с другими коэффициентами краевых условий 

через ܮ෨. 
 

∆෨ሺλሻ ൌ ෩ଷଶܯ ,ଵሺπݕ λሻ ൅ ଵݕ ෩ସଶܯ
ᇱ ሺπ, λሻ ൅ ෩ଵଷܯ ,ଶሺπݕ λሻ ൅ ෩ଵସܯ ଶݕ

ᇱ ሺπ, λሻ.  (8) 
 

Из асимптотических представлений (7) для линейно независимых решений для 
функций yଵሺπ, λሻ, yଶሺπ, λሻ получаем, что функции ∆ሺλሻ и ∆෨ሺλሻ являются целыми 
порядка 1/2. Поэтому из теоремы Адамара следует, что они связаны между собой 
тождеством 
 

∆ሺλሻ ؠ С∆෨ሺλሻ. (9) 



ISSN 0136-5835. Вестник ТГТУ. 2018. Том 24. № 4. Transactions TSTU 688

Пусть q(x)് ሺπݍ െ ്෤(x)ݍ ,ሻݔ ෤ሺπݍ െ ଶݕ ሻ. В этом случаеݔ
ᇱ ሺπ, λሻ ് ,ଵሺπݕ λሻ  

[30, см. Лемма 4]. Тогда из (5) и линейной независимости ݕଵሺπ, λሻ, ݕଵ
ᇱ ሺπ, λሻ,  

,ଶሺπݕ λሻ, ݕଶ
ᇱ ሺπ, λሻ получаем равенства: 

 

ଷଶܯ ൌ Сܯ෩ଷଶ,  ܯସଶ ൌ Сܯ෩ସଶ, ଵଷܯ ൌ Сܯ෩ଵଷ,  ܯଵସ ൌ Сܯ෩ଵସ. (10) 
 

Отсюда следует, что краевые условия задач ܮ и ܮ෨ совпадают (с точностью до 
линейных преобразований строк). 

Пусть теперь q(x)ൌ ሺπݍ െ ෤(x)ൌݍ ,ሻݔ ෤ሺπݍ െ ଶݕ ሻ. В этом случаеݔ
ᇱ ሺπ, λሻ ൌ

 1π,λ [30, см. Лемма 4]. Тогда из (5) и линейной независимости функцийݕ
,ଵሺπݕ λሻ ൌ ଶݕ

ᇱ ሺπ, λሻ , ݕଵ
ᇱ ሺπ, λሻ,  ݕଶሺπ, λሻ получаем равенства:  

 

ଷଶܯ ൅ ଵସܯ ൌ ෩ଷଶܯ൫ܥ ൅ ෩ଵସ൯ܯ , ସଶܯ ൌ Сܯ෩ସଶ,  ܯଵଷ ൌ Сܯ෩ଵଷ. (11) 
 

Для нахождения миноров воспользуемся тем, что произвольные числа не мо-
гут быть минорами матрицы. Для того, чтобы числа ܯଵଷ , , ଵସܯ , ଶଷܯ , ଶସܯ -ଷସ   быܯ
ли минорами матрицы необходимо и достаточно, чтобы выполнялись так назы-
ваемые соотношения Плюккера [28]:  

 

ଷସܯଵଶܯ െ ଶସܯଵଷܯ ൅ ଶଷܯଵସܯ ൌ 0; (12) 
 

෩ଷସܯ෩ଵଶܯ െ ෩ଶସܯ෩ଵଷܯ ൅ ෩ଶଷܯ෩ଵସܯ ൌ 0. (13) 

Тогда отсюда и из (11) получаем два набора равенств: 
 

ଵଷܯ     ൌ ,෩ଵଷܯܥ ଵସܯ ൌ ,෩ଵସܯܥ ଷଶܯ ൌ ෩ଷଶܯܥ , Mସଶ ൌ ෩ସଶܯܥ  (14) 
и 

ଵଷܯ    ൌ ෩ଵଷܯܥ , ଵସܯ  ൌ , ෩ଷଶܯܥ ଷଶܯ ൌ ෩ଵସܯܥ , ସଶܯ ൌ ෩ସଶܯܥ . (15) 
 

Отсюда следует, что краевые условия задач ܮ и ܮ෨ либо совпадают  
(с точностью до линейных преобразований строк), либо являются (14 и 32) 
смежными. 

Таким образом, верна следующая теорема. 
Теорема 1. Пусть спектры задач ܮ и ܮ෨ с распадающимися краевыми 

условиями совпадают с учетом их алгебраических кратностей, rank2=ܣ: 
Тогда: 
1. Если q(x)് ሺπݍ െ ്෤(x)ݍ ,ሻݔ ෤ሺπݍ െ  ሻ, то матрицы коэффициентовݔ

краевых условий ܣ ൌ ሺܽ௜௝ሻଶൈସ и ܣሚ ൌ ሺ ෤ܽ௜௝ሻଶൈସ совпадают с точностью до линейных 
преобразований строк. То есть, в случае несимметрического потенциала, задача 
идентификации распадающихся краевых условий по всем собственным значениям 
имеет единственное решение. 

2. Если q(x)ൌ ሺπݍ െ ෤(x)ൌݍ ,ሻݔ ෤ሺπݍ െ  ሻ, то либо матрицы коэффициентовݔ
краевых условий ܣ ൌ ሺܽ௜௝ሻଶൈସ и ܣሚ ൌ ሺ ෤ܽ௜௝ሻଶൈସ совпадают с точностью до линейных 
преобразований строк, либо являются (14 и 32) смежными. То есть в случае 
симметрического потенциала задача идентификации распадающихся краевых 
условий по всем собственным значениям имеет два решения. 

Рассмотрим теперь задачу идентификации краевых условий по конечному 
набору собственных значений.  

Обозначим через ܳ матрицу следующего вида:  
 
 

ܳ ൌ ቱ

,ଵሺπݕ λଵሻ ଵݕ
ᇱ ሺπ, λଵሻ ,ଶሺπݕ λଵሻ ଶݕ

ᇱ ሺπ, λଵሻ

,ଵሺπݕ λଶሻ ଵݕ
ᇱ ሺπ, λଶሻ ,ଶሺπݕ λଶሻ ଶݕ

ᇱ ሺπ, λଶሻ

,ଵሺπݕ λଷሻ ଵݕ
ᇱ ሺπ, λଷሻ ,ଶሺπݕ λଷሻ ଶݕ

ᇱ ሺπ, λଷሻ

ቱ , 

 
(16) 

 

через ܳ௝ – минор матрицы ܳ, полученный вычеркиванием ݆-го столбца матрицы ܳ. 
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Теорема 2. Если q(x)് ሺπݍ െ  три собственных значения ,2=ܣሻ, rankݔ
λ௝, ሺ݆ ൌ 1, 2, 3ሻ задачи L удовлетворяют условию:  

 

rankܳ=3, (17) 
 

то задача идентификации краевых условий по этим трем собственным 
значениям имеет единственное решение, которое представляется формулами:  
 

a) если ,013 ≠M то ;
0

01

141312
13

34

13

23

MMM
M
M

M
M

A −
=  

 

б) если ,014 ≠M  то ;
0

01

141312
14

34

14

24

MMM
M
M

M
M

A =   

 

в) если ,023 ≠M  то ;
0

01

242312
23

34

23

13

MMM
M
M

M
M

A
−

−
=   

 

г) если ,024 ≠M  то .
0

01

242312
24

34

24

14

MMM
M
M

M
M

A
−

=  

 

Причем миноры в представлениях а) – г) для матрицы ܣ даются 
следующими равенствами: 

 

ଵଶܯ ൌ 0, ଷସܯ  ൌ 0, ଷଶܯ ൌ ,ଵܳݐ ସଶܯ ൌ െܳݐଶ, ଵଷܯ ൌ ,ଷܳݐ ଵସܯ ൌ െܳݐସ, (18) 
 

Доказательство. Так как ݕଶ
ᇱ ሺπ, λሻ ് ,ଵሺπݕ λሻ [30, см. Лемма 4], и три 

собственных значения λ௝ (j=1, 2, 3) задачи L являются корнями функции (5),  
то они удовлетворяют следующей системе уравнений относительно неизвестных 
, ଷଶܯ , ଵଷܯ , ସଶܯ    : ଵସܯ

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .0,,,, 214213142132 =λπ′+λπ+λπ′+λπ=λΔ jjjjj yMyMyMyM     (19) 
 

Матрица данной системы совпадает с матрицей Q. Согласно условию 
теоремы, ранг матрицы Q равен трем. Поэтому система уравнений (19) имеет 
единственное с точностью до ненулевого множителя t решение (18). По минорам 
(18) с помощью методов работ [25], [28] находится матрица A. В зависимости от 
того, какой из определителей отличен от нуля, она дается формулами а) – г). 
Теорема доказана. 

Пример 1. Пусть собственные значения задачи (1), (2) с q(x)=2x+3, 
 λଵ ൌ 5,132512, λଶ ൌ 8,59040,  λଷ ൌ 12,71359. Разложив линейно независимые 
решения yଵሺπ, λሻ и yଶሺπ, λሻ в ряд Тейлора по x и λ и подставив частичную сумму 
ряда из первых 120 членов ряда в (16) и вычислив соответствующие миноры  
с точностью до семи значащих цифр, получим: ܳଵ ൌ െ18,28142, ܳଶ ൌ 0,  
ܳଷ ൌ െ9.14071, ܳସ ൌ 0. 

 

ଵଶܯ ൌ 0, ଷସܯ ൌ 0, ଶଷܯ   ൌ െܯଷଶ ൌ െܳݐଵ ൌ ,ݐ18,28142  
ଶସܯ     ൌ െܯସଶ ൌ െܳݐଶ ൌ 0, ଵଷܯ ൌ ଷܳݐ ൌ െ9,14071ݐ, ଵସܯ ൌ െܳݐସ ൌ 0. 

(20) 
 

 

Положив ݐ ൌ 18,28142ିଵ, получим более простые представления для миноров: 
 

ଵଶܯ ൌ ଵସܯ ൌ ଶସܯ ൌ ଷସܯ ൌ 0, ଶଷܯ ൌ 1, ଵଷܯ ൌ െ ଵ
ଶ
.  
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Так как  ܯଶଷ ൌ 1 ് 0 (случай в) из теоремы 2), то матрица A с точностью  
до линейных преобразований строк совпадает с матрицей  

.
0100

001
2
1

0

01

242312
23

34

23

13 −=
−

−
=

MMM
M
M

M
M

A  

 

Таким образом, задача идентификации краевых условий в данном случае 
имеет единственное решение. Это решение представляет собой следующие 
краевые условия  

( ) ( ) ( ) .0,0020 =π=′− yyy  
 

Обозначим через R матрицу следующего вида  
 

ܴ ൌ ብ
,ଵሺπݕ λଵሻ ଵݕ

ᇱ ሺπ, λଵሻ ,ଶሺπݕ λଵሻ

,ଵሺπݕ λଶሻ ଵݕ
ᇱ ሺπ, λଶሻ ,ଶሺπݕ λଶሻ

ብ 
(21) 

 

через Rj обозначим минор матрицы R, полученный вычеркиванием j-го столбца 
матрицы R. 

Теорема 3. Если q(x)ൌ ሺπݍ െ   ሻ, rankA=2, два собственных значения λ௝ݔ
(j=1,2) задачи L удовлетворяют условию: 

 

rankܴ ൌ 2, (22) 
 

то задача идентификации краевых условий по этим двум собственным 
значениям имеет два решения, которые представляется формулами а) – г)  
из теоремы 2, в зависимости от того, какой из миноров отличен от нуля. 
Причем миноры в представлениях а) – г) для матрицы A даются следующими 
равенствами: 
 

ଵଶܯ ൌ 0, ଷସܯ ൌ 0, ଷଶܯ ൌ
ݐ
2 ቆܴଵ േ ටܴଵ

ଶ ൅ 4ܴଶܴଷቇ, 

ସଶܯ ൌ ,ଶܴݐ ଵଷܯ ൌ ,ଷܴݐ ଵସܯ ൌ
ݐ
2 ቆܴଵ ט ටܴଵ

ଶ ൅ 4ܴଶܴଷቇ. 

 
 

(23) 

 

Доказательство. Два собственных значения λ௝ , j=1, 2, задачи L являются 
корнями функции (5). Следовательно, они удовлетворяют следующей системе 
уравнений относительно неизвестных ,,, 42332234121 MxMxMMx ==+=  

:145,134 MxMx ==  
 

ሺܯଷଶ ൅ ,ଵ൫πݕଵସሻܯ λ௝൯ ൅ ଵݕ ସଶܯ
ᇱ ൫π, λ௝൯ ൅ ଵଷܯ ,ଶ൫πݕ λ௝൯ ൌ 0. (24) 

 

Матрица этой системы совпадает с матрицей R (21). Согласно условию 
теоремы, ранг матрицы R равен двум. Поэтому система уравнений (24) имеет 
единственное с точностью до ненулевого множителя решение: 

 

ଷଶܯ ൅ ଵସܯ ൌ ,ଵܴݐ ସଶܯ ൌ െܴݐଶ, ଵଷܯ ൌ  ଷ. (25)ܴݐ
Из соотношений Плюккера (9), (4) и (25) получаем 
 

ଵସܯଷଶܯ ൌ െݐଶܴଶܴଷ . (26) 
 

Из равенств (25), (26) и обратной теоремы Виета следует, что ܯଷଶ и ܯଵସ 
являются корнями квадратного уравнения 

 

ଶݖ െ ݖଵܴݐ െ ଶܴଶܴଷݐ ൌ 0.  
Откуда 

ଷଶܯ  ൌ
ݐ
2 ቆܴଵ േ ටܴଵ

ଶ ൅ 4ܴଶܴଷቇ , ଵସܯ ൌ
ݐ
2 ቆܴଵ ט ටܴଵ

ଶ ൅ 4ܴଶܴଷቇ. 
(27) 

Из (27), (25) и вытекает утверждение теоремы. 



ISSN 0136-5835. Вестник ТГТУ. 2018. Том 24. № 4. Transactions TSTU 691

Пример 2. Пусть собственные значения задачи (1), (2) с q(x)ൌ 0, 
λଵ ൌ 2,549144, λଶ ൌ 6,560591. Линейно независимыми решениями задачи (1), (2) 
с q(x)ൌ 0 являются функции yଵሺπ, λሻ ൌ cos ሺݔ√λ) и yଶሺπ, λሻ ൌ ୱ୧୬ ሺ௫√஛ሻ 

√஛
. Подставив 

их в (25) и вычислив соответствующие миноры Rj с точностью до семи значащих 
цифр, получим: ܴଵ ൌ െ0,9187470, ܴଶ ൌ 0, ܴଷ ൌ െ0,4593735. 

Отсюда, а также из (25) и (27) получаем 
 

ଵଶܯ ൌ 0, ଷସܯ  ൌ 0; 

ଷଶܯ ൌ
ݐ
2 ቆܴଵ േ ටܴଵ

ଶ ൅ 4ܴଶܴଷቇ ൌ
ݐ
2 ቀെ0,9187470 േ ඥሺെ0,9187470ሻଶቁ ൌ

ൌ ሼെ0,918747ݐ или 0ሽ; 

ଵସܯ  ൌ
ݐ
2 ቆܴଵ ט ටܴଵ

ଶ ൅ 4ܴଶܴଷቇ ൌ
ݐ
2 ቀെ0,9187470 ט ඥሺെ0,9187470ሻଶቁ ൌ

ൌ ሼ0 или െ ݐ0,918747 ሽ; 
ଶସܯ ൌ ଶܴݐ ൌ 0, ଵଷܯ ൌ ଷܴݐ ൌ െ0,4593735ݐ.

 
(28) 

 

Положив ݐ ൌ െ0,4593735ିଵ, из (28) получим более простые представления 
для миноров: 

 

ଵଶܯ ൌ 0, ଷସܯ ൌ 0, ଷଶܯ ൌ ሼ 2 или 0ሽ, ଵସܯ ൌ ሼ0 или 2 ሽ, 
ଶସܯ ൌ 0, ଵଷܯ ൌ 1. 

 
(29) 

 

Так как в первом случае ܯଶଷ ൌ െ2 ് 0 (случай в) из теоремы 2), а во втором 
ଵସܯ ൌ 2 ് 0 (случай б) из теоремы 2), то матрица ܣ с точностью до линейных 
преобразований строк будет иметь два представления 

 

13 34

23 231

12 23 24

11 0 1 0 0
= = ;2

0 0 2 00

M M
M MA
M M M

− −

−−

 

3424

14 142

12 13 14

1 0 1 0 0 0
= =

0 0 1 2
0

MM
M MA
M M M

. 

 

 

Таким образом, задача идентификации краевых условий в данном случае 
имеет два решения. Эти решения представляет собой следующие краевые 
условия:  

 

( ) ( ) ( ) 0,0020 =π=′− yyy  
или  

( ) ( ) ( ) .02,00 =π′+π= yyy  
 

Физически это означает, что закрепления на концах однородной струны 
находятся с точностью до перестановок их местами. 

 
Заключение 

 
Рассмотрен вопрос идентификации распадающихся краевых условий задачи 

Штурма–Лиувилля по ее собственным значениям. С помощью метода сравнения 
целых функций показано, что в случае несимметрического потенциала задача  
их идентификации распадающихся краевых условий по всем собственным значе-
ниям в случае несимметрического потенциала имеет единственное решение,  
а в случае симметрического потенциала – два решения. 
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Методом неопределенной системы доказано, что для задачи идентификации 
распадающихся краевых условий показано, что единственное решение может 
быть получено по трем собственным значениям, а два решения – по двум собст-
венным значениям. Приведены соответствующие примеры восстановления крае-
вых условий. Исследования могут быть продолжены и для восстановления крае-
вых задач с более общими краевыми условиями  
 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ и Правительства 
Республики Башкортостан (проекты 18-51-06002-Аз-а, 18-01-00250-а, 17-41-
020230-р_а и Госзадание № АААА-А17-117040510250-6). 
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Identification of Disintegrating Boundary Conditions  
of the Sturm-Liouville Problem 
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Abstract: The problem of identifying decaying boundary conditions of the 

Sturm-Liouville problem by its eigenvalues is investigated. In this paper, we use two 
methods for identifying the boundary conditions – the method of an uncertain system 
(the minors method), and the method of comparing entire functions. In the minor 
method, only two or three eigenvalues are used. However, this method does give the 
answer to the fundamental question: what classes of ordinary differential equations and 
spectral problems are the uniquely restored types and parameters of boundary 
conditions. To answer this question, the article uses the method of comparing entire 
functions. It is shown that in the case of an asymmetric potential, the problem of 
identifying the boundary conditions for all eigenvalues has a unique solution, and in the 
case of a symmetric potential – two solutions. It is also shown that under certain 
conditions a single solution can be obtained using only three eigenvalues. Two solutions 
can be obtained using only two eigenvalues. 
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Identifizierung der verteilenden 
Randbedingungen der Sturm-Liouville-Gleichung 

 
Zusammenfassung: Es wird das Problem untersucht, verteilende 

Randbedingungen der Sturm-Liouville-Gleichung anhand ihrer eigenen Werte zu 
identifizieren. In der vorliegenden Arbeit verwenden wir zwei Methoden zur 
Identifizierung der Randbedingungen - die Methode eines unsicheren Systems (die 
Minor-Methode), die Methode des Vergleichs gesamter Funktionen. In der Minor-
Methode werden nur zwei oder drei Eigenwerte verwendet. Dieses Verfahren erlaubt es 
jedoch nicht, die grundlegende Frage zu beantworten: für welche Klassen gewöhnlicher 
Differentialgleichungen und Spektralprobleme die Arten und Parameter der 
Randbedingungen eindeutig wiederhergestellt werden. Um diese Frage zu beantworten, 
wird in dem Artikel die Methode des Vergleichs ganzer Funktionen verwendet. Es wird 
gezeigt, dass das Problem der Identifizierung von Randbedingungen für alle Eigenwerte 
bei einem asymmetrischen Potential eine eindeutige Lösung hat, und bei einem 
symmetrischen Potential zwei Lösungen. Es wird auch gezeigt, dass unter bestimmten 
Bedingungen eine einzelne Lösung mit nur drei Eigenwerten erhalten werden kann. 
Zwei Lösungen können mit nur zwei Eigenwerten erhalten werden. 
 
 

Identification des conditions de rupture  
de la théorie de Sturm-Liouville 

 
Résumé: Est étudiée la tâche de l'identification des conditions de limite 

décroissantes de la théorie de Sturm-Liouvillepar ses propres valeurs. Dans cetarticle, 
sont utilisées deux méthodes d'identification des conditions de limite – la méthode d'un 
système non défini (méthode des mineurs) et la méthode de comparaison des fonctions 
complètes. Dans la méthode des mineurs sont utilisée seulement deux ou troistrois 
valeurs propres. Cependant, cette méthode ne permet pas de répondre à la question 
fondamentale: pour quelles classes d'équations différentielles ordinaires et des tâches 
spectrales les types et les paramètres des conditions de limite sont restaurés d'une 
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manière ou d'une autre. Pour répondre à cette question on utilise la méthode de 
comparaison des fonctions complètes. Il est démontré que, dans le cas d'un potentiel 
asymétrique, l'identification des conditions de limite pour toutes ses propres valeurs est 
la seule solution et, dans le cas d'un potentiel symétrique, il y a deux solutions. Il est 
également démontré que, dans certaines conditions, la seule solution peut être obtenue 
en utilisant seulement trois valeurs propres. Deux solutions peuvent être obtenues en 
utilisant seulement deux valeurs propres. 
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Аннотация: Предложена схема усовершенствованного механизма равномер-

ного качания раздувочного сопла агрегата для получения непрерывных холстов  
из полиэтилентерефталатного волокна экструзионно-дутьевым способом. Такой 
механизм для получения холста с одинаковой толщиной по его ширине должен 
обеспечивать возвратно-качательное перемещение раздувочного сопла с постоян-
ной скоростью. Составив геометрическую и векторную модели такого механизма, 
методом обкатывания толкателем условно неподвижного кулачка получен его тре-
буемый профиль. Получена математическая модель профиля кулачка в виде непре-
рывной параметрической функции. Изготовлен действующий макет механизма ка-
чания с разработанным кулачком.  
 
 

_____________________________________ 
 
 

Актуальной задачей современности является утилизация вторичного синтети-
ческого сырья, например, использованных пластиковых бутылок, с возможностью 
получения полезных для практического применения новых материалов. Синтетиче-
ские волокнистые материалы, производимые из вторичного полиэтилентерефталата 
(ПЭТ) применяются в различных областях деятельности человека. Основное назна-
чение таких материалов в технической сфере – создание композиционных материа-
лов с особыми свойствами, фильтрация жидкостей, сорбция нефти и нефтепродук-
тов, тепло- и звукоизоляция различных видов энергетического и транспортного 
оборудования и др. [1 – 4]. 

При производстве непрерывных холстов из ПЭТ-волокна экструзионно-
дутьевым способом важной задачей является обеспечение требуемой формы хол-
ста, а именно, заданной его толщины в различных сечениях. В соответствии  
с техническими условиями толщина холста в поперечном направлении не должна 
изменяться более чем на 10 % [5]. 

В работе [6] решена задача по обеспечению постоянства толщины холстов при 
их производстве экструзионно-дутьевым способом с помощью пазового кулачково-
го механизма равномерного качания раздувочного щелевого сопла с движением 
ролика по дуговым траекториям (рис. 1). 
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Векторная модель механизма показана на рис. 3. Вектор AC с модулем R со-

вершает один период колебательного движения с амплитудой 2Δ за полный оборот 
кулачка. 

Из элементарных геометрических соображений определяются крайние поло-
жения векторов. 

Модуль вектора AC 
 

.22 HLR +=                                                          (2) 
 

Начальный и конечный углы положения вектора AC 
 

.2;arccos 121 Δ+α=αΔ−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=α

R
L

                                    (3) 
 

Радиус-вектор OC при этом изменяется по модулю в пределах: 
 

,cos2;cos2 2
22

21
22

1 α−+=α−+= LRRLrLRRLr            (4) 
 

и по углу в пределах: 

.sinarccos;sinarccos 2
2

21
1

1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
α=β⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
α=β

r
R

r
R                     (5) 

 

Профиль кулачка может быть получен методом обкатывания толкателем ус-
ловно неподвижного кулачка следующим образом. На рисунке 4 звено OA вращает-
ся вокруг точки O с постоянной угловой скоростью и поворачивается на угол φ  

 

 
 

Рис. 4. Первый цикл обкатывания: 
а – начальное положение; б – четверть оборота 
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Рис. 3. Векторная модель механизма
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по часовой стрелке. Вместе с ним на тот же угол вокруг точки О поворачивается 
звено ABC. Одновременно с этим, звено ABC поворачивается против часовой 
стрелки вокруг точки A на угол α – α1, который в k раз меньше угла φ. 

Начальные координаты точек A и С в первом цикле – координаты векторов OA 
и OC в начальном положении (см. рис. 3): 

 

.cos;sin;0; 1111 β−=β−=== ryrxyLx CCAA                     (6) 
 

Итерационные формулы первого цикла перехода к следующему положению 
точек A и C при поворотах соответствующих звеньев на угол Δφ и отрицательный 
угол Δα: 

;
k
ϕΔ

−=Δα                                                                 (7) 
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               (8)  

 

Здесь показаны известные [7 – 9] формулы определения координат точки при 
ее повороте на заданный угол вокруг начала координат или вокруг точки с извест-
ными координатами. 

На рисунке 5 звено OA продолжает вращаться вокруг точки O с постоянной 
угловой скоростью и поворачивается на угол φ по часовой стрелке. Вместе с ним 
продолжает поворачиваться звено ABC. Одновременно с этим звено ABC начинает 
поворачиваться обратно по часовой стрелке вокруг точки A на угол α2 – α, который 
в k раз меньше угла φ. 

Начальные координаты точек A и С во втором цикле – координаты векторов 
OA и OC в конечном положении (см. рис. 3):  

 

.cos;sin;0; 2222 β=β−==−= ryrxyLx CCAA                    (9) 
 

Итерационные формулы второго цикла перехода к следующему положению 
точек A и C аналогичны формулам (8) первого цикла за исключением формулы угла 
Δα, который здесь положительный 

.
k
ϕΔ

=αΔ                                                             (10) 

 
Рис. 5. Второй цикл обкатывания: 

а – начальное положение; б – четверть оборота 
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Таким образом, по итерационным формулам (6) – (10) при изменении угла φ  
в диапазоне полного оборота от 0° до 360° с заданным шагом Δφ, получаем после-
довательность координат точки C, составляющих траекторию ее движения, то есть 
требуемый профиль кулачка. 

Объединив итерационные формулы (8), можно получить и аналитическую ма-
тематическую модель в виде непрерывной параметрической функции 
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Здесь величины φ и α уже не дискретные постоянные, как в формулах (8),  
а вещественные переменные в заданном интервале. Данная функция описывает не-
прерывные кривые профиля кулачка первого и второго циклов обкатывания. Пер-
вая кривая получается с формулами (6) и (7), вторая – (9) и (10). 

Механизм с таким кулачком требует силового замыкания (поджатия толкателя 
к кулачку) посредством пружины или геометрического замыкания (рис. 6) установ-
кой симметричного относительно оси Oy кулачка в параллельной смещенной плос-
кости с симметричным смещенным толкателем. 

Для проверки полученной математической модели профиля кулачка равно-
мерного качания и работоспособности предложенного механизма спроектирован  
и изготовлен действующий макет (рис. 7, 8). Проектирование механизма осуществ-
лялось в системе Компас-3D, что позволило эффективно прорабатывать все конст-
руктивные элементы и вносить оперативные изменения на всех стадиях проекта. 
Механизм качания (см. рис. 7) состоит из трех основных элементов: основание, 
сборных рамок и сборных кулачков. Все элементы представляют собой плоские 
детали. В основании и кулачках выполнены окна для экономии материала. Сборные 
рамки – две одинаковые детали, соединенные на штифтах с клеем. В рамки впрес-
совываются с клеем две одинаковых оси. Одна ось качания в отверстии основания, 
другая ось скольжения в дуговом пазу основания. Оси выполнены с фланцами  
и фиксируют рамки на основании. Сборные кулачки также склеиваются на штифтах 
в симметричном положении. Верхний кулачок имеет цанговый зажим для фиксации 
на гладком цилиндрическом валу двигателя. Весь механизм базируется на двигателе 

по центральному отверстию основания  
и крепится винтами. Также винтами к 
рамкам крепится щелевое сопло, для ка-
чания которого и предназначен механизм. 
Двигатель и сопло не показаны на рис. 7. 

Все детали механизма распечатаны 
на 3D-принтере. Материал деталей PLA- 
пластик. Данный материал не обладает 
высокой прочностью и износостойкостью  
в сравнении с металлом. Тем не менее, 
такой пластиковый макет показал себя 
вполне работоспособным на реально дей-
ствующей установке по производству син-
тетического волокна. Это обусловлено, 
как показали испытания, сравнительно 
низкими силовыми нагрузками, дейст-
вующими на элементы механизма, и низ- 

Рис. 6. Геометрическое замыкание  
механизма 
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Рис. 7. 3D-модель механизма равномерного качания: 

1, 2 – винты крепления двигателя и сопла соответственно; 3, 5 – оси качания рамок  
и вращения кулачков соответственно; 4 – кулачки в сборе; 6 – кольцо зажима цанги;  

7 – рамки в сборе; 8 – штифты; 9 – основание 

 

 
 

Рис. 8. Общий вид кулачкового механизма равномерного качания 
 

кими скоростями их вращения и качания. Кроме того, положительным моментом 
данной технологии является невысокая стоимость изготовления деталей и возмож-
ность их быстрой печати для замены в случае поломки или износа при испытаниях. 

Таким образом, в результате выполненных аналитических исследований со-
ставлены геометрическая и векторная модели механизма равномерного качания 
раздувочного сопла агрегата для получения холстов из вторичного ПЭТ. Методом 
обкатывания толкателем условно неподвижного кулачка получен его требуемый 
профиль. Получив аналитическим путем и затем объединив итерационные форму-
лы циклов обкатывания кулачка, найдена математическая модель профиля кулачка 
в виде непрерывной параметрической функции. Изготовлен действующий макет 
механизма качания с разработанным кулачком. Испытание механизма на дейст-
вующей установке для производства холстов из ПЭТ-волокна подтвердило его эф-
фективную работу – разность толщин холстов не превышала 2 мм при их толщине 
25 мм. 
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Abstract: The paper focuses on the development of an improved mechanism for 
uniform swinging of a blow-out nozzle of machine for obtaining continuous canvases 
from polyethylene terephthalate fiber by the extrusion-blow method. Such a mechanism 
for obtaining a canvas with the same thickness over its width should provide for the 
reciprocating swinging movement of the blowing nozzle at a constant speed. Having 
compiled a geometrical and vector model of such a mechanism by the method of rolling a 
conditionally fixed cam with a pusher, its desired profile was obtained. Having obtained 
analytically and then combining the iterative formulas of cam run cycles, a mathematical 
model of the cam profile was obtained in the form of a continuous parametric function.  
A working model of the swinging mechanism for the developed cam is prepared. 
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Mathematisches Modell des Nocken-Profils des Mechanismus des 
Schwingens des Ausblasaggregats für Erhalten der synthetischen Faserstoffe 

 
Zusammenfassung: Die Arbeit ist der Entwicklung des verbesserten 

Mechanismus des gleichmäßigen Schwingens der Ausblasdüse eines Aggregats für 
Erhalten der kontinuierlichen Leinwände aus Polyethylen-Terephthalat-Fasern mit Hilfe 
des Extrusionsblasverfahrens gewidmet. Ein solcher Mechanismus zum Erhalten einer 
Leinwand mit der gleichen Dicke über ihre Breite sollte die hin- und hergehende 
Schwenkbewegung der Blasdüse mit einer konstanten Geschwindigkeit gewährleisten. 
Nachdem ein geometrisches und Vektormodell eines solchen Mechanismus unter 
Verwendung der Abwälzung eines herkömmlich feststehenden Nockens durch den 
schiebenden Vorschub erstellt wurde, wurde sein gewünschtes Profil erhalten. Nach dem 
analytischen Erhalten und anschließenden Kombinieren der iterativen Formeln der 
Einlaufnockenzyklen wurde ein mathematisches Modell des Nockenprofils in Form einer 
stetigen parametrischen Funktion erhalten. Ein Arbeitsmodell des Schwenkmechanismus 
mit einem entworfenen Nocken ist entwickelt worden. 
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Modèle mathématique du profil de came du mécanisme d'oscillation  
de l'agrégatgon flable pour l'obtention des matériaux fibreux synthétiques 

 
Résumé: L’article est consacré à la conception d'un mécanisme perferctionné 

d'oscillation uniforme de la buse gonflable de l'unité pour produire des toiles non 
discontinues en fibre de polyéthylène téréphtalate par extrusion et soufflage. Un tel 
mécanisme pour obtenir une toile d'une épaisseur égale en fonction de sa largeur doit 
permettre un mouvement alternatif et oscillant de la buse gonflable à une vitesse 
constante. Ayant constitué un modèle géométrique et vectoriel d'un tel mécanisme par la 
méthode du roulement par le poussoir de la came conditionnellement fixe, est obtenu son 
profil requis. Après avoir obtenu par voie analytique, puis combiné les formules itératives 
des cycles de roulement de came, est obtenu un modèle mathématique du profil de came 
sous la forme d'une fonction paramétrique continue. Est fabriqué le modèle du mécanisme 
d'oscillation temporaire avec la came conçue. 
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Аннотация: Рассмотрена возможность синтеза и оптимизации построения 

внутренних (формообразующих) цепей металлорежущих станков различного тех-
нологического назначения в виде гидравлической синхронной связи на основе 
шагового гидропривода в целях применения агрегатно-модульного принципа  
для повышения точности, снижения металлоемкости, создания рациональной 
конструкции цепей станка. 
 

_____________________________________ 
 

Введение 
 

Для изготовления некоторых деталей, таких как некруглые колеса, ходовые 
винты (червяки) с неравномерным шагом, конические шестерни полуобкатных 
передач, применяются станки, у которых отношение скоростей взаимосвязанных 
элементарных формообразующих движений не остается постоянным. 

Структура рассматриваемых станков строится таким образом, чтобы слож-
ное формообразующее движение было составлено из нескольких элементарных 
движений, одно из которых обязательно неравномерное. Чаще всего неравномер-
ное вращательное движение получают суммированием равномерного с неравно-
мерным, применяя суммирующий механизм и дополнительную внутреннюю ки-
нематическую цепь, которая равномерное движение превращает в неравномерное. 

Для получения методами резания поверхности заданной геометрической 
формы и размеров на изделии необходимо создать исполнительное движение 
формообразования инструмента и заготовки, траектории и скорости которых 
взаимосвязаны между собой.  

В настоящее время наиболее часто применяют кинематические цепи, движе-
ние в которых осуществляется посредством механических звеньев как в цепях 
главного движения, так и во внутренних (формообразующих), при этом каждая  
из них строится индивидуально для каждого типа станка, разного габарита, раз-
личной точности [1]. 

 
Формообразующие цепи металлорежущих станков  

с механическими связями 
 

Наиболее существенными недостатками кинематических цепей, составлен-
ных из механических звеньев, являются: 
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– значительная протяжность и громоздкость, особенно при сложном про-
странственном расположении рабочих органов и больших расстояниях между 
исполнительными органами станка; 

– непостоянная крутильная жесткость, которая зависит от протяженности 
цепи, числа и жесткости стыков кинематических пар, составляющих цепь; 

– индивидуальное проектирование и построение внутренних кинематических 
цепей под каждую определенную компоновку станка одного и того же типа и на-
значения, но разного габарита. 

Применение механических связей усложняет конструкцию станка, увеличи-
вает его металлоемкость, а при значительной протяженности механической цепи 
не всегда возможно обеспечить необходимую кинематическую точность цепи  
без применения специальных корригирующих устройств. 

На кинематическую точность цепи, составленной из механических звеньев, 
влияют геометрическая неточность элементов цепи и неточность их взаимного 
расположения, обусловленная погрешностями обработки и сборки. Большое 
влияние на точность цепи оказывают температурные деформации и крутильная 
жесткость, которая определяется взаимным углом поворота валов конечных звеньев 
кинематических цепей в зависимости от приложенного крутящего момента. 

Большое значение приобретает влияние крутильной жесткости в винторез-
ных цепях, цепях деления и обката значительной протяженности, при этом они 
становятся громоздкими и не всегда обеспечивают необходимую кинематическую 
точность, так как повышенное трение и изнашивание самих цепей приводят к по-
стоянному снижению их точности. 

При сложном пространственном расположении рабочих органов, большом 
числе промежуточных подвижных элементов и большом расстоянии между под-
вижным рабочим органом, жесткие кинематические цепи, составленные из меха-
нических звеньев, становятся сложными, что приводит к усложнению станка  
и снижению точности функционально связанных перемещений. 

При рациональном построении внутренних кинематических цепей станков, 
достижение их высокой кинематической точности может быть реализовано 
уменьшением до возможного предела погрешностей составляющих звеньев цепи 
и выбором такой кинематической схемы и ее звеньев, которые делают возможным 
минимальное влияние погрешностей. 

Уменьшение отдельных составляющих суммарной погрешности возможно 
осуществить следующими способами:  

– обеспечением необходимой и достаточной точности делительных червяч-
ных передач и промежуточных звеньев кинематических цепей формообразования 
(зубчатые колеса, подшипники и т.д.); 

– рациональным построением кинематической цепи в целях уменьшения 
влияния погрешности ее элементов.  

Одним из возможных способов повышения точности внутренних кинемати-
ческих цепей и сохранения ее в процессе эксплуатации является сокращение про-
тяженности цепей, что ведет к значительному снижению металлоемкости станков 
за счет применения высокоточных приводов, обеспечивающих непосредственное 
соединение двигателя с заготовкой и инструментом, исключая при этом коробки 
скоростей и  подач, промежуточные механические передачи и звенья. 

Это относится к металлорежущим станкам, имеющим сложное пространст-
венное расположение рабочих органов при значительном расстоянии между под-
вижными рабочими органами, длинные и разветвленные многозвенные перена-
страиваемые кинематические цепи, где требуется создать относительные взаимо-
связанные формообразующие движения инструмента и обрабатываемой заготовки. 
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Такие кинематические связи могут быть выполнены в виде разомкнутого 
гидравлического шагового привода (ГШП), применение которого в цепях метал-
лорежущих станков позволит в разомкнутой системе реализовать управляющие 
функции с большой точностью. 

 
Формообразующие гидравлические связи  

на основе шагового гидропривода 
 

Применение ГШП объясняется известными достоинствами гидропривода,  
к которым относятся: 

– малые габариты и масса при высокой силовой напряженности, что обеспе-
чивает малую инерционность подвижных частей; 

– высокое быстродействие и точность воспроизведения взаимосвязанных 
движений. 

Применение дискретных устройств позволяет значительно упростить систе-
му управления, получить достаточную точность при разомкнутой системе управ-
ления за счет однозначного соответствия между числом и частотой управляющих 
импульсов и величиной и частотой отработки дискретных перемещений (угловых 
или линейных) на выходе исполнительного органа. 

В качестве силового исполнительного органа используется гидравлический 
шаговый двигатель (ГШД), соединенный со звеном настройки, выполненным  
в виде генератора гидравлических импульсов (ГГИ) и преобразующим энергию 
жидкости в гидравлические импульсы. При этом каждому управляющему им-
пульсу соответствует определенный фиксированный угол поворота выходного 
вала ГШД. 

Скорость вращения и суммарный угол поворота выходного вала пропорцио-
нальны соответственно частоте и числу поступающих импульсов. Передаточное 
отношение гидравлической связи между исполнительными органами зависит  
от соотношения частот гидравлических импульсов, формируемых ГГИ и пода-
ваемых к исполнительным ГШД. Для воспроизведения образующей линии по ме-
тоду обката между перемещениями рабочих органов станка необходимо осущест-
вить требуемую функциональную зависимость. Для получения формообразующе-
го движения требуется обеспечить жесткую кинематическую связь между заго-
товкой и инструментом. Поэтому из всех видов ГШД наиболее приемлемыми для 
построения внутренних кинематических цепей являются двигатели с механиче-
ской редукцией шага. 

Для получения малой величины шага имеются примеры ГШД со встроенны-
ми волновыми и планетарными редукторами. Волновые гидродвигатели реализу-
ются различными конструктивными сочетаниями гибкого и жесткого зубчатых 
колес и волнообразователя. При этом различные технические характеристики 
привода, различные законы управления привода, принципиальные особенности 
ГШД будут зависеть от конструктивных разновидностей основных элементов. 

Внутренние кинематические цепи металлорежущих станков, выполненные  
в виде гидравлических связей на основе ГШД, можно построить, используя агре-
гатно-модульный принцип. Все агрегаты, входящие в состав ГШП, – источник 
рабочей жидкости (насосная установка), исполнительный силовой орган (ГШД  
с механической редукцией шага), управляющее (коммутирующее) устройство 
(ГГИ) – выполнены как конструктивно и функционально завершенные блоки (мо-
дули), которые имеют типовые присоединительные размеры и стыковочные уст-
ройства. Это обеспечивает соединение с конечными звеньями кинематических 
цепей и выполнение заданных функций либо самостоятельно, либо совместно  
с другими блоками в зависимости от сложности, назначения и точности кинема-
тической цепи, числа формообразующих движений [5 – 7]. 
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и 15 приводов вращения заготовки 10 и планетарного движения инструмента 11  
осуществляется от блоков гидрораспределителей 17 и 19 с торцовым распределе-
нием рабочей жидкости, выполненных на базе двух кромочного золотника. Число 
таких гидрораспределителей в каждом блоке определяется числом рабочих камер 
каждого из ГШД. Настройка внутренней гидравлической цепи на требуемое пере-
даточное отношение осуществляется с помощью ГГИ  4. 

Механический ГГИ представляет собой устройство, конструктивно выпол-
ненное в виде набора кодирующих дисков, закрепленных на общей оси, и полу-
чающего вращение от отдельного гидромотора 5. Число кодирующих дисков  
в генераторе определяет число передаточных отношений цепи. Генератор гидрав-
лических импульсов формирует гидравлические импульсы давления и распреде-
ляет их по рабочим камерам ГШД за счет периодического в определенной после-
довательности открытия и закрытия рабочих щелей. Наружная поверхность каж-
дого из кодирующих дисков выполнена таким образом, что один выступ может 
перекрывать только лишь одну щель. Рабочие щели в корпусе ГГИ располагаются 
с шагом tщ = tв(m ± 1/n), где tв – шаг выступов кодирующего диска, равный  
tв = 360°/z, здесь z – число зубьев выступов кодирующего диска; m – целое число, 
выбирается из условия удобного расположения и присоединения рабочих щелей  
к гидролиниям; n – число щелей, соответствующих числу каналов в ГШД. 

При таком расположении щелей, относительно выступов вращающегося ко-
дирующего диска через две оставшиеся незакрытыми щели, рабочая жидкость 
поступает на слив, при этом одна щель всегда перекрывается выступом диска.  
В момент, когда выступ вращающегося диска ГГИ находится напротив рабочей 
щели, происходит скачкообразное повышение управляющего давления. В резуль-
тате управляющее давление одного из каналов увеличивается до максимального,  
в двух других каналах рабочая жидкость поступает на слив. 

Генератор гидравлических импульсов обеспечивает постоянное для данной 
настройки отношение частот гидравлических импульсов давления, а, следова-
тельно, частот вращения выходных валов ГШД приводов заготовки и инструмен-
та. Коммутация потоков рабочей жидкости по силовым каналам и рабочим каме-
рам ГШД зависит от того, какая щель управляющих каналов перекрыта в данный 
момент выступом вращающегося кодирующего диска ГГИ. Передаточное отно-
шение между исполнительными органами зависит от соотношения частот гидрав-
лических импульсов. Изменение передаточного отношения цепи обката произво-
дится перемещением ползушек 3 на корпусе ГГИ относительно периферии коди-
рующего диска с разным числом выступов, осуществляя при этом коммутацию 
потоков рабочей жидкости по силовым каналам в зависимости от того, какая щель 
управляющих каналов перекрыта в данный момент выступом вращающегося дис-
ка генератора импульсов. 

Рабочая жидкость для получения управляющих импульсов для гидрораспре-
делителей с торцевым распределением рабочей жидкости поступает от насосной 
установки 2 через блок постоянных дросселей 7 по трубопроводу 6. 

На рисунке 2 представлена структурная схема токарно-затыловочного станка 
с гидравлическими формообразующими связями для затылования фасонных ци-
линдрических фрез с винтовыми стружечными канавками [8 – 10]. 

Станок включает в себе заготовку 10, вращение которой осуществляется 
электродвигателем Д через звено настройки iv. 

Движение затылования (деления), связывающее между собой вращение заго-
товки 10 и вращение кулачка затылования 6, от которого производится возвратно-
поступательное перемещение в радиальном направлении верхней каретки 14  
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чи 2 и управляемого от ГГИ 15, золотниковая втулка которого получает вращение 
от приводного зубчатого колеса 17, жестко закрепленного на ходовом винте 19 
продольной подачи суппорта 14. Рабочая жидкость подводится к ГГИ от насосной 
установки 1 по трубопроводу 5. 
 

Заключение 
 

Применение ГШП при построении внутренних (формообразующих) кинема-
тических цепей в виде гидравлических связей дает возможность решить следую-
щие задачи при проектировании станков. 

1. Обеспечить конструктивную однородность внутренних кинематических 
цепей для всех типов станков различного технологического назначения со слож-
ными движениями формообразования, в которых при работе требуется осущест-
вить жесткую функциональную связь между инструментом и заготовкой.  
Построение рациональной компоновки сложных формообразующих цепей стан-
ков выполняется из ограниченной номенклатуры составных унифицированных 
агрегатов (модулей), имеющих функциональную и конструктивную завершен-
ность с использованием ограниченного числа деталей и узлов индивидуального 
проектирования и изготовления. Данные узлы при соответствующей сборке обес-
печивают построение внутренних цепей различного функционального назначе-
ния, а также технологические и компоновочные условия по точности, числу фор-
мообразующих движений, металлоемкости для конкретной технологической за-
дачи в станках различного технологического назначения. 

2. Расширить возможности применения ГШП для выполнения сложных 
взаимосвязанных формообразующих движений в станках, особенно при сложном 
пространственном расположении исполнительных рабочих органов станка, боль-
шом числе промежуточных звеньев в цепи и значительном расстоянии между 
подвижными рабочими органами, когда механические кинематические цепи ста-
новятся многозвенными, протяженными, сложными и громоздкими, что приводит 
к усложнению конструкции станка и снижению точности функционально связан-
ных перемещений. 

3. Обеспечить значительное сокращение сроков и снижение трудоемкости 
проектирования, изготовления и освоения новых конструкций кинематических 
цепей, поскольку допускается возможность многократного использования эле-
ментов цепей в различных комбинациях и сочетаниях. В новых компоновках 
обеспечивается рациональное построение кинематики станка с наименьшим чис-
лом механических звеньев, так как возможно прямое непосредственное соедине-
ние исполнительного силового ГШД с исполнительными узлами станка (инстру-
мента и заготовки) без применения коробок подач, редукторов, промежуточных 
передач и т.д. 

4. Повысить точность кинематических цепей за счет уменьшения накоплен-
ной погрешности, так как общая протяженность механической кинематической 
цепи при замене ее гидравлической связью между согласуемыми рабочими орга-
нами предельно сокращается. 

5. Позволяет не конструировать внутренние (формообразующие) кинемати-
ческие цепи станков различного технологического назначения и разных типораз-
меров одного назначения каждый раз заново, а компоновать их из функционально 
и конструктивно завершенных агрегатов (модулей), взятых в таком сочетании, что 
обеспечивает необходимые формообразующие движения, рациональную компо-
новку станка, точность цепи. 

6. Уменьшить металлоемкость и массу станка за счет исключения из состава 
механической цепи до возможного минимума числа промежуточных звеньев. 
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7. Обеспечить конструктивную преемственность при создании конструкций 
станков благодаря типизации конструктивного исполнения внутренних кинемати-
ческих цепей, выполненных в виде гидравлических связей на основе ГШП, со-
стоящего из функционально и конструктивно завершенных агрегатов (модулей), 
имеющих унифицированные габаритно-установочные и присоединительные эле-
менты и выполняющих заданные функции самостоятельно либо совместно с ана-
логичными модулями в зависимости от назначения, сложности внутренней цепи, 
числа формообразующих движений, точности цепи. 

 
Работа подготовлена при финансовой поддержке Российского фонда фун-

даментальных исследований, № 17-48-680787. 
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Abstract: The paper studies the possibility of synthesizing and optimizing the 

construction of internal (forming) chains of metal-cutting machines of various 
technological purposes in the form of a hydraulic synchronous connection on the basis 
of a hydraulic drive with the purpose of applying the modular-modular principle to 
increase accuracy, reduce metal consumption, and create a rational design of machine 
tool chains. 
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Synthese und Optimierung der kinematischen Struktur  
von Werkzeugmaschinen mit Verwendung der hydraulischen  

Verbindungen in formbildenden Ketten 
 

Zusammenfassung: Es ist die Möglichkeit der Synthese und Optimierung des 
Aufbaus von inneren (formbildenden) Ketten der Zerspanungsmaschinen für 
verschiedene technologische Zwecke in Form einer hydraulischen Synchronverbindung 
auf der Basis eines hydraulischen Schrittantriebs für die Anwendung des 
aggregatmodularen Prinzips betrachtet, um die Genauigkeit zu erhöhen, den 
Metallverbrauch zu reduzieren, eine rationale Konstruktion von 
Werkzeugmaschinenketten zu schaffen. 
 
 
Synthèse et optimisation de la structure cinématique des machines à l'aide 

de liaisons hydrauliques dans les chaînes de formage 
 

Résumé: Est envisagé la possibilité de synthétiser et d'optimiser la construction 
des chaînes internes (de formage) des machines-outils de découpe des métaux à divers 
fins technologiques sous la forme d'une connexion synchrone hydraulique à la base du 
moteur pas à pas pour l'application d'un principe agrégat-modulaire pour améliorer la 
précision, réduire la capacité métallique, créer une conception rationnelle des chaînes de 
la machine. 
 
 

Авторы: Ванин Василий Агафонович – доктор технических наук, профес-
сор кафедры «Компьютерно-интегрированные системы в машиностроении»;  
Колодин Андрей Николаевич – старший преподаватель кафедры «Компьютерно-
интегрированные системы в машиностроении»; Родина Антонина Александровна – 
старший преподаватель кафедры «Компьютерно-интегрированные системы  
в машиностроении»; Фидаров Валерий Хазбиевич – кандидат технических наук, 
доцент кафедры «Компьютерно-интегрированные системы в машиностроении», 
ФГБОУ ВО «ТГТУ», г. Тамбов, Россия. 
  

Рецензент: Мордасов Денис Михайлович – доктор технических наук,  
профессор, заведующий кафедрой «Материалы и технология», ФГБОУ ВО 
«ТГТУ», г. Тамбов, Россия. 



ISSN 0136-5835. Вестник ТГТУ. 2018. Том 24. № 4. Transactions TSTU 717

 

Материаловедение. Нанотехнологии  
 

 
УДК 51-74 
DOI: 10.17277/vestnik.2018.04.pp.717-726 
 

МОДЕЛИРОВАНИЕ  ПРОЦЕССА  ПОЛУЧЕНИЯ  
ГРАФЕНОВЫХ  СТРУКТУР  ЖИДКОФАЗНОЙ   
СДВИГОВОЙ  ЭКСФОЛИАЦИЕЙ  ГРАФИТА 

 
К. А. Аль-Шиблави1, А. А. Пасько2, В. Ф. Першин2 

 
Кафедры: «Конструкции зданий и сооружений» (1), 

«Техника и технологии производства нанопродуктов» (2), 
ФГБОУ ВО «ТГТУ», г. Тамбов, Россия; pershin.home@mail.ru 

 
Ключевые слова: вероятность; малослойный графен; марковские процес-

сы; сдвиг; аппарат «статор-ротор»; суспензия; эксфолиация. 
 

Аннотация: Предложен механизм жидкофазной сдвиговой эксфолиации 
графита. На основе математического аппарата случайных марковских процессов 
разработана модель процесса и предложены зависимости для расчета элементов 
матрицы переходных вероятностей. Проведена идентификация параметров мате-
матической модели и проведено сравнение рассчетных и экспериментальных ре-
зультатов. На основании данной модели разработана и опробирована методика 
расчета геометрических параметров аппарата «статор-ротор» и режимных пара-
метров процесса. Рассчитан, спроектирован и в настоящее время изготавливается 
в АО «Тамбовский завод «Комсомолец» имени Н. С. Артемова» опытно-промыш-
ленный образец аппарата. 
 

_____________________________________ 
 
 

Введение 
 

Графеновые наноструктуры, в частности малослойный графен, все шире ис-
пользуются для получения новых конструкционных и функциональных материа-
лов [1 – 3]. В ряде случаев необходим именно графен, то есть наноматериал тол-
щиной в один атом углерода. Прежде всего, это использование графена в элек-
тронике, где необходимы идеальная структура и уникальные свойства. Исследо-
вания показали, что при модифицировании полимеров хорошие результаты могут 
быть достигнуты при использовании малослойного графена (до 10 слоев) [4].  
Малослойный и многослойный графен хорошо зарекомендовал себя при модифи-
цировании пластичных смазок [5]. Известны разные технологии получения гра-
феновых структур: химическое газовое осаждение, химическая эксфолиация, ме-
ханическая эксфолиация [6 – 11]. До настоящего времени в промышленных мас-
штабах, в основном, используется технология с применением следующего мар-
шрута: «графит – оксид графита – графен». Данная технология основана на окис-
лении графита по способу Хамерса – Офемана [12] и используется в ООО «Нано-
ТехЦентр» при промышленном производстве малослойного графена [13].  
При переходе от оксида графита к графену применяется ультразвуковая обработ-
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ка водной суспензии. Большие затраты энергии на ультразвуковую обработку 
значительно повышают стоимость готового продукта. Кроме этого, использова-
ние сильных кислот требует дополнительных затрат на обеспечение безопасности 
производства и утилизацию отходов. 

Наиболее перспективным способом получения малослойного графена явля-
ется жидкофазная механическая эксфолиация кристаллического графита с ис-
пользованием поверхностно-активных веществ [7 – 9] или растворителей [10].  
В работе [10] дано описание достаточно простого не токсичного способа приго-
товления и диспергирования моно- и малослойных графенов с низкой стоимо-
стью. Положительный результат достигается путем отслаивания графита в смеси 
этанол/вода. Решающее значение для процессов отслоения и диспергирования 
имеет соотношение этанола и воды. Данный метод позволяет избежать традици-
онного использования сильных окислителей и поверхностно-активных веществ, 
которые отрицательно влияют на структуру и свойства графена. Отмечено, что 
использование этанола и воды позволяет легко подготовить прозрачные и прово-
дящие пленки графена вакуумной фильтрацией или методом распыления, не тре-
бующим специальной последующей обработки для удаления примесей. Особый 
интерес представляет способ получения водных суспензий малослойного графена 
с использованием смесителя «статор-ротор» [9]. Полученную данным способом 
водную суспензию, содержащую малослойный графен, успешно используют для 
модифицирования бетона [11]. Результаты исследований подтвердили перспек-
тивность данного метода и показали, что для перехода от лабораторных исследо-
ваний к проектированию промышленной установки необходимо разработать ме-
тодику расчета, основанную на математической модели процесса жидкофазной 
эксфолиации. Цель работы – разработка математической модели процесса жидко-
фазной эксфолиации. 

 
Качественный анализ процесса и его физическая модель 

 
Экспериментальные исследования процесса эксфолиации графиты проводи-

лись с использованием аппарата «статор-ротор», аналогичного представленному  
в работах [9, 11]. Аппарат состоит из цилиндрической оболочки с плоским дни-
щем, внутри которой расположен ротор с лопастями (рис. 1). 

Предварительно, в прозрачной цилиндрической емкости подготавливали 
водную суспензию с кристаллическим графитом ГС-1. Аппарат помещали в ем-
кость и включали привод вращения ротора. Использование прозрачной емкости 
 

 
 

Рис. 1. Схема аппарата «статор-ротор»: 
1 – статор; 2 – ротор; 3 – привод; 4 – подвижная лопасть; 5 – крышка 
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позволяло визуально наблюдать и фиксировать на видеокамеру гидродинамику 
процесса. Суспензия, находящаяся в зонах между статором, ротором и лопастями, 
раскручивается и на частицы графита начинают действовать центробежные силы, 
под действием которых частицы прижимаются к внутренней поверхности статора 
и их окружная скорость существенно уменьшается. Часть частиц с водой покида-
ют статор через отверстия в цилиндрической поверхности, другая – попадает  
в зону между внутренней поверхностью статора и лопастями. В данном случае 
лопасть, движущаяся со скоростью V = ωR, где ω – угловая скорость вращения 
ротора, R – наружный радиус лопасти, действует на частицу результирующей си-
лой F, которую можно разложить на две составляющие: нормальную силу N  
и сдвигающую G (рис. 2). Сила трения Fтр., которая препятствует проскальзыва-
нию частицы относительно внутренней поверхности статора, равна 

 

( )NFfF C +=тр ,                                                      (1) 
 

где FC – центробежная сила, действующая на частицу. 
Даже если предположить, что окружная скорость движения частицы равна 

нулю, на нее действует центробежная сила от водяного столба, находящегося  
между частицей и ротором. Cила трения больше сил сцепления между графено-
выми слоями, поэтому в результате воздействия на частицу вращающейся лопа-
стью происходит сдвиг графеновых слоев относительно друг друга и из одной 
частицы образуются две, но с меньшим числом слоев. 

В результате многократных сдвиговых воздействий частицы графита преоб-
разуются сначала в многослойный графен, затем малослойный и, в конечном ито-
ге, однослойный. 

 
Математическая модель процесса эксфолиации 

 
Для построения математической модели используем математический аппа-

рат случайных марковских процессов, дискретных в пространстве и времени.  
Будем считать, что система, то есть водная суспензия графита, состоит из боль-
шого числа ячеек, в каждой из которых находятся только частицы с определенным 
количеством слоев. Система переходит из одного состояние в другое скачкообраз-
но. Время, за которое осуществляется один переход, равно ΔT. Состояние системы 
(водной суспензии графита) будем характеризовать вектором состояния S(k): 
 

 
 

Рис. 2. Схема сил, действующих на частицу,  
находящуюся между лопастью и внутренней поверхностью статора 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ },,;,;;,2;,1 kMckickckckS …=                                    (2) 
 

где k – номер перехода, i – номер ячейки, с – число в ячейке частиц с определенным 
числом графеновых слоев или диапазоном числа слоев, M – общее число ячеек. 

Число графеновых слоев частиц в ячейках последовательно уменьшается 
слева направо. Возможны разные варианты изменения числа графеновых слоев  
в соседних ячейках, в зависимости от поставленных задач. Например, возможен 
вариант, при котором число слоев в каждой последующей ячейке уменьшается  
на единицу. В данном варианте число ячеек достигает нескольких тысяч.  
Возможен вариант, при котором число слоев изменяется на 10, при допущении  
о том, что в пределах каждой ячейки равновероятно пребывание частиц с числом 
слоев в пределах каждого десятка. Значения элементов вектора исходного состоя-
ния системы S(0) определяются характеристикой исходного графита и его кон-
центрацией. Изменение системы во времени характеризуется следующими соот-
ношениями: 

 

;)0()1( PSS =  
 

;)1()2( PSS =  
 

………..……                                                        (3) 
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где Р – матрица переходных вероятностей. 
Матрица имеет следующий вид 
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где jip ,  – вероятность перехода частиц с участка i на участок j. 
При допущении о том, что за один переход равновероятно отслоение 1, 2, 3 .. 

n(i)/2 слоев, где n(i) – число слоев у частиц, находящихся в i-ой ячейке, элементы 
матрицы Р можно определить следующим образом 

 

( ),0, iMpp iji −=                                                    (5) 
 

где pi0 – вероятность участия частиц i-ой ячейки в процессе эксфолиации на дан-
ном переходе. 

Вектор исходного состояния системы определяется концентрацией графита  
и распределением частиц графита по числу графеновых слоев. 

Логично предположить, что с увеличением номера ячейки, то есть с умень-
шением числа графеновых слоев у частиц, находящихся в данной ячейке, вероят-
ность участия частиц в процессе эксфолиации уменьшается. Зависимость измене-
ния параметра pi0 определяется с учетом экспериментальных данных об измене-
нии концентрации графеновых структур в процессе эксфолиации. 
 

Методика проведения экспериментов, результаты и обсуждение 
 
Эксперименты проводили следующим образом. Готовили 3…6 л водной сус-

пензии кристаллического графита ГС-1 с концентрацией 3 – 6 %, заливали ее  
в цилиндрическую емкость, устанавливали аппарат и начинали обработку суспен-
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зии. Каждые 10 мин останавливали процесс и отбирали 100 мл суспензии. Сус-
пензию центрифугировали, удаляли осадок и определяли концентрацию  
графеновых наноструктур в оставшейся суспензии. После проведения анализа 
пробу смешивали с остатком, выливали в емкость и продолжали процесс эксфо-
лиации. После того, как концентрация очередной пробы увеличивалась менее чем 
на 5 % от концентрации предыдущей пробы, процесс эксфолиации прекращали.  
В процессе экспериментов изменяли скорость вращения ротора: 5000; 10000; 
12000; 15000 об/мин. 

На рисунке 3 показана характерная зависимость концентрации графеновых 
структур в суспензии от времени процесса эксфолиации при разных исходных 
концентрациях графита. 

Видно, что при увеличении исходной концентрации графита в суспензии, 
интенсивность процесса увеличивается, особенно в начале процесса. Данный факт 
достаточно просто учитывается в математической модели, поскольку исходная 
концентрация графита во многом определяет вектор исходного состояния системы. 

Как видно из представленных результатов, интенсивность роста концентра-
ций графеновых структур за одинаковые промежутки времени (5 мин) с увеличе-
нием времени обработки суспензии уменьшается. Так, при исходной концентра-
ции графена 60 мг/мл, за промежуток времени 5…10 мин концентрация графено-
вых структур увеличивается на 46,6 % (с 0,75 до 1,1 %), а за промежуток времени 
20…25 мин всего на 6,2 % (с 1,6 до 1,7 %). Данный факт можно объяснить сле-
дующими обстоятельствами. С увеличением времени эксфолиации увеличивается 
число частиц с меньшим числом графеновых слоев. Согласно предложенной вы-
ше физической модели процесса (см. рис. 2), эти частицы реже попадают в зоны 
между лопастью и внутренней поверхностью статора, либо проскакивают эту зо-
ны без сдвига слоев, если рядом в указанную зону попала частица с большим чис-
лом графеновых слоев. Учитывая данный факт, можно предположить, что чис-
ленное значение вероятности участия частиц i-ой ячейки в процессе эксфолиации 
pi0 с увеличением i будет уменьшаться.  

На рисунке 4 представлены результаты изменения концентрации графеновых 
структур во времени, при разных скоростях вращения ротора. Видно, что необхо-
димое время обработки суспензии с увеличением скорости вращения ротора 
уменьшается. В математической модели данный факт можно учесть изменением 
ΔT , приняв численную величину данного параметра обратно пропорциональной 
скорости вращения ротора. 

Таким образом, в предлагаемой математической модели два параметра pi0  
и ΔT подлежат идентификации. 

 

 
 

Рис. 3. Зависимость концентрации графеновых структур C от времени обработки t 
при разных исходных концентрациях графита, мг/мл: 
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Рис. 4. Зависимость концентрации графеновых структур С 
от времени обработки t при разных скоростях вращения ротора, об/мин: 

 
 

Идентификация параметров и проверка адекватности модели 
 

Прежде всего, провели идентификацию параметра pi0 по результатам обра-
ботки исходной суспензии с концентрации графита 60 мг/мл при скорости враще-
ния ротора 12000 об/мин. 

Зависимость вероятности участия частиц i-ой ячейки в процессе эксфолиа-
ции на данном переходе pi0 искали в виде 

 

( ) ,e 0000 k
ki

ki pppp +−= −                                         (6) 
 

где p0 и p0k – базовые вероятности участия частиц в начале и конце процесса экс-
фолиации соответственно; k – безразмерный коэффициент. 

Численные значения p0, p0k и k искали методом последовательных приближе-
ний, принимая за критерий минимальные среднеквадратические отклонения рас-
четных значений концентрации в готовой суспензии (после центрифугировании и 
удаления осадка) и экспериментальных данных.  

В результате анализа двух экспериментов при скоростях 5000 и 12000 об/мин 
получена зависимость параметра ΔT от скорости вращения ротора. 

Полученные значения параметров использовали в представленной выше  
математической модели для нахождения зависимости концентрации графеновых 
структур от времени при разных исходных концентрациях графита и скоростях 
вращения ротора. В качестве примера на рис. 5 представлено сравнение расчет-
ных (сплошная линия) и экспериментальных (точки) значений при исходной кон-
центрации графита 50 мг/мл и скорости вращения ротора 10000 об/мин. Как видно 

 

 
 

Рис. 5. Зависимость концентрации графеновых структур от времени обработки 
при разных скоростях вращения ротора, концентрация графита 50 мг/мл 
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из рис. 5 наблюдается удовлетворительная сходимость результатов. Аналогичные 
результаты получены для других значений исходных концентраций графита  
и скоростей вращения ротора. 

Математическая модель использована при разработке методики расчета про-
мышленных аппаратов «статор-ротор» для приготовлении водных суспензий гра-
феновых структур. Согласно данной методике: 

– формируется блок исходных данных, включающий справочные характери-
стики по графиту и жидкой фазе, а также результаты проведенных ранее экспери-
ментов; 

– исходя из заданной производительности, рассчитываются геометрические 
параметры аппарата «статор-ротор» (внутренний диаметр статора, наружный 
диаметр ротора, число и размер лопастей, высота аппарата); 

– формируется вектор исходного состояния системы с учетом гранулометри-
ческого состава графита и его концентрации в суспензии; 

– формируется матрица переходных вероятностей; 
– с использованием математической модели рассчитывается максимальная 

концентрация малослойного графена и время процесса эксфолиации. 
С использованием данной методики рассчитан, спроектирован и в настоящее 

время изготавливается в АО «Тамбовский завод «Комсомолец» имени Н. С. Ар-
темова» опытно-промышленный образец аппарата. 

 
Выводы 

 
Предложенная математическая модель, в основе которой заложена физиче-

ская модель образования графеновых структур под воздействием сдвиговых уси-
лий, удовлетворительно описывает процесс жидкофазной сдвиговой эксфолиации 
графита. Параметры модели достаточно легко идентифицируются. На основании 
данной модели разработана и опробирована методика расчета геометрических 
параметров аппарата «статор-ротор» и режимных параметров процесса.  
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Using Liquid Phase Graphite Shift Exfoliation 
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apparatus; suspension; exfoliation. 
 
Abstract: The mechanism of liquid-phase shear exfoliation of graphite is 

proposed. Based on the mathematical apparatus of random Markov processes, a process 
model has been developed and dependencies for calculating the elements of the 
transition probabilities matrix have been proposed. The parameters of the mathematical 
model were identified and the calculated and experimental results were compared. 
Based on this model, a method for calculating the geometrical parameters of the stator-
rotor of the apparatus and operating parameters of the process has been developed and 
tested. The experimental prototype apparatus was designed, calculated and 
manufactured at the JSC “Tambovskii Zavod “Komsomolets” imeni N. S. Artyomova”. 
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Modellierung des Prozesses der Herstellung der Graphenstrukturen 
durch Flüssigphasen-Graphit-Scher-Peeling 

 
Zusammenfassung: Es ist der Mechanismus der Flüssigphasenscherung von 

Graphit vorgeschlagen. Basierend auf der mathematischen Vorrichtung der zufälligen 
Markov-Prozesse ist ein Prozessmodell entwickelt worden und Abhängigkeiten zur 
Berechnung der Elemente der Übergangswahrscheinlichkeitsmatrix sind vorgeschlagen. 
Es sind die Parameter des mathematischen Modells identifiziert und die berechneten 
und experimentellen Ergebnisse verglichen. Auf der Grundlage dieses Modells wurde 
eine Methode zur Berechnung der geometrischen Parameter des Stator-Rotors der 
Vorrichtung und der Betriebsparameter des Prozesses entwickelt und getestet.  
Der experimentelle Prototypapparat ist entworfen, konstruiert und wird derzeit in der 
AG "Tambower Werk "Komsomolez" namens N. S. Artyomov" hergestellt. 
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Modélisation du processus d'obtention des structures de graphène  
par une exfoliation à décalage de graphiteen phase liquide 

 
Résumé: Est proposé le mécanisme de l'exfoliation de décalage de graphite en 

phase liquide. A la base de l'appareil mathématique des processus aléatoires Markov est 
élaboré un modèle de processus et sont proposées les dépendances pour calculer les 
éléments de la matrice de probabilité transitoire. Est effectuée l'identification des 
paramètres du modèle mathématique; est réalisée la comparaison des résultats calculés 
et expérimentaux. A la base de ce modèle, une méthode de calcul des paramètres 
géométriques du stator de l'appareil et des compteurs de régime a été développée et 
testée. Est conçu, construit et actuellement fabriqué un échantillon expérimenté et 
industriel de l'appareil à la SA "Usine de Tambov "Komsomolets" qui porte le nom  
N. S. Artemov. 
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ВЫСОКОИНТЕНСИВНЫЙ  УЛЬТРАЗВУК  КАК  ИНСТРУМЕНТ 

ВОЗДЕЙСТВИЯ  НА  НАНОСТРУКТУРНЫЕ  СИСТЕМЫ 
В  БИОМЕДИЦИНСКИХ  ТЕХНОЛОГИЯХ 
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Ключевые слова: инкапсулированное лекарственное средство; интенсив-

ный ультразвук; композитные микрокапсулы; микрокапсулы; микроконтейнеры; 
наноразмерные оболочки; наноразмерные структуры; полиэлектролиты. 

 
Аннотация: Проведен обзор отечественных и зарубежных публикаций за 

два последних десятилетия, касающихся исследования ультразвукового воздейст-
вия на формирование наноструктурных материалов, а также на свойства нанораз-
мерных систем. Обсуждается механизм воздействия высокоинтенсивного ультра-
звука в режиме кавитации на жидкие среды. Показана существенная роль высоко-
интенсивного ультразвука при производстве наноструктурных материалов. Дано 
описание результатов последних исследований воздействия высокоинтенсивного 
ультразвукового излучения на прочностные характеристики наноразмерных обо-
лочек микрокапсул. Обобщены результаты исследований по воздействию ультра-
звука на скорость вскрытия микроконтейнеров с контролируемым высвобождени-
ем модельного лекарственного вещества в виде низкомолекулярных гидрофиль-
ных молекул, инкапсулированного внутри гидрофобного контейнера. Проанали-
зированы результаты исследований совместного воздействия низкочастотного  
и высокочастотного ультразвука на кавитационные процессы в жидких средах. 
Сделаны обобщающие выводы об эффективности применений ультразвуковых 
технологий при производстве и исследованиях наноразмерных систем в биомеди-
цинских технологиях.  

 
_____________________________________ 

 
Введение 

 
Активные исследования в области нанотехнологий и наноматериалов и по-

вышенный интерес к их практическому использованию в последние годы обу-
словлены широкими возможностями, открывающимися применением наномате-
риалов в целом ряде областей народного хозяйства: химической, медико-
биологической, технологической и др. Это сверхчувствительные диагностические 
нано-сенсоры [1]; средства адресной доставки лекарств в медицине [2, 3]; само-
восстанавливающиеся материалы [4]; грязеотталкивающие материалы [5, 6]; на-
но-покрытия и протекторы коррозии [7]; тканевая инженерия [8]; методы дезин-
фекции питьевой воды [9].  

Наиболее перспективными в последнее время оказываются задачи, лежащие 
на стыке наук, что позволяет применять методы, разработанные в смежных нау-
ках, проявляя, таким образом, синергетический эффект. Так, современные методы 
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диагностики, лечения и мониторинга многих заболеваний в современной медици-
не вышли на новый качественный уровень, именно благодаря достижениям в об-
ласти биохимии, биомедицины и, в частности, благодаря применению нанотехно-
логий и наноматериалов в этих науках.  

Например, в современной медицине выделяют пять основных областей при-
менения наноматериалов и нанотехнологий: 1) доставка активных лекарственных 
средств; 2) новые методы и средства терапии в наноразмерном диапазоне; 3) in vivo 
диагностика; 4) in vitro диагностика; 5) медицинские протезы и имплантаты [10]. 

Создание систем адресной доставки лекарственных средств в локальную по-
раженную область, с последующим высвобождением этих препаратов в заданное 
время и в необходимой дозировке является одним из перспективных направлений 
развития современной медицины [2, 3]. Такой подход обещает существенным 
образом снизить концентрацию лекарственных препаратов в организме в целом  
и повысить эффективность их воздействия на пораженные участки. Особенно ак-
туальными такие методы могут оказаться при терапии онкологических заболева-
ний, где токсичность применяемых лекарственных средств оказывает серьезные 
негативные последствия на организм в целом. Локализация терапевтического воз-
действия на онкологические поражения позволит снизить, а в ряде случаев, избе-
жать необходимости хирургического вмешательства. 

Важной составляющей в решении задач разработки новых наноматериалов  
и наноконтейнеров для доставки лекарственных средств на их основе является 
использование ультразвуковых (УЗ) технологий и, в частности, применение вы-
сокоинтенсивного сфокусированного ультразвука – High Intensity Focused Ultra-
sound (HIFU) [11 – 13]. 
 

Постановка задачи и актуальность проблемы 
 
Целью настоящего обзора является обобщение результатов исследований  

в области воздействия ультразвукового излучения на наноструктурные системы  
в биомедицине и смежных областях науки и технологии.   

В последние годы увеличивается число публикаций, посвященных поиску ма-
териалов для разработки микро- и наноконтейнеров для адресной доставки лекар-
ственных средств. Однако, несмотря на значительное количество работ на данную 
тему, проблема создания таких контейнеров остается актуальной, так как к этим 
средствам доставки предъявляется целый ряд требований: нетоксичность, биосо-
вместимость и биодеградация, чувствительность к средствам воздействия, позво-
ляющим высвобождать заключенные лекарственные средства и др. 

Кроме систем инкапсулирования, интенсивно изучаются системы доставки 
лекарственных средств, с контролируемым высвобождением по требованию для 
уменьшения токсичности и увеличения терапевтической эффективности [14]. На 
сегодняшний день различные факторы внешнего воздействия, такие как вариация 
pH, температуры, лазерное и микроволновое излучения, использованы для изме-
нения проницаемости оболочки и облегчения контролируемого высвобождения 
лекарственных препаратов [15]. Из вышеперечисленных методов лазерное излу-
чение предполагает низкую глубину проникновения (~ 1 см), в результате чего 
изменение pH и температуры тела человека вызывает нежелательные побочные 
эффекты. Поэтому ожидается, что эти средства высвобождения будут иметь огра-
ниченное применение для биологических и медицинских систем [16]. Микровол-
новое излучение предполагает большие глубины проникновения в сравнении  
с лазерным, тем не менее, глубинные механизмы взаимодействия лекарственных 
микроконтейнеров с микроволновым излучением на настоящий момент практиче-
ски не изучены [17].  
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В то же время, ультразвук уже используется в качестве диагностического  
и терапевтического метода при многих заболеваниях (например, рак простаты, 
камни в почках и др.). В частности, HIFU, вследствие неинвазивной природы  
и большой глубины проникновения, находит большой интерес среди ученых – 
биомедиков [18], ставящих HIFU в качестве одного из самых перспективных ме-
тодов контролируемого высвобождения лекарственных препаратов [19].  

К настоящему времени разработано достаточно большое число ультразвуко-
вого оборудования для применения в нанотехнологиях [11 – 13, 18, 19]. Однако 
при создании новых технологических процессов изготовления микро- и нанокон-
тейнеров и нанокапсул приходится находить оптимальные режимы генерации  
и доставки ультразвука в область воздействия на микро- и нанобъекты. 

 
Механизм ультразвукового воздействия в кавитационном режиме 

 
Исследованию механизмов воздействия высокоинтенсивного ультразвука  

на состояние жидких и твердых, кристаллических и аморфных сред в разные годы 
посвящено большое число монографий и оригинальных публикаций [20 – 24].  

Именно кавитационный режим, являющийся существенно нелинейным, ока-
зывает наиболее эффективное воздействие на механические характеристики сре-
ды. Переход в нелинейный режим происходит при увеличении интенсивности 
ультразвука, когда наряду с основным тоном ультразвуковых колебаний появля-
ются высшие гармоники и субгармоники, расширяющие спектр генерируемых 
волн [25].  

Эффективность ультразвукового воздействия в кавитационном режиме объ-
ясняется чрезвычайно высокими значениями давления газа внутри кавитационно-
го пузырька в воде при его схлопывании – до 100 МПа, по данным работы [20]. 
Этот уровень давления определяется, прежде всего, реальной прочностью воды – 
способностью выдерживать растягивающие напряжения, определяемые не теоре-
тической прочностью (составляющей до 1000 МПа), а растворенными в воде  
газами [24]. Однако кавитационные пороги, то есть уровни интенсивностей,  
при которых может наступать кавитация, зависят существенным образом от мно-
гих параметров: частоты ультразвуковых колебаний, вязкости среды, газосодер-
жания и др. Например в биологических средах с нормальным газосодержанием 
кавитация может возникать при плотностях акустической мощности всего  
0,3 Вт/см2 [20]. При этом следует обратить внимание на тот факт, что уровни  
кавитационного порога при возбуждении плоскими ультразвуковыми волнами  
и сфокусированным ультразвуком могут существенно отличаться (на порядки)  
в силу того, что область воздействия плоского волнового фронта на объемную 
среду оказывается больше, чем область ультразвукового пучка в фокальной плос-
кости. Например, для возникновения кавитации в тканях мозга подопытных жи-
вотных при воздействии на эти ткани сфокусированным ультразвуком, требуется 
плотность акустической мощности, составляющая до 1000 Вт/см2 [26].  

Другой существенный фактор действия кавитационного пузырька – высокая 
температура, составляющая по некоторым данным 5000…25000 К, что возможно 
объясняется стремительным возрастанием плотности среды в период сжатия  
с высвобождением тепловой энергии [25, 27]. Взрыв кавитационного пузырька, 
занимающий около одной наносекунды, приводит к высокой скорости его охлаж-
дения – порядка 1000 К/с. В момент взрыва высвобождается энергия, которая пе-
редается микропотокам жидкости, что приводит к их стремительному движению 
со скоростями, достигающими 150 м/с [28]. 

Обсуждаемые факторы поясняют, отчасти, разнообразие эффектов, произво-
димым интенсивным ультразвуком на различные среды.  
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Применение ультразвука при получении наноструктурных материалов 
 
Большое внимание исследователей в последние годы уделяется использова-

нию ультразвуковых технологий при получении наноструктурированных мате-
риалов. В работе [29] обсуждаются полученные результаты и перспективы в по-
лучении различных типов наноматериалов при использовании ультразвука, в ча-
стности, посредством адсорбции полимеров на поверхности частиц в дисперсных 
системах. Отмечается, что наноструктурные процессы в зоне контакта макромо-
лекул с поверхностью частиц играют основную роль в формировании свойств 
дисперсной системы. Уделяется внимание эффективности использования ультра-
звука при получении нанодисперсного графита, как прекурсора для синтеза гра-
фена. В работе [29] делается акцент на перспективность использования ультра-
звуковых технологий при синтезе наночастиц гидроксиапатита кальция, который 
может быть использован в качестве нанобиоматериала, обладающего химической 
стабильностью и биосовместимостью. Указанные качества данного материала 
позволяют надеяться на его применение в качестве средств доставки лекарствен-
ных препаратов, а также в качестве костных имплантатов. В книге [30] описыва-
ются технологии получения наноструктурных материалов, а также особенности 
воздействия ультразвука на твердофазные системы, в частности, эффекты актива-
ции наноструктурных порошков мощным ультразвуком. Также обозначены об-
ласти возможных применений в медицине, компьютерных технологиях  
и др. В работе [31] рассматриваются особенности получения наноматериалов  
в жидких средах, в [32] сделан вывод о том, что свойства наноструктурных мате-
риалов в первую очередь определяются типом наночастиц в тонкодисперсных 
системах, а также их концентрацией. Особенности формирования наночастиц при 
воздействии ультразвука обсуждаются в работах [28, 33]. Отмечается, что для 
случаев, когда молекулярный предшественник – нелетучее соединение, реакция 
происходит в некоторой области, окружающей кавитационный пузырек, оцени-
ваемой в 200 нм. В работе [28] предполагается, что природа образования аморф-
ных наночастиц при ультразвуковом воздействии объясняется тем фактом, что 
стремительный процесс взрыва кавитационного пузырька не позволяет расти цен-
трам кристаллизации, и в каждом пузырьке образуются несколько таких центров. 
Рост этих центров ограничен взрывом [34]. 

Весьма интересным представляется исследование одновременного воздейст-
вия на кавитационный процесс двух видов ультразвука – низкочастотного и высо-
кочастотного при производстве наноматериалов [35]. Показана возможность по-
вышения активности кавитации воздействием низкочастотного (22 кГц) УЗ-
излучения на кавитационную область, создаваемую высокочастотным (880 кГц) 
ультразвуковым полем. Предполагается, что причинами такого повышения эф-
фективности могут быть следующие: первая – возникновение комбинационных 
частот, что приводит к увеличению диапазона размеров кавитационных пузырь-
ков; вторая – большие кавитирующие пузырьки могут распадаться на мелкие 
фрагменты, которые являются зародышами кавитации в высокочастотном поле. 

В настоящее время является актуальным направление исследований, связанное 
с применением сверхвысоких (гиперзвуковых) частот [36] – разработка метода кон-
троля и управления сонохимическими реакциями посредством регистрации соно-
люминисценции, возникающей на гиперзвуковых частотах в интенсивных кавита-
ционных полях.  

 
Воздействие ультразвука на наноструктурные системы в биомедицине 
 
Традиционное использование ультразвука в медицине связано, прежде всего, 

с диагностикой (визуализацией внутренних органов посредством ультразвуковой 
томографии) на частотах 1…10 МГц, а также с терапией, где используется свой-
ство малоинтенсивного ультразвука низких частот (~ 20 кГц) преобразовываться  
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в тепло в глубинных биологических тканях. Сравнительно недавно HIFU нашел 
практическое применение при хирургических операциях, преимущественно в он-
кологии [13, 37]. В последнее время появляются комбинированные методы ис-
пользования HIFU совместно с другими средствами терапии. В работе [38] дано 
описание нового метода ультразвуковой терапии злокачественных опухолей, за-
ключающегося в сочетанном с ультразвуком использовании нетоксичных неле-
карственных прекурсоров, доставляемых в место локализации опухоли, где обра-
зуются агрегаты наночастиц. При воздействии ультразвука на место локализации 
опухоли с такими агрегатами происходит замедление ее роста, а в некоторых слу-
чаях ее полная ремиссия. 

Сравнительно недавно ультразвуковые технологии нашли применение при 
разработке и реализации методов адресной и управляемой доставки лекарствен-
ных средств в место локализации пораженного органа. Этому направлению сего-
дня посвящено большое количество публикаций [2, 3, 11 – 16, 19, 39]. Ультразву-
ковые технологии касаются как методов синтеза нано- и микроконтейнеров для 
доставки, так и методов управляемого высвобождения лекарственных средств. 

В работе [40] продемонстрирована возможность высвобождения инкапсули-
рованного фотосенсибилизатора под действием низкочастотного ультразвукового 
излучения (1 Вт/см2; 0,89 МГц; 5 мин.) в результате разрушения и перекристалли-
зации микрочастиц карбоната кальция. Полученный препарат тестировали  
на опухолевых тканях in vivo при комбинированном воздействии светового излу-
чения и ультразвука. Установлено, что комбинированное ультразвуковое  
(0,89 МГц, 1 Вт/см2) и световое (670 нм, 10 мВт/ см2) воздействия на перевитые 
опухоли печени крыс штамма PC-1, содержащие интратуморально введенные 
микроконтейнеры с фотосенсибилизатором, приводят к дистрофическим измене-
ниям опухолевых клеток и появлению обширных очагов некроза, свидетельст-
вующих о наличии выраженного повреждающего эффекта. 

В работе [41] исследовались особенности вскрытия нанокомпозиных микро-
контейнеров с помощью интенсивного ультразвука низкой частоты (18…22 кГц), 
где кавитационный порог достигается при сравнительно невысоких плотностях 
акустической мощности. Показано, что целостность и проницаемость оболочек 
полиэлектролитных микрокапсул зависит от длительности воздействия ультра-
звука, мощности и его частоты, а также от механических свойств оболочки, кото-
рые в свою очередь определяются ее толщиной и химическим составом. В работе 
[42] уделено внимание воздействию на нано- и микрокапсулы высокочастотного 
ультразвука (~ 1 МГц). В этих работах сделан вывод о том, что интенсивность 
ультразвука, требуемая для возникновения режима кавитации, возрастает с рос-
том частоты. В работах [41, 43] показано, что внедрение наночастиц окиси цинка 
в структуру оболочек микрокапсул существенным образом повышает чувстви-
тельность оболочек к воздействию ультразвука, что может быть принято во вни-
мание при разработке микроконтейнеров для доставки лекарственных средств.  
В статье [44] приведены результаты использования ультразвука в качестве физи-
ческого метода усиления трансдермального транспорта различных лекарственных 
препаратов и химических агентов, а также микро- и наночастиц. При совместном 
воздействии фото- и сонодинамической терапии для ряда препаратов в работах 
[45] продемонстрирован синергетический эффект. 

Представляет интерес использование ультразвука в качестве «просветляюще-
го» инструмента при проникновении препарата сквозь тканевые биоструктуры.  
В работе [46] продемонстрировано влияние УЗ на более глубокое проникновение 
суспензии золотых нанооболочек в дерму и равномерное распределению в ней. 
Золотые нанооблочки имеют низкую токсичность и высокий коэффициент по-
глощения и рассеяния в области «окна прозрачности» биотканей, поэтому явля-
ются удобным наноматериалом для многих тестовых исследований.  
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В исследованиях [47] приводятся результаты высвобождения модельных пре-
паратов (хлористого натрия NaCl и родамина Б RhB), инкапсулированных  
в микроконтейнеры на основе полимолочной кислоты, в течение короткого вре-
мени воздействия (~ 10 с) при плотности мощности УЗ-колебаний ~ 4 Вт/см2. 

Работа [48] направлена на исследование воздействия высокоинтенсивного 
сфокусированного ультразвука на разрушение наноструктурных оболочек поли-
электролитных микрокапсул состава (ПАА/ПСС)5 (полиаллиламина гидрохло-
рид)/(полистиролсульфонат натрия)5, а также нанокомпозитных микрокапсул, 
(ПАА/ПCC)2/(ПАА/Fe3O4)(ПАА/ПCC)2, в состав оболочки которых входят нано-
капсулы магнетита. Оценка последствия действия ультразвука методом конфо-
кальной микроскопии показала, что композитные капсулы, содержащие в оболоч-
ке наночастицы Fe3O4, более чувствительны к ультразвуковому воздействию, что 
подтверждает имеющиеся литературные данные о воздействии УЗ на микрокап-
сулы, содержащие в оболочке неорганические наночастицы. 

 
Заключение 

 
Представленные в обзоре обобщения результатов исследований за последние 

два десятилетия отражают основные тенденции развития ультразвуковых техно-
логий применительно к производству и изучению наноструктурных систем в час-
ти их ориентирования на использование в биомедицинских технологиях. 

Результаты обзора могут быть использованы при разработке новых систем 
доставки лекарственных средств с управляемым высвобождением методом высо-
кочастотного сфокусированного ультразвука. 
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Abstract: A review of domestic and foreign publications over the past two 

decades concerning the study of ultrasonic effects on the formation of nanostructured 
materials, as well as on the properties of nanoscale systems, has been made.  
The mechanism of the effect of high-intensity ultrasound in the cavitation mode on 
liquid media is discussed. The significant role of high-intensity ultrasound in the 
production of nanostructured materials is shown. The results of recent studies of the 
effects of high-intensity ultrasound on the strength characteristics of nanoscale shells of 
microcapsules are described. The results of studies on the effect of ultrasound on the 
rate of opening microcontainers with controlled release of a model drug substance in the 
form of low-molecular hydrophilic molecules encapsulated inside a hydrophobic 
container are summarized. The results of studies on the joint effects of low-frequency 
and high-frequency ultrasound on cavitation processes in liquid media are discussed. 
General conclusions on the effectiveness of ultrasonic technologies in the production 
and research of nanoscale systems in biomedical technologies are made. 
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Hochintensiver Ultraschall als Schlaginstrument 
auf Nanostruktursysteme in biomedizinischen Technologien 

 
Zusammenfassung: Es ist eine Übersicht der in- und ausländischen 

Publikationen in den letzten zwei Jahrzehnten über die Untersuchungen der 
Auswirkungen von Ultraschall auf die Bildung nanostrukturierter Materialien sowie 
über die Eigenschaften nanoskaliger Systeme durchgeführt. Der Mechanismus des 
Einflusses des hochintensiven Ultraschalls im Kavitationszustand auf flüssige Medien 
wird diskutiert. Es ist die wesentliche Rolle des hochintensiven Ultraschalls bei der 
Herstellung nanostrukturierter Materialien gezeigt. Die Ergebnisse der neuesten Studien 
über die Auswirkungen des hochintensiven Ultraschalls auf die Festigkeitseigenschaften 
der Nanoschalen von Mikrokapseln sind beschrieben. Es sind die Ergebnisse der 
Forschung der Wirkung des Ultraschalls auf die Geschwindigkeit der Öffnung von 
Mikrobehältern mit kontrollierter Freisetzung einer Modellarzneimittelsubstanz in Form 
niedermolekularer hydrophiler Moleküle, die in einem hydrophoben Behälter 
eingekapselt sind, zusammengefasst. Die Ergebnisse der Studien zur gemeinsamen 
Auswirkung von Niederfrequenz- und Hochfrequenzultraschall auf Kavitationsprozesse 
in flüssigen Medien werden diskutiert. Es sind allgemeine Schlussfolgerungen über die 
Wirksamkeit der Anwendungen von Ultraschalltechnologien bei der Herstellung und 
Erforschung nanoskaliger Systeme in biomedizinischen Technologien gezogen. 
 
 

Échographie à haute intensité en tant qu'instrument d'impact sur les 
systèmes de nanostructure dans les technologies biomédicales 

 
Résumé: Sont examinées des publications nationales et étrangères des deux 

dernières décennies concernant l'étude des effets ultrasoniques sur la formation des 
matériaux nanostructurels et les propriétés des systèmes nano-dimensionnels. Est 
discuté le mécanisme de l'exposition à l'échographie à haute intensité en mode de 
cavitation sur les milieux liquides. Est montré le rôle essentiel de l'échographie à haute 
intensité dans la production de matériaux nanostructuraux. Sont décrits les résultats 
des dernières études concernant les effets du rayonnement ultrasonique à haute 
intensité sur les caractéristiques de résistance des membranes nano-dimensionnelles 
des microcapsules. Sont résumés les résultats de la recherche. Sont présentées les 
conclusions générales sur l'efficacité des applications de la technologie ultra-sonore 
dans la production et la recherche des systèmes nanométriques dans les technologies 
biomédicales. 
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