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Аннотация: Рассмотрен вопрос идентификации распадающихся краевых 

условий задачи Штурма–Лиувилля по ее собственным значениям. Применены два 
метода идентификации краевых условий – неопределенной системы (метод мино-
ров) и сравнения целых функций. В методе миноров используются только либо 
два, либо три собственных значения. Однако метод не позволяет ответить  
на фундаментальный вопрос: для каких классов обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений и спектральных задач однозначно восстанавливаются виды и па-
раметры краевых условий. Для ответа на данный вопрос использован метод срав-
нения целых функций. Показано, что в случае несимметрического потенциала 
задача идентификации краевых условий по всем собственным значениям имеет 
единственное решение, а в случае симметрического – два решения; при опреде-
ленных условиях единственное решение может быть получено с использованием 
только трех собственных значений. Два решения могут быть получены с исполь-
зованием только двух собственных значений.  
 

_____________________________________ 
 

Введение 
 

На практике часто возникает задача диагностирования видов и параметров 
закрепления стержней и струн для того, чтобы определить, не нарушились ли за-
ложенные в проект граничные условия. Кроме того, задача идентификации крае-
вых условий важна при создании безопасных для здоровья человека технических 
систем. Это связано с тем, что некоторые частоты (инфразвуковые) находятся  
в опасном для здоровья человека диапазоне частот. Они совпадают с частотами 
важных органов человека – сердца, почек и т.п. Известно, что воздействие инфра-
звуковых колебаний на определенной частоте может вызвать остановку сердца 
человека. Инфразвуковые частоты ухудшают самочувствие человека, могут вы-
зывать недомогание и даже панические настроения. Поэтому при создании соот-
ветствующих технических систем со струнами и стержнями важно уходить от 
инфразвуковых частот, которые попадают в резонанс с частотами важных органов 
человека. Изложенные факты требуют создания таких закреплений элементов 
технических систем, которые давали бы нужный безопасный диапазон частот ко-
лебаний основных деталей. В математической постановке обе задачи (диагности-
рования и ухода от опасных частот) сводятся к задаче идентификации краевых 
условий по заданным собственным значениям. 
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Обозначим через L следующую задачу Штурма–Лиувилля:  
 

( ) ;2 ysyyxqyly =λ=+′′−=                                            (1) 
 

( ) ( ) ( ) ;000 12111 =′+= yayayU                                         (2) 
 

( ) ( ) ( ) ,024232 =π′=π= yayayU                                       (3) 
 

где ( ) ( )π∈  ,01Lxq  – вещественная функция;  4…1=1,2,=, jiaij  – комплексные 

постоянные. 
Близкие обратные задачи рассматривались в теории обратной задачи  

Штурма–Лиувилля, где по двум (нескольким спектрам) требуется восстановить 
потенциал ݍሺݔሻ и краевые условия (2), (3). Обратная задача Штурма–Лиувилля 
для L с распадающимися краевыми условиями достаточно хорошо изучена в ра-
ботах [1 – 21]. В данных работах восстанавливался потенциал ݍሺݔሻ в уравнении 
(1) и краевые условия (2). При этом для восстановления использовались несколь-
ко спектров, спектральные данные (спектр и нормировочные числа), функция 
Вейля и т.п. То есть данные восстановления содержали в себе бол́ьшую информа-
цию, чем только сам спектр задачи L. 

Восстановление только краевых условий (с известным дифференциальным 
уравнением) по собственным значениям началось, по-видимому, в 1990-х годах 
20 века [22 – 24]. Оганесяном З. Б. исследовались несколько задач идентификации 
условий закрепления распределенных механических систем: на обоих концах 
стержня [23]; круговой [22] и прямоугольной [24] пластин. Однако им восстанав-
ливались лишь коэффициенты канонических условий закрепления. Случай, когда 
не известен вид канонических условий (то есть, когда не известны все коэффици-
енты краевых условий) им рассмотрен не был. 

В работе [25] (см. также библиографию к данной работе) изучалась иденти-
фикация краевых условий, в которых неизвестны все их коэффиценты (известен 
только ранг матрицы, составленной из коэффициентов краевых условий). Такая 
задача сводится к идентификации (с точностью до линейных преобразованиий 
строк) матрицы из коэффициентов краевых условий по ее минорам. В частности, 
в [26], [27] рассматривались частные случаи идентификации краевых условий 
задачи Штурма–Лиувилля. В работе [26] показано, что краевые условия Штурма  

( ) ( ) ( ) ( )( )0 ,000 =π+π′=−′ Hyyhyy задачи Штурма–Лиувилля (1) – (2) по собст-
венным значениям восстанавливаются однозначно с точностью до перестановки h 
и H местами. В [30], в случае ݍሺݔሻ ൌ 0 показано, что задача восстановления вида 
и параметров распадающихся краевых условий по двум собственным значениям 
имеет два решения.  

 
Материалы и методы 

 
Методы идентификации как вида, так и параметров краевых условий или ус-

ловий сопряжения (дифференциальное уравнение считается известным) впервые 
разработаны А. М. Ахтямовым [25] и до настоящего времени являются ориги-
нальными. В технической диагностике другими исследователями ранее по конеч-
ному числу собственных частот восстанавливалась лишь часть коэффициентов 
краевых условий определенного вида. А в теории обратных спектральных задач 
краевые условия определенного вида идентифицировались лишь попутно с коэф-
фициентами самих дифференциальных уравнений. При этом для идентификации 
использовался не один, а два или несколько спектров или же спектр и дополни-
тельно другие спектральные данные (весовые числа, функция Вейля, спектраль-



ISSN 0136-5835. Вестник ТГТУ. 2018. Том 24. № 4. Transactions TSTU 686

ная функция и т.п.). В отличие от этих направлений А. М. Ахтямовым предложе-
но идентифицировать всю совокупность краевых условий спектральной задачи 
как линейную оболочку векторов, компонентами каждого из которых являются 
коэффициенты соответствующего краевого условия. Такой подход позволяет 
идентифицировать не только коэффициенты краевого условия определенного (ка-
нонического) вида, но и сам вид краевого условия (упругое закрепление, свобод-
ный конец, заделка и т.п.). Этот подход в идентификации краевых условий и ус-
ловий сопряжения достаточно подробно изложен А. М. Ахтямовым и его учени-
ками в многочисленных статьях и обобщающих их монографиях. В данных рабо-
тах применяются авторские методы идентификации краевых условий: неопреде-
ленной системы (метод миноров); сравнения целых функций; введения дополни-
тельных неизвестных; последовательного решения прямых задач и др. 

Основными методами, применяемыми в статье, являются методы неопреде-
ленной системы (метод миноров) и сравнения целых функций.  

Метод неопределенной системы (метод миноров) применяется для иденти-
фикации краевых условий по конечному числу собственных значений. На первом 
этапе данного метода строится характеристический определитель задачи, который 
представляет собой линейную однородную функцию от миноров Mkm матрицы A, 
составленной из коэффициентов краевых условий. Множителями при этих неиз-
вестных минорах являются миноры Fkm некоторой известной матрицы F. Элемен-
тами данной известной матрицы F служат значения линейно независимых реше-
ний обыкновенного дифференциального уравнения. По пространственным пере-
менным эти значения берутся в граничных точках, а спектральный параметр при-
нимает значения, равные собственным. Подставив в разложение характеристиче-
ского определителя собственные значения в количестве на единицу меньшей ко-
личества миноров (максимального порядка) матрицы A краевых условий, получим 
систему N – 1 (теперь уже линейных) уравнений от N неизвестных миноров Mkm. 
Пусть ранг данной системы равен N – 1. Тогда вектор из N неизвестных миноров 
определяется однозначно с точностью до ненулевого множителя.  
По данному вектору методами алгебраической геометрии и находится матрица 
краевых условий с точностью до линейных преобразований ее строк (то есть вос-
станавливаются краевые условия). В работе [28] данный метод уже был использо-
ван. Метод основан на восстановлении матрицы с точностью до линейного преоб-
разования строк по ее минорам [28, 29]. 

Для метода миноров требуется проверка, что ранг некоторой матрицы F ра-
вен определенному числу. Проверка этого условия для конкретной краевой задачи 
не вызывает затруднений. Однако данный метод не позволяет ответить на фунда-
ментальные вопросы: для каких классов обыкновенных дифференциальных урав-
нений и спектральных задач возможно однозначное восстановление видов и па-
раметров краевых условий и решение задачи идентификации краевых условий 
двойственно и т.п. Для ответа на эти фундаментальные вопросы в статье исполь-
зуется метод сравнения целых функций, впервые предложенный для решения за-
дач идентификации краевых условий [25], заключающийся в том, что, как прави-
ло, характеристический определитель рассматриваемых спектральных задач пред-
ставляет собой целую функцию порядка одна вторая или четную целую функцию 
первого порядка. А такие функции восстанавливаются с точностью до ненулевого 
постоянного множителя по своим нулям (собственным значениям краевой зада-
чи). Поскольку характеристический определитель представляет собой конечную 
сумму, в которой слагаемыми являются линейно независимые функции от спек-
трального параметра, то это позволяет доказать, что вектор, составленный из ко-
эффициентов, которые стоят при этих линейно независимых функциях, восста-
навливается по всему спектру однозначно с точностью до ненулевого множителя. 
По данному вектору можно однозначно восстановить краевые условия. Бесконеч-
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ный набор собственных частот получить с помощью частотомеров невозможно. 
Однако данный метод применим к реальным динамическим системам. Он позво-
ляет доказать, что необходимый для метода миноров конечный набор собствен-
ных значений найдется. В отличие от метода неопределенной системы, с помо-
щью применения асимптотических формул для линейно независимых решений он 
позволяет описать классы спектральных задач, краевые условия которых можно 
однозначно идентифицировать. Полезен он и для предварительного анализа и 
выяснения того, какое минимальное число собственных значений необходимо для 
идентификации (это минимальное число частот связано с числом линейно незави-
симых функций N в характеристическом определителе и числом соотношений 
Плюккера). Метод сравнения целых функций будет развит здесь и для случаев, 
когда нет однозначности восстановления краевых условий.  

 
Результаты исследования  

 
Обозначим матрицу, составленную из коэффициентов краевых условий  

(2) – (3), через A, а ее миноры, составленные из ݅-го и ݆-го столбцов, через ܯ௜௝ 
 

ܣ ൌ ฯܽଵଵ ܽଵଶ
0 0

0 0
ܽଶଷ ܽଶସ

ฯ , ଵଷܯ ൌ ฬܽଵଵ 0
0 ܽଶଷ

ฬ , ଵସܯ ൌ ฬܽଵଵ 0
0 ܽଶସ

ฬ,  

ଶଷܯ  ൌ ฬܽଵଶ 0
0 ܽଶଷ

ฬ , ଶସܯ ൌ ฬܽଵଶ 0
0 ܽଶସ

ฬ , ଵଶܯ ൌ ଷସܯ ൌ 0. 

 
(4) 

 

Будем считать, что ранг матрицы равен двум: rank2 = ܣ. 
Условимся в дальнейшем задачу типа ܮ, но с другими коэффицинтами  

в уравнении и параметрами в граничных формах, обозначать ܮ෨. Всюду будем счи-
тать, что если некоторый символ обозначает объект из задачи ܮ, то символ с вол-
ной ~ наверху обозначает аналогичный объект задачи ܮ෨. 

Определение 1. Краевые условия задач ܮ и ܮ෨ назовем (݈݇ и ݉݊)-смежными, 
если для миноров ܯ௞௟ и ܯ௠௡ выполняются равенства ܯ௞௟ ൌ ௠௡ ൌܯ ,෩௠௡ܯܥ  ,෩௞௟ܯܥ
а для всех остальных миноров выполнены равенства ܯ௜௝ ൌ  .෩௜௝ܯܥ

Характеристический определитель задачи (1) – (3) (задачи L) имеет следую-
щий вид [1]: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , 214213142132 λπ′+λπ+λπ′+λπ=λΔ yMyMyMyM              (5) 
 

где ݕଵሺݔ, λሻ и  ݕଶሺݔ, λሻ െлинейно независимые решения уравнения (1), удовлетво-
ряющие условиям  

 

,ଵሺ0ݕ λሻ ൌ 1, ଵݕ
ᇱ ሺ0, λሻ ൌ 1, ,ଶሺ0ݕ λሻ ൌ 1, ଶݕ

ᇱ ሺ0, λሻ ൌ 1 (6) 
Справедливы следующие асимптотические формулы: 
 

,ݔଵሺݕ λሻ ൌ cos ݔݏ ൅ ܱ ቀଵ
௦
ቁ , ,ݔଶሺݕ  λሻ ൌ ଵ

௦
sin ݔݏ ൅ ܱ ቀ ଵ

௦మቁ; 

ଵݕ           
ᇱ ሺݔ, λሻ ൌ െs sin ݔݏ ൅ ܱሺ1ሻ , ଶݕ

ᇱ ሺݔ, λሻ ൌ cos ݔݏ ൅ ܱ ൬
1
 ൰ݏ

 
(7) 

  

для достаточно большого λ ൌ ଶݏ א ܴ [3, c. 62 – 65]. 
Обозначим задачу (1) – (3), но с другими коэффициентами краевых условий 

через ܮ෨. 
 

∆෨ሺλሻ ൌ ෩ଷଶܯ ,ଵሺπݕ λሻ ൅ ଵݕ ෩ସଶܯ
ᇱ ሺπ, λሻ ൅ ෩ଵଷܯ ,ଶሺπݕ λሻ ൅ ෩ଵସܯ ଶݕ

ᇱ ሺπ, λሻ.  (8) 
 

Из асимптотических представлений (7) для линейно независимых решений для 
функций yଵሺπ, λሻ, yଶሺπ, λሻ получаем, что функции ∆ሺλሻ и ∆෨ሺλሻ являются целыми 
порядка 1/2. Поэтому из теоремы Адамара следует, что они связаны между собой 
тождеством 
 

∆ሺλሻ ؠ С∆෨ሺλሻ. (9) 
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Пусть q(x)് ሺπݍ െ ്෤(x)ݍ ,ሻݔ ෤ሺπݍ െ ଶݕ ሻ. В этом случаеݔ
ᇱ ሺπ, λሻ ് ,ଵሺπݕ λሻ  

[30, см. Лемма 4]. Тогда из (5) и линейной независимости ݕଵሺπ, λሻ, ݕଵ
ᇱ ሺπ, λሻ,  

,ଶሺπݕ λሻ, ݕଶ
ᇱ ሺπ, λሻ получаем равенства: 

 

ଷଶܯ ൌ Сܯ෩ଷଶ,  ܯସଶ ൌ Сܯ෩ସଶ, ଵଷܯ ൌ Сܯ෩ଵଷ,  ܯଵସ ൌ Сܯ෩ଵସ. (10) 
 

Отсюда следует, что краевые условия задач ܮ и ܮ෨ совпадают (с точностью до 
линейных преобразований строк). 

Пусть теперь q(x)ൌ ሺπݍ െ ෤(x)ൌݍ ,ሻݔ ෤ሺπݍ െ ଶݕ ሻ. В этом случаеݔ
ᇱ ሺπ, λሻ ൌ

 1π,λ [30, см. Лемма 4]. Тогда из (5) и линейной независимости функцийݕ
,ଵሺπݕ λሻ ൌ ଶݕ

ᇱ ሺπ, λሻ , ݕଵ
ᇱ ሺπ, λሻ,  ݕଶሺπ, λሻ получаем равенства:  

 

ଷଶܯ ൅ ଵସܯ ൌ ෩ଷଶܯ൫ܥ ൅ ෩ଵସ൯ܯ , ସଶܯ ൌ Сܯ෩ସଶ,  ܯଵଷ ൌ Сܯ෩ଵଷ. (11) 
 

Для нахождения миноров воспользуемся тем, что произвольные числа не мо-
гут быть минорами матрицы. Для того, чтобы числа ܯଵଷ , , ଵସܯ , ଶଷܯ , ଶସܯ -ଷସ   быܯ
ли минорами матрицы необходимо и достаточно, чтобы выполнялись так назы-
ваемые соотношения Плюккера [28]:  

 

ଷସܯଵଶܯ െ ଶସܯଵଷܯ ൅ ଶଷܯଵସܯ ൌ 0; (12) 
 

෩ଷସܯ෩ଵଶܯ െ ෩ଶସܯ෩ଵଷܯ ൅ ෩ଶଷܯ෩ଵସܯ ൌ 0. (13) 

Тогда отсюда и из (11) получаем два набора равенств: 
 

ଵଷܯ     ൌ ,෩ଵଷܯܥ ଵସܯ ൌ ,෩ଵସܯܥ ଷଶܯ ൌ ෩ଷଶܯܥ , Mସଶ ൌ ෩ସଶܯܥ  (14) 
и 

ଵଷܯ    ൌ ෩ଵଷܯܥ , ଵସܯ  ൌ , ෩ଷଶܯܥ ଷଶܯ ൌ ෩ଵସܯܥ , ସଶܯ ൌ ෩ସଶܯܥ . (15) 
 

Отсюда следует, что краевые условия задач ܮ и ܮ෨ либо совпадают  
(с точностью до линейных преобразований строк), либо являются (14 и 32) 
смежными. 

Таким образом, верна следующая теорема. 
Теорема 1. Пусть спектры задач ܮ и ܮ෨ с распадающимися краевыми 

условиями совпадают с учетом их алгебраических кратностей, rank2=ܣ: 
Тогда: 
1. Если q(x)് ሺπݍ െ ്෤(x)ݍ ,ሻݔ ෤ሺπݍ െ  ሻ, то матрицы коэффициентовݔ

краевых условий ܣ ൌ ሺܽ௜௝ሻଶൈସ и ܣሚ ൌ ሺ ෤ܽ௜௝ሻଶൈସ совпадают с точностью до линейных 
преобразований строк. То есть, в случае несимметрического потенциала, задача 
идентификации распадающихся краевых условий по всем собственным значениям 
имеет единственное решение. 

2. Если q(x)ൌ ሺπݍ െ ෤(x)ൌݍ ,ሻݔ ෤ሺπݍ െ  ሻ, то либо матрицы коэффициентовݔ
краевых условий ܣ ൌ ሺܽ௜௝ሻଶൈସ и ܣሚ ൌ ሺ ෤ܽ௜௝ሻଶൈସ совпадают с точностью до линейных 
преобразований строк, либо являются (14 и 32) смежными. То есть в случае 
симметрического потенциала задача идентификации распадающихся краевых 
условий по всем собственным значениям имеет два решения. 

Рассмотрим теперь задачу идентификации краевых условий по конечному 
набору собственных значений.  

Обозначим через ܳ матрицу следующего вида:  
 
 

ܳ ൌ ቱ

,ଵሺπݕ λଵሻ ଵݕ
ᇱ ሺπ, λଵሻ ,ଶሺπݕ λଵሻ ଶݕ

ᇱ ሺπ, λଵሻ

,ଵሺπݕ λଶሻ ଵݕ
ᇱ ሺπ, λଶሻ ,ଶሺπݕ λଶሻ ଶݕ

ᇱ ሺπ, λଶሻ

,ଵሺπݕ λଷሻ ଵݕ
ᇱ ሺπ, λଷሻ ,ଶሺπݕ λଷሻ ଶݕ

ᇱ ሺπ, λଷሻ

ቱ , 

 
(16) 

 

через ܳ௝ – минор матрицы ܳ, полученный вычеркиванием ݆-го столбца матрицы ܳ. 
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Теорема 2. Если q(x)് ሺπݍ െ  три собственных значения ,2=ܣሻ, rankݔ
λ௝, ሺ݆ ൌ 1, 2, 3ሻ задачи L удовлетворяют условию:  

 

rankܳ=3, (17) 
 

то задача идентификации краевых условий по этим трем собственным 
значениям имеет единственное решение, которое представляется формулами:  
 

a) если ,013 ≠M то ;
0

01

141312
13

34

13

23

MMM
M
M

M
M

A
−

=  

 

б) если ,014 ≠M  то ;
0

01

141312
14

34

14

24

MMM
M
M

M
M

A =   

 

в) если ,023 ≠M  то ;
0

01

242312
23

34

23

13

MMM
M
M

M
M

A
−

−
=   

 

г) если ,024 ≠M  то .
0

01

242312
24

34

24

14

MMM
M
M

M
M

A
−

=  

 

Причем миноры в представлениях а) – г) для матрицы ܣ даются 
следующими равенствами: 

 

ଵଶܯ ൌ 0, ଷସܯ  ൌ 0, ଷଶܯ ൌ ,ଵܳݐ ସଶܯ ൌ െܳݐଶ, ଵଷܯ ൌ ,ଷܳݐ ଵସܯ ൌ െܳݐସ, (18) 
 

Доказательство. Так как ݕଶ
ᇱ ሺπ, λሻ ് ,ଵሺπݕ λሻ [30, см. Лемма 4], и три 

собственных значения λ௝ (j=1, 2, 3) задачи L являются корнями функции (5),  
то они удовлетворяют следующей системе уравнений относительно неизвестных 
, ଷଶܯ , ଵଷܯ , ସଶܯ    : ଵସܯ

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .0,,,, 214213142132 =λπ′+λπ+λπ′+λπ=λΔ jjjjj yMyMyMyM     (19) 
 

Матрица данной системы совпадает с матрицей Q. Согласно условию 
теоремы, ранг матрицы Q равен трем. Поэтому система уравнений (19) имеет 
единственное с точностью до ненулевого множителя t решение (18). По минорам 
(18) с помощью методов работ [25], [28] находится матрица A. В зависимости от 
того, какой из определителей отличен от нуля, она дается формулами а) – г). 
Теорема доказана. 

Пример 1. Пусть собственные значения задачи (1), (2) с q(x)=2x+3, 
 λଵ ൌ 5,132512, λଶ ൌ 8,59040,  λଷ ൌ 12,71359. Разложив линейно независимые 
решения yଵሺπ, λሻ и yଶሺπ, λሻ в ряд Тейлора по x и λ и подставив частичную сумму 
ряда из первых 120 членов ряда в (16) и вычислив соответствующие миноры  
с точностью до семи значащих цифр, получим: ܳଵ ൌ െ18,28142, ܳଶ ൌ 0,  
ܳଷ ൌ െ9.14071, ܳସ ൌ 0. 

 

ଵଶܯ ൌ 0, ଷସܯ ൌ 0, ଶଷܯ   ൌ െܯଷଶ ൌ െܳݐଵ ൌ ,ݐ18,28142  
ଶସܯ     ൌ െܯସଶ ൌ െܳݐଶ ൌ 0, ଵଷܯ ൌ ଷܳݐ ൌ െ9,14071ݐ, ଵସܯ ൌ െܳݐସ ൌ 0. 

(20) 
 

 

Положив ݐ ൌ 18,28142ିଵ, получим более простые представления для миноров: 
 

ଵଶܯ ൌ ଵସܯ ൌ ଶସܯ ൌ ଷସܯ ൌ 0, ଶଷܯ ൌ 1, ଵଷܯ ൌ െ ଵ
ଶ
.  
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Так как  ܯଶଷ ൌ 1 ് 0 (случай в) из теоремы 2), то матрица A с точностью  
до линейных преобразований строк совпадает с матрицей  

.
0100

001
2
1

0

01

242312
23

34

23

13 −=
−

−
=

MMM
M
M

M
M

A  

 

Таким образом, задача идентификации краевых условий в данном случае 
имеет единственное решение. Это решение представляет собой следующие 
краевые условия  

( ) ( ) ( ) .0,0020 =π=′− yyy  
 

Обозначим через R матрицу следующего вида  
 

ܴ ൌ ብ
,ଵሺπݕ λଵሻ ଵݕ

ᇱ ሺπ, λଵሻ ,ଶሺπݕ λଵሻ

,ଵሺπݕ λଶሻ ଵݕ
ᇱ ሺπ, λଶሻ ,ଶሺπݕ λଶሻ

ብ 
(21) 

 

через Rj обозначим минор матрицы R, полученный вычеркиванием j-го столбца 
матрицы R. 

Теорема 3. Если q(x)ൌ ሺπݍ െ   ሻ, rankA=2, два собственных значения λ௝ݔ
(j=1,2) задачи L удовлетворяют условию: 

 

rankܴ ൌ 2, (22) 
 

то задача идентификации краевых условий по этим двум собственным 
значениям имеет два решения, которые представляется формулами а) – г)  
из теоремы 2, в зависимости от того, какой из миноров отличен от нуля. 
Причем миноры в представлениях а) – г) для матрицы A даются следующими 
равенствами: 
 

ଵଶܯ ൌ 0, ଷସܯ ൌ 0, ଷଶܯ ൌ
ݐ
2 ቆܴଵ േ ටܴଵ

ଶ ൅ 4ܴଶܴଷቇ, 

ସଶܯ ൌ ,ଶܴݐ ଵଷܯ ൌ ,ଷܴݐ ଵସܯ ൌ
ݐ
2 ቆܴଵ ט ටܴଵ

ଶ ൅ 4ܴଶܴଷቇ. 

 
 

(23) 

 

Доказательство. Два собственных значения λ௝ , j=1, 2, задачи L являются 
корнями функции (5). Следовательно, они удовлетворяют следующей системе 
уравнений относительно неизвестных ,,, 42332234121 MxMxMMx ==+=  

:145,134 MxMx ==  
 

ሺܯଷଶ ൅ ,ଵ൫πݕଵସሻܯ λ௝൯ ൅ ଵݕ ସଶܯ
ᇱ ൫π, λ௝൯ ൅ ଵଷܯ ,ଶ൫πݕ λ௝൯ ൌ 0. (24) 

 

Матрица этой системы совпадает с матрицей R (21). Согласно условию 
теоремы, ранг матрицы R равен двум. Поэтому система уравнений (24) имеет 
единственное с точностью до ненулевого множителя решение: 

 

ଷଶܯ ൅ ଵସܯ ൌ ,ଵܴݐ ସଶܯ ൌ െܴݐଶ, ଵଷܯ ൌ  ଷ. (25)ܴݐ
Из соотношений Плюккера (9), (4) и (25) получаем 
 

ଵସܯଷଶܯ ൌ െݐଶܴଶܴଷ . (26) 
 

Из равенств (25), (26) и обратной теоремы Виета следует, что ܯଷଶ и ܯଵସ 
являются корнями квадратного уравнения 

 

ଶݖ െ ݖଵܴݐ െ ଶܴଶܴଷݐ ൌ 0.  
Откуда 

ଷଶܯ  ൌ
ݐ
2 ቆܴଵ േ ටܴଵ

ଶ ൅ 4ܴଶܴଷቇ , ଵସܯ ൌ
ݐ
2 ቆܴଵ ט ටܴଵ

ଶ ൅ 4ܴଶܴଷቇ. 
(27) 

Из (27), (25) и вытекает утверждение теоремы. 
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Пример 2. Пусть собственные значения задачи (1), (2) с q(x)ൌ 0, 
λଵ ൌ 2,549144, λଶ ൌ 6,560591. Линейно независимыми решениями задачи (1), (2) 
с q(x)ൌ 0 являются функции yଵሺπ, λሻ ൌ cos ሺݔ√λ) и yଶሺπ, λሻ ൌ ୱ୧୬ ሺ௫√஛ሻ 

√஛
. Подставив 

их в (25) и вычислив соответствующие миноры Rj с точностью до семи значащих 
цифр, получим: ܴଵ ൌ െ0,9187470, ܴଶ ൌ 0, ܴଷ ൌ െ0,4593735. 

Отсюда, а также из (25) и (27) получаем 
 

ଵଶܯ ൌ 0, ଷସܯ  ൌ 0; 

ଷଶܯ ൌ
ݐ
2 ቆܴଵ േ ටܴଵ

ଶ ൅ 4ܴଶܴଷቇ ൌ
ݐ
2 ቀെ0,9187470 േ ඥሺെ0,9187470ሻଶቁ ൌ

ൌ ሼെ0,918747ݐ или 0ሽ; 

ଵସܯ  ൌ
ݐ
2 ቆܴଵ ט ටܴଵ

ଶ ൅ 4ܴଶܴଷቇ ൌ
ݐ
2 ቀെ0,9187470 ט ඥሺെ0,9187470ሻଶቁ ൌ

ൌ ሼ0 или െ ݐ0,918747 ሽ; 
ଶସܯ ൌ ଶܴݐ ൌ 0, ଵଷܯ ൌ ଷܴݐ ൌ െ0,4593735ݐ.

 
(28) 

 

Положив ݐ ൌ െ0,4593735ିଵ, из (28) получим более простые представления 
для миноров: 

 

ଵଶܯ ൌ 0, ଷସܯ ൌ 0, ଷଶܯ ൌ ሼ 2 или 0ሽ, ଵସܯ ൌ ሼ0 или 2 ሽ, 
ଶସܯ ൌ 0, ଵଷܯ ൌ 1. 

 
(29) 

 

Так как в первом случае ܯଶଷ ൌ െ2 ് 0 (случай в) из теоремы 2), а во втором 
ଵସܯ ൌ 2 ് 0 (случай б) из теоремы 2), то матрица ܣ с точностью до линейных 
преобразований строк будет иметь два представления 

 

13 34

23 231

12 23 24

11 0 1 0 0
= = ;2

0 0 2 00

M M
M MA
M M M

− −

−−

 

3424

14 142

12 13 14

1 0 1 0 0 0
= =

0 0 1 2
0

MM
M MA
M M M

. 

 

 

Таким образом, задача идентификации краевых условий в данном случае 
имеет два решения. Эти решения представляет собой следующие краевые 
условия:  

 

( ) ( ) ( ) 0,0020 =π=′− yyy  
или  

( ) ( ) ( ) .02,00 =π′+π= yyy  
 

Физически это означает, что закрепления на концах однородной струны 
находятся с точностью до перестановок их местами. 

 
Заключение 

 
Рассмотрен вопрос идентификации распадающихся краевых условий задачи 

Штурма–Лиувилля по ее собственным значениям. С помощью метода сравнения 
целых функций показано, что в случае несимметрического потенциала задача  
их идентификации распадающихся краевых условий по всем собственным значе-
ниям в случае несимметрического потенциала имеет единственное решение,  
а в случае симметрического потенциала – два решения. 
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Методом неопределенной системы доказано, что для задачи идентификации 
распадающихся краевых условий показано, что единственное решение может 
быть получено по трем собственным значениям, а два решения – по двум собст-
венным значениям. Приведены соответствующие примеры восстановления крае-
вых условий. Исследования могут быть продолжены и для восстановления крае-
вых задач с более общими краевыми условиями  
 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ и Правительства 
Республики Башкортостан (проекты 18-51-06002-Аз-а, 18-01-00250-а, 17-41-
020230-р_а и Госзадание № АААА-А17-117040510250-6). 
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Abstract: The problem of identifying decaying boundary conditions of the 

Sturm-Liouville problem by its eigenvalues is investigated. In this paper, we use two 
methods for identifying the boundary conditions – the method of an uncertain system 
(the minors method), and the method of comparing entire functions. In the minor 
method, only two or three eigenvalues are used. However, this method does give the 
answer to the fundamental question: what classes of ordinary differential equations and 
spectral problems are the uniquely restored types and parameters of boundary 
conditions. To answer this question, the article uses the method of comparing entire 
functions. It is shown that in the case of an asymmetric potential, the problem of 
identifying the boundary conditions for all eigenvalues has a unique solution, and in the 
case of a symmetric potential – two solutions. It is also shown that under certain 
conditions a single solution can be obtained using only three eigenvalues. Two solutions 
can be obtained using only two eigenvalues. 
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Identifizierung der verteilenden 
Randbedingungen der Sturm-Liouville-Gleichung 

 
Zusammenfassung: Es wird das Problem untersucht, verteilende 

Randbedingungen der Sturm-Liouville-Gleichung anhand ihrer eigenen Werte zu 
identifizieren. In der vorliegenden Arbeit verwenden wir zwei Methoden zur 
Identifizierung der Randbedingungen - die Methode eines unsicheren Systems (die 
Minor-Methode), die Methode des Vergleichs gesamter Funktionen. In der Minor-
Methode werden nur zwei oder drei Eigenwerte verwendet. Dieses Verfahren erlaubt es 
jedoch nicht, die grundlegende Frage zu beantworten: für welche Klassen gewöhnlicher 
Differentialgleichungen und Spektralprobleme die Arten und Parameter der 
Randbedingungen eindeutig wiederhergestellt werden. Um diese Frage zu beantworten, 
wird in dem Artikel die Methode des Vergleichs ganzer Funktionen verwendet. Es wird 
gezeigt, dass das Problem der Identifizierung von Randbedingungen für alle Eigenwerte 
bei einem asymmetrischen Potential eine eindeutige Lösung hat, und bei einem 
symmetrischen Potential zwei Lösungen. Es wird auch gezeigt, dass unter bestimmten 
Bedingungen eine einzelne Lösung mit nur drei Eigenwerten erhalten werden kann. 
Zwei Lösungen können mit nur zwei Eigenwerten erhalten werden. 
 
 

Identification des conditions de rupture  
de la théorie de Sturm-Liouville 

 
Résumé: Est étudiée la tâche de l'identification des conditions de limite 

décroissantes de la théorie de Sturm-Liouvillepar ses propres valeurs. Dans cetarticle, 
sont utilisées deux méthodes d'identification des conditions de limite – la méthode d'un 
système non défini (méthode des mineurs) et la méthode de comparaison des fonctions 
complètes. Dans la méthode des mineurs sont utilisée seulement deux ou troistrois 
valeurs propres. Cependant, cette méthode ne permet pas de répondre à la question 
fondamentale: pour quelles classes d'équations différentielles ordinaires et des tâches 
spectrales les types et les paramètres des conditions de limite sont restaurés d'une 
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manière ou d'une autre. Pour répondre à cette question on utilise la méthode de 
comparaison des fonctions complètes. Il est démontré que, dans le cas d'un potentiel 
asymétrique, l'identification des conditions de limite pour toutes ses propres valeurs est 
la seule solution et, dans le cas d'un potentiel symétrique, il y a deux solutions. Il est 
également démontré que, dans certaines conditions, la seule solution peut être obtenue 
en utilisant seulement trois valeurs propres. Deux solutions peuvent être obtenues en 
utilisant seulement deux valeurs propres. 
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