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Аннотация: Для моделирования кинетики сушки жидких дисперсных про-

дуктов на подложках важное значение имеют форма и геометрические размеры 
капли высушиваемого материала. Рассмотрена задача определения геометрии 
капли жидкости, лежащей на наклонной плоскости при различных условиях сма-
чиваемости. Приведены результаты расчета геометрии капли воды и жидкой  
послеспиртовой барды, нанесенных на фторопластовую подложку. 
 
 

Обозначения 
 

P – давление, Па; 
R – радиус, м; 
g – ускорение свободного падения, 
м/с2; 
b – ширина, м; 
d – диаметр, м; 
С, B – коэффициент; 
α – угол наклона, град.; 
ρ – плотность, кг/м3; 
θ – угол смачивания, град.; 
σ – коэффициент поверхностного 
натяжения, Н/м; 
δ – толщина, м; 

х, y – координата. 
 

Индексы 
 
к – капиллярное; 
с – статическое; 
о – общее; 
г – геометрическое; 
от – отекание; 
нат – натекание; 
н – наклон; 
m – максимальное. 

 

 
Сушка капель жидких дисперсных продуктов широко распространена в про-

мышленности (сушка продуктов химического синтеза, пищевых полупродуктов  
и отходов, растительного сырья и т.п.). Как правило, процесс проводят в пневма-
тических и распылительных сушилках, в сушилках с кипящим слоем инертных 
тел [1 – 4].  

Математическое описание процесса осложняется тем, что в аппарате испаря-
ется одновременно множество капель разного размера. Капли определенным об-
разом взаимодействуют между собой: дробятся, сливаются, фиксируются на по-
верхностях аппарата и т.п. При этом в сушильном аппарате наблюдается неста-
ционарное распределение температур и концентраций пара [2, 5]. Поэтому для 
разработки адекватного математического аппарата, позволяющего описывать раз-



I

личные с
в модельн
теплофизи
стью и сма

Иссле
подложках
геометрии
подвижно 
лами смач
щественно
чистота с
веществ, т
значных д
жения, как
в зависимо
барды на 
представл
рения капл

Поис
ходимости
[5, 8]. Зна
наклона, п
мы движу
бой отдель
ках и оказ
тиц у стен

Для в
капли на н
полубеско
ния θ < 90°

 

где ΔPc – 
Лапласа, Δ
 

 

 

x 

∞δm  
 

ISSN 0136-5835

случаи повед
ных условиях 
ических свойс
ачиваемостью
едованию ки
х посвящен ря
и слоев и кап
лежащей на 

чивания и нак
ое влияние чи
амой жидкос
твердой фазы)
данных по вел
к правило, по
ости от свойс
фторопласте 
ены расчетны
ли заданного 
к путей интен
и решения зад
ание геометри
позволяет не т
щейся капли 
ьный интерес
зывают заметн
нок аппарата.
вывода систем
наклонной пов
нечной горизо
°) и не смачив

статическое 
ΔPo – общее д

a) 

Рис. 1
л

δ(x) 

5. Вестник ТГТ

дения высых
сушки капел
ств, на подло
ю [1 – 3, 6]. 
инетики сушк
яд работ [1 –
пель на горизо
подложке, оп

клона подлож
истота и шер
сти (наличие 
). В условиях 
личинам краев
олучить не уд
ств жидкости и
может находи
ые зависимост
объема с гори
нсификации с
дачи о форме
ии капли, неп
только в даль
(и формы коа
с: подобные ка
ное воздейств

мы уравнений, 
верхности, зап
онтальной пла
вания поверхн

сРΔ

Δ кР

оРΔ

давление в с
давление. 

1. Форма полуб
лежащего на го

а – θ <

θ

У. 2018. Том 24

хающих капе
ль продуктов,
ожках с разны

ки неподвижн
7]. В частнос
онтальных по
пределяется п
жки. На форму
роховатость п
примесей др
работы с пром
вого угла сма
дается. Напри
и подложки у
иться в диапа
ти, позволяющ
изонтальной п
сушки капель 
е капли, лежа
одвижно леж
нейшем перей
алесцирующи
апли наблюда
вие на характ

позволяющей
пишем постано
астине для слу
ости (угол сма

)(с xgδρ= ;     

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+σ=

21
к

11
RR

ксо РР Δ+Δ=

слое, ΔPк – к

 

бесконечного с
оризонтальной
< 90°; б – θ > 90

y 

0 x

∞δm  

4. № 4. Transact

ль, необходи
, характеризую
ым углом нак

ных капель н
ти, в работе [
одложках. Гео
поверхностны
у и размер ка
поверхности п
ругих жидкос
мышленными
ачивания и по
имер, в работ
угол смачиван
азоне 45…90°
щие моделиро
подложки. 
на подложка
ащей на накло
жащей на пове
йти к возмож
их капель), но 
аются в распы
ер формирова

й рассчитать ф
овку задачи дл
учаев смачива
ачивания θ > 9

                       

⎟⎟
⎠

⎞ ;                    

,                     

капиллярное д

б)

слоя жидкости
й пластине: 
0° 

δ(x) 

tions TSTU 

имы исследо
ющихся разли
клона, шерохо

на горизонтал
[7] проведен а
ометрия капл
ым натяжение
апли оказываю
подложки, а 
стей, растворе
и жидкостями 
верхностного
е [8] показан
ния послеспир
°. В работах [
овать процесс 

х приводит к 
онной поверх
ерхности зада
жности расчета
и представля

ылительных су
ания агрегато

форму неподви
ля слоя жидко
ания (угол сма
90°) (рис. 1): 

                      

                      

                      

давление по з

) 
и,  

θ 

629

ования  
ичием 
овато-

льных 
анализ 
ли, не-
ем, уг-
ют су-
также 
енных 
одно-

о натя-
о, что  
ртовой 
[7 – 9] 
испа-

необ-
хности 
анного 
а фор-
яет со-
ушил-
ов час-

ижной 
сти на 
ачива-

     (1) 
 

     (2) 

 

     (3) 
 

закону  

y 

0 



630

По
ской го
общее 

удален

Дл
дината

где 

По
ровани

Гр
 

Си
Пример
ставлен

Ра
ризонт
здесь с
филем 

В 
аналоги
только
мопрои

 

 

 

x 

2b 

ISSN 0136-5

оскольку при
оризонтально
давление в лю
нном сечении 

ля случая цил
х выражается

одставляя выр
ия 

раничные усло

истему уравн
р получения а
н в работе [2].
ассмотрим по
альной подло
симметричен 
капли, лежащ
этом случае, 
ично надутом
, что оно пост
извольное теч

a

Рис. 2. Ф

5835. Вестник Т

и ∞→x , →δ

й, то при это
юбом сечении

ρg

линдрического
я формулой 

(
1

R

dx
dy

ражение (5) в

(( δ+

σ

1

овия: 
δ

δ

нений (1) – (
аналитическо
. 
остановку зада
ожке ширино
относительно
щей на диске р

 искривленны
му пузырю. О
тоянно в слое
чение жидкост

a) 

Форма капли ж
а –

b 

δm

ТГТУ. 2018. То

∞δ→ m  (см. рис
ом R → ∞, ΔP
и x ≥ 0 равно 

( )
( )

ρ=
σ

+δ
xR

xg

о слоя кривиз

( )
2

2

1

1

⎜
⎜
⎝

⎛

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

=

dx
dy

dx
yd

x

( )x
dx
dy

δ′= ,  
dx

yd
2

2

в (4), получаем

( )
( )) )

g
x

x
ρ=

δ′

δ ′′σ
2/32

( ) ( )θtg0 =δ′ ;   

( ) 0m =δδ′ ∞ .      

(9) можно ре
ого решения д

ачи для случа
ой 2b (рис. 2
о полуширины
радиусом R = b
ый слой жидк
Общее давлен
е, так как ина
ти. Запишем д

 

 

жидкости на го
– θ < 90°; б – θ >

y

0

θ 

x

2b

ом 24. № 4. Tran

с. 1) поверхн
Pк → 0. Таким
только стати

.m
∞δρg            

зна поверхнос

2/32

2

⎟
⎟
⎠

⎞
⎟
⎠
⎞

y

,           

( )xy
δ ′′=2 .       

м исходное ур

( )( )xg δ−δ∞m .  

                       

                      

шить аналити
для случаев θ

ая капли жидк
2). Профиль ц
ы. Он будет с
b. 
кости стремит
ние на подло
аче в нем долж
давление в сло

ризонтальной
> 90° 

δm

b

nsactions TSTU 

ость стремитс
м образом, су
ическому в бе

                       

сти в декартов

                       

                       

равнение для 

                      

                       

                       

ически или ч
< 90° и θ > 9

кости, лежащ
цилиндрическ
совпадать такж

тся изогнуть п
жке неизвест
жно было бы
ое в виде ρgC1

б) 

 подложке: 

b
m

ся к пло-
уммарное 
есконечно 

           (4) 
 

вых коор-

           (5) 

           (6) 
 

интегри-

           (7) 

 

           (8) 
 

           (9) 
 

численно. 
90° пред-

щей на го-
кого слоя 
же с про-

подложку 
тно. Ясно 
ы быть са-

1.  

y 

0 
θ 

δx 



ISSN 0136-5835. Вестник ТГТУ. 2018. Том 24. № 4. Transactions TSTU 631

Соответственно вместо уравнения (4) получим: 
 

( )
( ) 1gC
xR

xg ρ=
σ

+δρ ,                                          (10) 

при этом 
( ) 0m =δδ′ .                                                           (11) 

 

В случае капли получить линейную зависимость для δm и δ1 (при θ > 90°)  
не удается. Используя порядок решения, рассмотренный выше, получаем: 
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Величину С1 здесь необходимо находить итерациями из уравнения 
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( ) ( )[ ] 22
11

2
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Соответственно, геометрию неподвижной капли, лежащей на горизонталь-
ной подложке, рассчитываем с учетом выражений (10) – (16). Результаты расчетов 
формы капель модельных и промышленных жидкостей для случаев смачивания  
и не смачивания подложек представлены в работе [7]. 

В случае неподвижной капли, лежащей на наклонной подложке (рис. 3),  
в уравнение (10) необходимо добавить давление Pг, учитывающее геометриче-
скую высоту произвольного сечения от плоскости отсчета 0–0: 

 

ΔPо = ΔPк + ΔPс + ΔPг.                                          (17) 
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Рис. 3. Неподвижная капля жидкости на наклонной подложке
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Рис. 4. Расчетная форма неподвижной капли: 
а – вода, θ = 90°, d = 15 мм, σ = 0,07 Н/м, ρ = 998 кг/м3; 

б – жидкая послеспиртовая барда, θ = 60°, d = 15 мм, σ = 0,055 Н/м, ρ = 1012 кг/м3 
С учетом того, что ( ) н1 tgαδ−= xxx , получаем 
 

( )[ ] ( )
( ) 1

н
нн cos

sintg gC
xR

xgxxg ρ=
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+
α

δ
ρ+ααδ−ρ .                   (18) 

 

Необходимо отметить, что даже при упрощениях граничных условий анали-
тическое решение уравнения (18) невозможно. Уравнение (18) с учетом гранич-
ных условий решается численно со следующими допущениями. 

Угол натекания θнат приближенно можно считать равным статическому углу 
смачивания на горизонтальной поверхности, так как на краю пластины конечных 
размеров, в отличие от бесконечной поверхности, слой с большим углом θ стано-
вится неустойчивым вследствие наличия на кромке подложек некоторой шерохо-
ватости. 

Для пластин, использованных в работах, угол оттекания θот приближенно 
можно считать примерно равным углу наклона пластины αн, то есть принять по-
верхность жидкости в этой области горизонтальной. Действительно, при увеличе-
нии наклона пластины или при добавлении жидкости в слой угол θот будет 
уменьшаться, но стать меньше αн он не может, так как в этом случае у верхней 
кромки появилась бы область отрицательной кривизны, что для покоящегося на 
пластине слоя невозможно. 

Для инженерных расчетов в первом приближении можно принять, что высо-
та слоя, отсчитанная от нижней кромки наклонной пластины, примерно равна 
предельной высоте слоя на горизонтальной пластине ∞δ≈δ mнакл . 

На рисунке 4 представлены результаты расчетов формы неподвижных ка-
пель воды и жидкой послеспиртовой барды, лежащих на фторопластовой подлож-
ке (подложка условно показана горизонтально, угол наклона αн = 10°).  

Дальнейшим развитием математического описания, представленного в на-
стоящей статье, будет поиск зависимостей для формы капли, движущейся по на-
клонной поверхности, и формы капли, получающейся при коалесценции двух ка-
пель в нестационарном режиме. 
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Geometry of a Fixed Drop of Liquid Lying on an Inclined Surface 
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Abstract: To simulate the kinetics of drying liquid disperse products on 

substrates, the shape and geometrical dimensions of a drop of the material being dried 
are important. The paper considers the problem of determining the geometry of a drop 
of liquid lying on an inclined plane under various conditions of wettability. The results 
of the calculation of the geometry of a drop of water and a liquid industrial-distillery 
stillage deposited on a fluoroplastic substrate are given. 
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Geometrie des festen Flüssigkeitstropfens 
der auf einer geneigten Oberfläche liegt 

 
Zusammenfassung: Für die Modellierung der Trocknungskinetik von flüssigen 

dispergierten Produkten auf Substraten sind die Form und die geometrischen Größen 
des Tropfens des zu trocknenden Materials wichtig. In der Arbeit wird die Aufgabe der 
Bestimmung der Geometrie eines Flüssigkeitstropfens betrachtet, der auf der geneigten 
Ebene unter verschiedenen Benetzungsbedingungen liegt. Es sind die Ergebnisse der 
Berechnung der Geometrie des Wassertropfens und der flüssigen Schlempe angegeben, 
die auf das Fluorkunststoffsubstrat aufgetragen sind. 

 
 

Géométrie d'une goutte de liquide fixe située sur une surface inclinée 
 

Résumé: Pour modéliser la cinétique du séchage des produits dispersés liquides 
sur les substrats, la forme et la taille géométrique des gouttes du matériau séché sont 
importantes. Dans l’article est examinée la tâche de la détermination de la géométrie 
d'une goutte de liquide située sur un plan incliné dans de diverses conditions de la 
mouillabilité. Les résultats du calcul de la géométrie des gouttes d'eau et de la drêche 
liquide après alcool appliquées sur le substrat fluoroplastique sont mentinnés. 
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