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KiiroueBble €J10Ba: aHAINTHYECKOE PELICHHE; MATEMATHYCCKOE MOJCIHPOBa-
HHE; METOJ] KOHEYHBIX MHTETPAIbHBIX NMPeoOpa3oBaHuif; CXOJUMOCTh PSJIOB; TeMIepa-
TYPHBIE HOJIS.

AHHoTanmMsa: Ha npumepe 3agaud HECTALMOHAPHOW TEIUIONPOBOJHOCTH IS
MHOT'OCJIOIfHON HEOTpaHHYEHHOHN IMJIACTHUHBI C MPOU3BOJIBHBIMM HAuyalbHBIMU M HEOJ-
HOPOJIHBIMH I'PAaHUYHBIMU YCJIOBHUSIMH ITOKa3aH CIIOCOO YJIy4II€HHs Pe3yJIbTaTOB KOM-
NBIOTEPHOW peaiM3aliy aHAJIUTHYECKHX PELICHHH 3aj1a4 MaTeMaTHuecKOH (U3UKH.
[IpencraBieH anropuT™M HCIOJIB30BAHUS METOJa KOHEUHBIX MHTETPAIBHBIX NPeoOpazo-
BaHMH 10 KOOPJHMHATE, BIOJIb KOTOPOH Teruto(pru3niecKie XapakKTepucTHKN paccMaTpH-
BaeMOro 00bEKTa MEHSIOTCS CTyneH4yaro. [IpoBeseHO cpaBHEHHE BUAOB PELICHUMH, 110-
JY4EHHBIX C BBIJICTICHUEM CTAI[MOHAPHOW COCTaBIIAONIEH 1 0€3 Hero.

IIpumeHeHre COBPEMEHHBIX CPEJCTB KOMIIBIOTEPHOU TEXHUKU [103BOJISIET UCIIOJb-
30BaTh 3aJa4Yun MaTeMaTU4YECKOU (l)l/ISI/lKI/I B YaCTHBIX MPOU3BOAHBLIX JIsA PCHICHUSA 1N~
POKOTO Kpyra MH)KEHEPHBIX M HayYHO-UCCIICIOBATEIbCKIX 3a7a4. JJOCTOMHCTBO aHAIH-
TUYECKUAX TOJXOJOB MPHU MAaTEMAaTUICCKOM MOJCIMPOBAHUU CIIOXHBIX IPOILECCOB IIe-
peHoca, MOMUMO OTCYTCTBHUSl CHCTEMATHYCCKUX MOTPEIIHOCTEH METOJIOB PEIICHUM, —
OTHOCHTEJILHO MaJblii 00hEM BBIUHCICHUH U, KaK CIIEJICTBHE, MaJOe BPEeMsl MOTyUeHHs
PE3yJIbTATOB PACUETOB, YTO MO3BOJISET HUCIOIH30BATh AHAJUTHUSCKHUE TOIXOJbI B CUC-
TEMax peajbHOro BpeMeHH. J[Jisi pelieHus paccMaTpUBaeMoro Kiacca 3ajiad Haubolee
L[EJIECO00Pa3HBIM MPEICTABIACTCS METOA KOHEYHBIX HHTEIPAIbHBIX MIPEOOpa3oBaHuii,
Teopus kotoporo pazpadorana H. C. Konuisikosem [1].

KomnbroTepHass peann3aiiis aHAJIUTHYCCKHX DPEIICHUH 3aqad MaTeMaTHYECKOM
d)l/ISI/lKI/I B YaCTHBIX IIPOU3BOJHBIX UMECT CBOU OCO6CHHOCTI/I, B YaCTHOCTH, CBsI3aHHBIC
¢ HEOOXOAUMOCTBI0O CYMMHUPOBAHHUS PAIOB, BXOAAIINX B pelleHus. MeponpusTus, Ha-
IMMPaBJICHHBIC Ha MOBBLIIICHUEC CXOAUMOCTH PAA0B, MO3BOJAKOT MNOBBICUTH Ka4€CTBO PC-
3yJIBTaTOB PACYCTHBIX PalboT.

PaccmorpuMm 3amady TEIIONMPOBOTHOCTH JJIS A-CIIOMHON HEOTpaHWMYCHHOW ILIa-
CTHHBI C IPOM3BOJIHHBIM HAYaJIbHBIM U HEOAHOPOIHBIMU TPAHUYHBIMH YCIOBUAMHU [2]:

ot (xi, 17) _ 2 62ti (xi, 17)
ot ' axf

, i=L2,.,N, O0=<x;<R;, 1>0; )

t(x,0)= £ (x:); 2
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0t (0,7
}\.1%—0{1 (tl (O,T)—ICI)ZO; (3)
Oty (Ry,T
atj(Rj,r) ;11 (0,7)

tj(Rj,r):th(Rj,r); M= =k — , j=L2,..N-1, (5
rj I’j+1

rae #;(x;,T) — TEMIEPATYpHOE MoJi€ i-ii 00IacTh; X — MPOCTPAHCTBEHHAs! KOOPMHATA;

T — Bpems; A, al-2 — COOTBETCTBEHHO KO3(P(PHUIIMEHTHI TEIUIONPOBOJHOCTH U TEMIIepa-

TypPONPOBOIHOCTH i-H 06;acTH; N — 9MCIIO CIOEB MHOTOCIOWHON o6nacth; R; — Koop-

JMHATA TPAHWIIBI i-H 00JIaCTH; Oy, Oy — KOO(POUIHMEHTbI KOHBEKTHBHOM TEIUIOOTIa4H

OT BHEIIHKX IOBEPXHOCTEN B OKPYIKAIOILYIO CPENY; ., I — TEMIEPATYPhI OKPYIKAIO-

IIeH cpesibl Ha BHEITHUX IPaHHIax 00JIacTH.
JUI UCKITFOUEHUs] KOOPAUHATEI X, BAOJIb KOTOPOH CBOICTBA MIACTUHBI U3MEHSIOT-
Csl CTYNIEHYATO, UCTIONB3yeM (POpMyITy Iepexona K H300paKeHnIM

N Ry,
U(u,r)zzx—’z" I by (%0, T) Wiy (X, 1) . (6)

m=1%m
Snpo uHTerpanpHOro mpeobpasosanus W, (xm, ;,L) — peuienue 3agauu Iltypma—

.HI/IyBI/IJ'IHH C COOTBETCTBYIOIIMMH OJHOPOAHBIMU T'PAHUYHBIMH YCJIOBUAMH, OIIPEIC-
JIIEMO€ C TOYHOCTBIO 0 IMOCTOAHHOI'O MHOXXUTEIIA (BJ_ICCI) [ r[apaMeTp):

AW,y (xo1) | 2

3 +—2Wm(xm,u):0, m=1,2,.,N, 0<x,<R,; 7
dry, a,
dWi(Ry,
7»1%‘“1”’1(130»“):0; ®)
n
dWy Ry,
N
W0 AW (0
— . J _ J -
Wi (Ryam) =W (0.p): kjd—rj—kajH» j=L2,..,N-1. (10)
Obmee pemeHne ypaBHeHuUs (7) UMeeT BUJ
Wiy (%rsbt) =C,p sin(“x”’ O ] (11)
am

W3 rpannunsix ycnosuit (8) — (10) ompenenum ymcna ¢, C,, W, IpuueMm

¢ =—arctg {M_Mj’ (12)
o a
Aoora; R:
® ;4 = arctg ﬁtg “—J+(pj , J=L2,..,N-] (13)
A.a; a.
J i+l J
. (”’Rj J
sin +;
4;
Cin=Ci————73 (14)
snfo-1)

ISSN 0136-5835. Bectauk TI'TY. 2016. Tom 22. Ne 4. Transactions TSTU 597



W — IOCI€A0BATCIIbHBIC TTOJIOKNUTE/IbHBIC KOPHU YPaBHCHUSA

A R
AN oo BN
an an

s mepexona k n300pakeHusIM HeoOXoauMo Gopmyity (6) IpUMEHHTH MTOWICHHO

K ypaBHeHH!O (1) 1 HauanbHOMY YCIOBHIO (2).
B m300pakeHusIX mojydaeM 3anady:

dU (p,7)

. R
+(][)Nj+otj\,s1n[M N+(pN]=0. (15)
an

20 (7) = B Ryt + S (Rt i (16)
U(10)= 222 [ fou () o (s 1) ety (17)
m=lamRm_1

Pemenne 3amaun (16) — (17) B m300pakeHUAX UMEET BU

U(u,r):exp(—uzr)[U(u,0)+ﬁ(aNW(RN,u)tCN +0L1W(R0,u)tcl)(exp(uzr)—l)].

(18)
O0partnblit nepexoz 1t 3anayun (1) — (5) ocymectsisercs 1o Gpopmysie
& U b W b
()= 3 LD k) (19)
Z
n=1
e
N Iy Ry, N 2
Z:Z _ranWm map' Z_rznm
m=1 9m g m=1%m

X(Rm—ﬂ[sin[&ﬂpm Jcos[“R’" +(pmj—sin((pm)cos((pm )B (20)
1 a,, a,

CymmupoBanue B BbIpakeHHH (19) mpoBomuTCs MO 3HAYEHHSM COOCTBEHHBIX
gucen W KommbrotepHas peanmusarus pemrenus (19) 3amaum (1) —(5) mokasbiBaer,

YTO HAJIMYHE CIIAraeMOro lﬁ%(al\/ W(Ry.1)l.y +a1W(R0,u)tcl)(exp(“2 r)—l)

B opmyie (18) 3ameTHO yXyAmaer cxoauMocTb psiaa B (19).

VYiIy4qIuTh CXOOUMOCTh psijia B pemieHnd 3anauu (1) — (5) u, kak ciencrBue, mno-
BBICUTH KAa4€CTBO KOMITBIOTEPHON pean3alii PEeIeHUs] MOKHO, MPEABAPUTEIBHO BbI-
JIEIIMB CTAlMOHAPHYIO COCTABIISIONLYIO PEICHHUS

tl(.xl,‘c):Sl(.xl)+1)l(xl,T), l:1,2,.,N, (21)

rae S; (xl-) — pelIeHne CTalMOHApHOM 3a7a4y ¢ HEOAHOPOIHBIMU TPAaHUYHBIMHU YCIIO-

BUSMU:
2
%:o, i=1,2,.,N, 0<x,<R; (22)
dxl'
ds (0
M dl( )—ocl(Sl(O)—tcl)zo; (23)
X1
dSy(R
» % N (Sn (Ry ) =ten )=0; (24)
XN
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ds;(Rr;) dS;.1(0)

S](RJ)ZS]+1(O), ij:kj+IT, j:1,2,...,N—1, (25)
J
TOT/Ia peleHne CTalMoHapHoi 3anaun (22) — (25) npumer BUa:
t.y—t
4= 1 CA][V ]C; 1 ; 27
A| =+ K —
ap o M oy
N
R; R 1
o § 8
B i g=ivl Mk 9N ) )3
i ‘N N s ( )
1 R, 1
1 B xk oy

P,-(xl-,‘r) — peuieHue HeCTaIIPIOHapHOﬁ 3aJa4u C OAHOPOJAHBIMH T'PAHUYHBIMH YCJIO-

BUAMMU:
0h(x7)_ faP( D) ilia N, 0<x, <R, 1>0; (29)
ot ax
F (%1,0)= /i (%) =5; (% ); (30)
0B (0,7
#—alﬁ(oﬂ)zo; 31)
0Py (R
ﬁxN
OP;(R;,7) oP;,1(0,7)
J\J J+1IY .
P;(R;,7) = Pyy1 (0,7); K-"a—xj:xf“laxT’ j=12..N-1. (33)

Pemenune 3amaun (29) — (33) MoXKeT OBITh MOJYYEHO METOJOM KOHCYHBIX HHTE-
TpajJbHBIX MPEoOpPa30BaHUIl C UCIOIB30BAaHHEM (GOPMYIIBI Iepexoa K H300pakeHUSIM

(6) otHocutenbHO GyHKIUU P (x~ 'c)

Ut

ﬁMz

—’; j Wy (X 1) - (34)
19m 0

O0partnblit nepexon st 3anaun (29) — (33) ocyuuectisercs aHaaorudHo ¢op-
mye (19)

i (x”” ), (35)

rae U ( W, r) — peleHune 3a7a4y B U300paKeHUSX:

dU; (u,
%wz% (n.7) =0; (36)
N Ry,
Z _rzn I (fm (xm )_Sm (xm ))Wm (xm,p.) dx,,. (37)
m=1%m
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Pewenuem 3agaun (36) — (37) sBnsieTcst GyHKIMS
Ul(u,t):Ul(u,O)exp(—uzt). (38)

Takum oOpazom, pemenne ncxoaHou 3axaun (1) — (5), momydeHHoe Mpu BbLIEIIE-
HUM CTAllHOHAPHOM COCTABIISIOIIEH, HIMEET BHJ
o0
z,-(xi,r)=Al.x,-+B,.+zUl(“’T)W’(x”“). (39)
n=1 z
Pe3ynbraToM BBIJENICHUS! CTAIMOHAPHON COCTABISIIOLIECH NPH PELICHHU 3aJlauu
(1) — (5) sBasiercst To, uTo pan B peuieHuH (39) MMeeT CyIIECTBEHHO JIYUIIYIO CXOH-
MocTb. braromapst sTomy noBblaeTcs KaueCTBO KOMIIBIOTEPHON pean3alii PeIeHuUs
MCXOJIHOM 3a71a4M TEIUIONPOBOJHOCTH, TaK KaK CHIIKAIOTCS OOBEM BBIUMCIEHUH U 00-
asi BBIYUCIMTENbHAs MOrpemHocTs. Kpome Toro, mpouemypa MOIyYeHUS DPEIIeHUs
P;(x;, T) HecTaMOHapHON 3a/la4M TEIUIONPOBOJHOCTH 3HAYUTENILHO YIPOLIAETCS, a pe-
menue S;(x;) craluoHapHOU 3amaun (22) — (25) MOXKET UMETh CaMOCTOSITENIbHYIO IIeH-
HOCTbB NP pacyerax CTallMOHAPHBIX IPOLECCOB.
AHAJOTHYHBINA TOAXOJ NPH MOJYYCHUH aHAJMTHYSCKHX PEILCHUH NPYrux 3am1ad
HECTallMOHAPHOM TEIIONPOBOJHOCTH B XOZAE pa3pabOTKW MaTeMaTH4ecKHX MoJelen
TEeMIepaTyPHBIX ITOJIeH MCTIONB30BaH B psie pabdort [3, 4].
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Method for Improving the Quality of Mathematical Modeling
of Unsteady Temperature Fields

E.N. Tugolukov', A.V. Neprokin®, A.V. Gorbunov?, V. M. Nechaev®
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Keywords: analytical solution; mathematical modeling; method of finite integral
transformations; convergence of series; temperature fields.

Abstract: Using the example of transient heat conduction problem for the multi-
layer infinite plate with arbitrary initial and inhomogeneous boundary conditions, we
showed how to improve the results of the computer implementation of analytical
solutions of mathematical physics problems with inhomogeneous boundary conditions.
The algorithm for the method of integral transformations in the coordinate along which
the thermal characteristics of the object change in steps. A comparison of the types of
solutions obtained without isolation and separation of the stationary component is made.
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Weise der Erhohung der Qualitit der mathematischen Modellierung
der nichtstationiren Temperaturfelder

Zusammenfassung: Am Beispiel der Aufgabe der nichtstationdren
Wirmeleitfahigkeit fiir die mehrschichtigen unbeschriankten Platte mit den willkiirlichen
Anfangsbedingungen und mit den verschiedenartigen Randbedingungen ist die Weise
der Verbesserung der Ergebnisse der Computerrealisierung der analytischen Losungen
der Aufgaben der mathematischen Physik mit den ungleichartigen Randbedingungen
vorgefiihrt. Es ist der Algorithmus der Nutzung der Methode der endlichen
Integralumgestaltungen nach der Koordinate, die entlang die wiarme-physikalischen
Charakteristiken des betrachtenden Objektes sich stufig dndern, angefiihrt. Es wird der
Vergleich der Arten der Losungen, die ohne Absonderung und mit der Absonderung der
stationdren Komponente erhalten sind, durchgefiihrt.

Moyen de I’augmentation de la qualité de la modélisation mathématique
des champs de température non stationnaires

Résumé: A ’exemple de la tiche non-stationnaire de la conductivité thermique
pour une plaque multicouche illimitée avec les conditions limites des initiales
facultatives et hétérogenes est montré le moyen de 1’amélioration des résultats de la
réalisation informatique des solutions analytiques des problémes de la physique
mathématique avec les conditions limites hétérogénes. Est présenté 1’algorithme de
l'utilisation de la méthode des transformations finales intégrales sur une coordonnée le
long de laquelle les caractéristiques thermophysiques de I'objet examiné changent en
étapes. Est effectuée une comparaison des solutions obtenues.

ABtopsbl: Tyzonykoeé Eecenuit Huxonaesuu — NOKTOpP TEXHUUECKUX HAyK, IPO-
(eccop xadenps! «TexHHKa 1 TEXHOJIOTUH ITPOM3BOACTBA HAHOIPOAYKTOBY; Henpokun
Anexceii Braoumupoeuu — crynenr; I'opoynoe Anekceii Bukmopoeuu — nNOKTOp Me-
JWILIMHCKUX HaykK, AoueHT kadenpsl «buomenuimnckas TexHuka»; Heuaee Bacunuii
Muxaitnosuuy — XKaHOUIAT TEXHUYECKUX HAYK, NOLUEHT Kadenpbl «TexHomormyeckne
MIPOLIECCHI, anmaparsl U TexHocdepHas 6ezonacHocTs», PI'BOY BO «TI'TY», 1. Tam-
608, Poccusi.

Peunensenrt: 'amanosa Hamanvsa L{ubuxoéna — JOKTOp TEXHUYECKUX HAYK, MPO-
teccop, 3aBemyromas kadenpoit «TeXHOIOTHYECKUE MPOIECCHI, anmmapaThl U TEXHO-
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