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Аннотация: На примере задачи нестационарной теплопроводности для 

многослойной неограниченной пластины с произвольными начальными и неод-
нородными граничными условиями показан способ улучшения результатов ком-
пьютерной реализации аналитических решений задач математической физики. 
Представлен алгоритм использования метода конечных интегральных преобразо-
ваний по координате, вдоль которой теплофизические характеристики рассматри-
ваемого объекта меняются ступенчато. Проведено сравнение видов решений, по-
лученных с выделением стационарной составляющей и без него. 

 

 
 

 
 
Применение современных средств компьютерной техники позволяет исполь-

зовать задачи математической физики в частных производных для решения ши-
рокого круга инженерных и научно-исследовательских задач. Достоинство анали-
тических подходов при математическом моделировании сложных процессов пе-
реноса, помимо отсутствия систематических погрешностей методов решений, –
относительно малый объем вычислений и, как следствие, малое время получения 
результатов расчетов, что позволяет использовать аналитические подходы в сис-
темах реального времени. Для решения рассматриваемого класса задач наиболее 
целесообразным представляется метод конечных интегральных преобразований, 
теория которого разработана Н. С. Кошляковым [1]. 

Компьютерная реализация аналитических решений задач математической 
физики в частных производных имеет свои особенности, в частности, связанные 
с необходимостью суммирования рядов, входящих в решения. Мероприятия, на-
правленные на повышение сходимости рядов, позволяют повысить качество ре-
зультатов расчетных работ. 

Рассмотрим задачу теплопроводности для n-слойной неограниченной пла-
стины с произвольным начальным и неоднородными граничными условиями [2]:  
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где ti (xi ,τ) – температурное поле i-й области; x – пространственная координата;  
τ – время; 2,i iaλ  – соответственно коэффициенты теплопроводности и темпера-
туропроводности i-й области; N – число слоев многослойной области; Ri – коор-
дината границы i-й области; α1, αN – коэффициенты конвективной теплоотдачи 
от внешних поверхностей в окружающую среду; tc1, tcN – температуры окружаю-
щей среды на внешних границах области.  

Для исключения координаты x, вдоль которой свойства пластины изменяют-
ся ступенчато, используем формулу перехода к изображениям 
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Ядро интегрального преобразования ( ),m mW x μ  – решение задачи Штурма–
Лиувилля с соответствующими однородными граничными условиями, опреде-
ляемое с точностью до постоянного множителя (здесь μ  – параметр): 
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Общее решение уравнения (7) имеет вид  
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μ  – последовательные положительные корни уравнения 
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Для перехода к изображениям необходимо формулу (6) применить почленно 
к уравнению (1) и начальному условию (2).  

В изображениях получаем задачу: 
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Решение задачи (16) – (17) в изображениях имеет вид 
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Обратный переход для задачи (1) – (5) осуществляется по формуле 
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Суммирование в выражении (19) проводится по значениям собственных  
чисел μ. Компьютерная реализация решения (19) задачи (1) – (5) показывает,  

что наличие слагаемого ( ) ( )( ) ( )( )2
1 0 12

1 , , exp 1N N c N cW R t W R tα μ +α μ μ τ −
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в формуле (18) заметно ухудшает сходимость ряда в (19). 
Улучшить сходимость ряда в решении задачи (1) – (5) и, как следствие, по-

высить качество компьютерной реализации решения можно, предварительно вы-
делив стационарную составляющую решения 
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где ( )i iS x  – решение стационарной задачи с неоднородными граничными усло-
виями:   
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тогда решение стационарной задачи (22) – (25) примет вид: 
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( ),i iP x τ  – решение нестационарной задачи с однородными граничными усло-
виями: 
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Решение задачи (29) – (33) может быть получено методом конечных инте-
гральных преобразований с использованием формулы перехода к изображениям 
(6) относительно функции ( ),i iP x τ  
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Обратный переход для задачи (29) – (33) осуществляется аналогично фор-
муле (19) 
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где ( )1 ,U μ τ  – решение задачи в изображениях: 
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Решением задачи (36) – (37) является функция 

 ( ) ( ) ( )2
1 1, , 0 exp .U Uμ τ = μ −μ τ  (38) 

Таким образом, решение исходной задачи (1) – (5), полученное при выделе-
нии стационарной составляющей, имеет вид 
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Результатом выделения стационарной составляющей при решении задачи 
(1) – (5) является то, что ряд в решении (39) имеет существенно лучшую сходи-
мость. Благодаря этому повышается качество компьютерной реализации решения 
исходной задачи теплопроводности, так как снижаются объем вычислений и об-
щая вычислительная погрешность. Кроме того, процедура получения решения  
Pi (xi , τ) нестационарной задачи теплопроводности значительно упрощается, а ре-
шение Si (xi ) стационарной задачи (22) – (25) может иметь самостоятельную цен-
ность при расчетах стационарных процессов. 

Аналогичный подход при получении аналитических решений других задач 
нестационарной теплопроводности в ходе разработки математических моделей 
температурных полей использован в ряде работ [3, 4]. 
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der Verbesserung der Ergebnisse der Computerrealisierung der analytischen Lösungen 
der Aufgaben der mathematischen Physik mit den ungleichartigen Randbedingungen 
vorgeführt. Es ist der Algorithmus der Nutzung der Methode der endlichen 
Integralumgestaltungen nach der Koordinate, die entlang die wärme-physikalischen 
Charakteristiken des betrachtenden Objektes sich stufig ändern, angeführt. Es wird der 
Vergleich der Arten der Lösungen, die ohne Absonderung und mit der Absonderung der 
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Résumé: A l’exemple de la tâche non-stationnaire de la conductivité thermique 
pour une plaque multicouche illimitée avec les conditions limites des initiales 
facultatives et hétérogènes est montré le moyen de l’amélioration des résultats de la 
réalisation informatique des solutions analytiques des problèmes de la physique 
mathématique avec les conditions limites hétérogènes. Est présenté l’algorithme de 
l'utilisation de la méthode des transformations finales intégrales sur une coordonnée le 
long de laquelle les caractéristiques thermophysiques de l'objet examiné changent en 
étapes. Est effectuée une comparaison des solutions obtenues. 
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