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Аннотация: Рассмотрено одно уточнение известного в тематике средних 

величин неравенства Ки Фана. Доказательство опирается на теоремы дифферен-
циального исчисления функций нескольких переменных. 

 
 
 
 
 
Введение. В теории среднего степенного хорошо известно неравенство 
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правое в котором есть известное неравенство Ки Фана [1, с. 15], а левое принад-
лежит W.-L. Wang и P.-F. Wang  [6]. Среди уточнений (1) известно опубликован-
ное в [5]  В. Серпинским неравенство 
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При анализе (1) – (3) возникает вопрос о справедливости неравенства  
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структура  которого «унаследована» от (2) и (3). Альцер Х. с помощью  алгебраи-
ческих преобразований и свойств числовых неравенств доказывает правое нера-
венство в (4), являющееся уточнением неравенства Ки Фана [4]. Мы  рассмотрим 
другой подход к доказательству упомянутого соотношения.  

Вспомогательные утверждения. 
Предложение 1  [2, с. 225]. Пусть a  и b ( )ba <  – положительные числа, не 

превосходящие .
2
1  Тогда для любых положительных чисел 21, qq  справедливо 
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Д о к а з а т е л ь с т в о  предложения 1 можно найти в [2, с. 226].  

Предложение  2. Последовательность 
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Д о к а з а т е л ь с т в о.  Монотонность последовательности можно показать, 

например, по схеме в [3, с. 89]. Также нетрудно видеть, что .e1lim m
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Сформулируем основной результат. 
Теорема. Справедливо неравенство  
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причем, если ,2>n то равенство в нем возможно лишь при условии 
,...21 naaa ===  если же ,2=n  то равенство достигается при любом наборе 

., 21 aa  
Д о к а з а т е л ь с т в о.  Пусть 2>n (случай 2=n  тривиален). Тогда (4') 

равносильно неравенству 
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Будем доказывать (5), опираясь на вторую теорему Вейерштрасса о непрерыв-
ной на компактном множестве функции нескольких переменных и теорему о не-
обходимых условиях экстремума функции нескольких переменных. Очевидно, (5) 
обращается в равенство, если naaa === ...21 . Мы утверждаем, что в противном 
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как f  непрерывна на множестве ,
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Левая часть (6) не зависит от ,k  поэтому можем записать систему из n ра-
венств 
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Из равенства, например, первой и последней сумм в (7) получим уравнение   
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Если ,3=n  то, очевидно, .~~
31 xx =  Соотношения, подобные (8), верны и для 

других компонент точки .~x  Значит, .~~~
321 xxx ==  Получаем противоречие, по-
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скольку среди nxx ~,...,~
1  должны быть различные. Если же ,3>n  запишем равен-

ство   
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следующее из равенства второй и последней сумм в (7). Предположив в (8), что 
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Итак, ( )nxx ~...,,~
1  может быть лишь граничной точкой множества .
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С помощью соотношений 
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Заключение. Для полноты проведенного исследования отметим следующее.  
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являющегося уточнением неравенства W.-L. Wang и P.-F. Wang,  пока открыт. 
Надеемся, что изложенный метод исследования вызовет интерес читателей и  

будет способствовать развитию теории среднего степенного и ее приложений. 
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Abstract: The paper is devoted to the consideration of clarification of Ky Fan 

inequality, which is well known in the theory of averages. The proof is based on 
theorems of differential calculus of functions of several variables.  

 
 

Über einer Berichtigung der Ungleichung von Ky Fan 
 

Zusammenfassung: Es wird eine Berichtigung der in der Thematik der 
Mittelgrößen bekannten Ungleichung von Ky Fan betrachtet. Die Beweisführung basiert 
auf den Theoremen der Differentialberechnung der Funktionen der einigen Variablen. 

 
 

Sur une précision de l’inégalité de Ky Fan 
 

Résumé: Est examinée une précision de l’inégalité de Ky Fan connue parmis les 
sujets des valeurs moyennes. La preuve est fondée sur les théorèmes du calcul 
différentiel des fonctions de plusieures variables. 
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