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Аннотация: Представлена математическая модель теплопереноса в системе 

двух тел. Сформулирована краевая задача теплопроводности в размерном и без-
размерном представлениях. Получены распределения значений температуры по 
длине ограниченного и полуограниченного тел, а также значения температуры на 
границе контакта двух тел в любой момент времени. 

 
 

Обозначения и аббревиатуры 
 

а – температуропроводность, м2/с; 
h – толщина первого тела, м; 
ε – тепловая активность, Дж/(м2·K·с0,5); 
Т0 – начальная температура, °С; 
λ – теплопроводность, Вт/(м⋅К); 
х, χ – координата в размерном и безразмер-
ном представлениях соответственно; 
τ, Fo – время в размерном и безразмерном 
представлениях соответственно; 
 

Т, Θ – температура в размерном и безраз-
мерном представлениях соответственно; 
ω,ω′  – круговая частота в размерном и без-
размерном представлениях соответственно; 
ТФС – теплофизические свойства; 
НК – неразрушающий контроль. 

 

Индексы 
1 – первое тело; 
2 – второе тело. 

 
 

В случае НК материалов активными тепловыми методами искомые ТФС 
проявляются через температурный отклик исследуемого объекта на тепловое воз-
действие, которому подвергается объект в специально организованном экспери-
менте [1]. 

Важным преимуществом гармонического теплового воздействия (в сравне-
нии с другими) является возможность управлять в широких пределах частотой 
колебаний источника, что существенно упрощает условия оптимизации режима 
опыта и позволяет снижать влияние теплообмена исследуемого объекта со средой 
на результаты измерений. В опытах удается непосредственно регистрировать фа-
зовый сдвиг температурных волн [2]. 

Наиболее сложной и важной задачей при создании новых методов НК ТФС 
является разработка физико-математических моделей, адекватно описывающих 
тепловые процессы в объектах контроля. 

В данной работе представлена математическая модель теплопереноса в сис-
теме двух тел при гармоническом тепловом воздействии. 

Ограниченная пластина (первое тело) приведена в соприкосновение со вторым 
(полуограниченным) телом (рисунок). Боковые поверхности тел имеют тепловую 
изоляцию. В начальный момент времени на поверхность ограниченного тела с 
начальной температурой T0 начинает действовать гармоническое тепловое воз-
действие T(0,τ) = Tmcos(ωτ) + T0. 
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Необходимо найти распределения значе-
ний температуры T1, T2 по длине ограниченно-
го и полуограниченного тел, а также значение 
температуры на границе двух тел 2T ′  в любой 
момент времени τ. 

В математическом виде задача записыва-
ется следующим образом: 
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T1(x,0) = T2(x,0) = T0;                  (3) 
 
 

T1(0,τ) = Tmcos(ωτ)+T0;                (4) 
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 T1(h,τ) = T2(h,τ); (6) 
 
 

 T2(∞,τ) = 0. (7) 
 

Введем следующие обозначения: 
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Задачу перепишем в безразмерном виде: 
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 Θ1(χ,0) = Θ2(χ,0) = 0; (11) 
 

 

 Θ1(0,Fo) = cos(ω' Fo); (12) 
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 Θ1(1,Fo) = Θ2(1,Fo); (14) 
 

 Θ2(∞,Fo) = 0. (15) 
 

Решение задачи будем искать для квазистационарного состояния, в котором 
начальные условия перестают оказывать влияние на тепловой процесс. Перейдем 
к комплексным решениям: 

 

 Θ1(χ,Fo) = A1(χ)exp(ω' Foi); (16) 
 

 Θ2(χ,Fo) = A2(χ)exp(ω' Foi). (17) 

h 
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λ1, a1

λ2, a2

T(0,τ)=Tmcos(ωτ)+T0  

Система ограниченного 
и полуограниченного тел 
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Подставив выражения (16), (17) в (9) и (10) соответственно, получим: 
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Сократив ),Foexp( iω′  получим: 
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Решения выражений (20) и (21) относительно A1(χ) и A2(χ): 
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где С11, С12, С21, С22 – постоянные. 
Из условия (15) следует, что C21 = 0. Формула (23) примет вид 
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Постоянные С11, С12, С22 найдем из условий (12) – (14), которые с учетом 
перехода к комплексным переменным примут вид: 

 

 С11 + С12 = 1; (25) 
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Решив систему (25) – (27), получим 
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Подставив С11, С12, С22 в (22) и (24) получим: 
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Введем обозначение [2]  .
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Выражения (31) и (32) перепишем в виде: 
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Окончательное решение задачи (8) – (15) в комплексной форме: 
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В размерном виде (36) и (37): 
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Температура на границе двух тел 2T ′  
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Найденные решения (38) – (40) могут быть использованы для определения 
размеров слоев в многослойных изделиях, а также для нахождения теплофизиче-
ских свойств материалов исследуемых объектов. 
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Abstract: the mathematical model of heat transfer in a system of two bodies is 

presented. The boundary problem of heat conduction in the dimensional and 
dimensionless representations is formulated. The distributions of temperature along the 
length of the limited and semi-limited bodies, as well as temperature values at the 
interface of two bodies at any moment time are produced. 

 
 

Modellierung der Wärmeübertragung im System der zweien Körper 
bei der harmonischen Wärmeeinwirkung 

 
Zusammenfassung: Es ist das mathematische Modell der Wärmeübertragung 

im System der zweien Körper dargelegt. Es ist die Randaufgabe der Wärmeleitfähigkeit 
in den dimensionalen und undimensionalen Representationen formuliert. Es sind die 
Verteilungen der Werten der Temperatur nach der Länge der begrenzten und 
unbegrenzten Körper im jeden Zeitmoment erhalten. 

 
 

Modélage du transfert de chaleur dans le système de deux corps lors 
de l’action thermique harmonieuse 

 
Résumé: Est présenté le modèle mathématique du transfert de chaleur dans le 

système de deux corps. Est formulé le problème de la contrée du transfert de chaleur 
dans les représentations dimensionnelles et non dimensionnelles. Sont reçues les 
répartitions des valeurs de la température sur la longueur des corps limité et semi-limité 
ainsi que les valeurs de la température sur la limite du contact de deux corps dans 
n’importe quel moment du temps. 

 
 

Авторы: Рогов Иван Владимирович – кандидат технических наук, докто-
рант кафедры «Гидравлика и теплотехника»; Майникова Нина Филипповна – 
доктор технических наук, заведующая кафедрой «Гидравлика и теплотехника»; 
Попов Олег Николаевич – аспирант кафедры «Гидравлика и теплотехника»; 
Молодов Сергей Викторович – магистрант, ГОУ ВПО «ТГТУ». 

 
Рецензент: Глинкин Евгений Иванович – доктор технических наук, профес-

сор кафедры «Биомедицинская техника», ГОУ ВПО «ТГТУ». 



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


