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Аннотация: Классический результат Перрона о существовании домини-

рующего положительного собственного значения у положительной матрицы 
обобщен на более широкий класс матриц, допускающих наличие отрицательных 
элементов. 

 
 
 
 
Пусть ܴ݊ൈ݊ – множество вещественных матриц ܣ ൌ ሺܽ௜௝ሻ порядка ݊, ܴ൅

݊ൈ݊ – 
множество положительных матриц из ܴ݊ൈ݊: 

 
 

ܴ൅
݊ൈ݊ ൌ ሼܣ א ܴ݊ൈ݊|݆ܽ݅ ൐ 0, 1 ൑ ݅, ݆ ൑ ݊ሽ. 

 
 

По теореме Перрона [1, с. 354], любая матрица ܣ א ܴା
௡ൈ௡ имеет положитель-

ное собственное значение, равное спектральному радиусу этой матрицы. В на-
стоящей работе предлагается обобщение этого факта на некоторый класс матриц 
݌ܴ

݊ൈ݊ ؿ ܴ݊ൈ݊,  ܴ݌
݊ൈ݊ ـ ܴ൅

݊ൈ݊. 
Определение 1. Матрица ܣ א ܴ௡ൈ௡ называется позитивной, если существует 

такое разбиение множества индексов ܯ ൌ ሼ1, 2, . . ., ݊ሽ на два непересекающихся 
подмножества ܯଵ ൌ ሼ1, ݌ଶ, . . ௥ሽ, 1݌ ,. ൏ ଶ݌ ൏. . . ൏ ଶܯ ,௥݌ ൌ ሼݍଵ, ݍଶ, . . ଵݍ ,௦ሽݍ ,. ൏
൏ ଶݍ ൏. . . ൏ ௦, что для любых 1ݍ ൑ ݅, ݆ ൑ ݊: 

 

݆ܽ݅ ൐ 0, если ݅, ݆ א ݆ ,݅ ଵ,  либоܯ א  ;ଶܯ
 

݆ܽ݅ ൏ 0, если ݅ א ݆  ,ଵܯ א ݅ ଶ,  либоܯ א ݆  ,ଶܯ א  .ଵܯ
 

При этом множество 1ܯ называется типом позитивной матрицы ܣ. 
Замечание 1. Тип позитивной матрицы определяется однозначно и имеет 

вид ሼ1, ݌ଶ, . . . ,ଶ݌ ,௥ሽ, где 1݌ ,. .  ௥ – вторые индексы положительных элементов݌ ,.
первой строки матрицы. 

Замечание 2. Элементы главной диагонали позитивной матрицы положи-
тельны. 

Пример 1. Матрица вида 
 

ܣ ൌ ൭
൅ െ ൅
െ ൅ െ
൅ െ ൅

൱ , 
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где знаками «+», «–» отмечены знаки соответствующих матричных элементов, 
является позитивной матрицей типа {1, 3}. 

Пример 2. Матрица вида 
 

ܣ ൌ ൭
൅ െ ൅
൅ ൅ ൅
൅ െ ൅

൱ 
 

не является позитивной. 
Пусть ܴ݌

݊ൈ݊ – множество позитивных матриц из ܴ݊ൈ݊. 
Замечание 3. Справедливо включение ܴା

௡ൈ௡ ؿ ܴ௣
௡ൈ௡,  ибо любая матрица 

ܣ א ܴା
௡ൈ௡ является позитивной типа ሼ1, 2, . . ., ݊ሽ. 
Определение 2. Матрица ܣ א ܴ௡ൈ௡ называется знакосимметрической, если 

݆݆ܽ݅ܽ݅ ൐ 0,  1 ൑ ݅, ݆ ൑ ݊. 
Пусть ܴݏ

݊ൈ݊ – множество знакосимметрических матриц из ܴ݊ൈ݊. 
Замечание 4. ܴ݌

݊ൈ݊ ؿ ݏܴ
݊ൈ݊, ܴ݌

݊ൈ݊ ് ݏܴ
݊ൈ݊. 

Действительно, включение ܴ݌
݊ൈ݊ ؿ ݏܴ

݊ൈ݊ очевидно. Неравенство ܴ݌
݊ൈ݊ ് ݏܴ

݊ൈ݊ 
следует, например, из того, что знакосимметрическая матрица вида 

 
 

ܣ ൌ ൭
൅ െ ൅
െ ൅ ൅
൅ ൅ ൅

൱ 
 

не является позитивной. 
Теорема. Любая матрица ܣ א ܴ௣

௡ൈ௡ типа 1ܯ ൌ ሼ1, 2݌, . . -ሽ имеет положиݎ݌ ,.
тельное собственное значение, равное ее спектральному радиусу, и этому собст-
венному значению отвечает собственный вектор вида ݔ ൌ ሺݔ௝ሻ௝ୀଵ

௡ 1ݔ , ൐ 0, 
݇݌ݔ

൐ 0,  2 ൑ ݇ ൑ ݆ݔ  ,ݎ ൏ 0,  ݆ א  .ଵܯ\ܯ
Доказательство. Рассмотрим телесный замкнутый конус ܭ ൌ ሼሺݔ௝ሻ௝ୀଵ

௡ א
א ܴ௡|ݔଵ ൒ ௣ೖݔ  ,0 ൒ 0,  2 ൑ ݇ ൑ ௝ݔ  ,ݎ ൏ 0,  ݆ א -ଵሽ (координатный угол в ݊-мерܯ\ܯ
ном пространстве). Тогда ܣሺܭሻ ؿ  откуда следует, в силу известной теоремы ,ܭ
[2, с. 78], наше утверждение. Теорема доказана. 
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Abstract: A classical result of Perron existence of a dominant positive 

eigenvalue of a positive matrix is generalized to a wider class of matrices that admit the 
existence of negative elements. 
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Eine Verallgemeinerung des Theorems von Perron 
 
Zusammenfassung: Klassisches Resultat von Perron über dem Existenz der 

dominierenden positiven eigenen Bedeutung bei dem positiven Matrix wird auf breitere 
Klass der das Existenz der negativen Elemente gestattenden Matrizen, verallgemeinert. 
 

 
Une généralisation du théorème de Perron 

 
Résumé: Le résultat classique de Perron sur l’existence de la propre valeur 

dominante de la matrice positive est généralisé sur une classe plus large des matrices qui 
admettent la présence des éléments négatifs. 
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