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Анотация: Приведена теорема существования решений общей задачи 
стабилизации для одного класса нелинейных систем. Показано, что решение этой 
задачи дается законом управления с обратной связью. Установлена схема 
последовательных приближений, позволяющая получить этот закон. 
 
 
 

_____________________________________ 
 

1. Введение 
 

Рассмотрим управляемую нелинейную динамическую систему, характе-
ризуемую дифференциальным уравнением  

 

),,(= uxfBuAxx ++&                                                   (1) 
 

в котором ),,(= 1 nxxx K  – n-мерный действительный вектор состояния, 

),,(= 1 muuu K  – m-мерный действительный вектор управления; A  и B  – дейст-

вительные )( nn× - и )( mn× -матрицы; ),,(= 1 nfff K  – векторная функция, 
определенная и непрерывная вместе со своими частными производными: 
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в пространстве mnR + . 
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Предположим, что начальное состояние  
 

ctx =)( 0                                                                (2) 
 

задано, а задача управления системой (1) заключается в минимизации функ-
ционала  
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в котором T  – фиксированное конечное время; Q  и P  – положительные полуоп-
ределенные (n×n)-матрицы; R  – положительно определенная (m×m)-матрица; 

)(te  – ошибка системы, то есть 
 

)()(=)( tztxte −  
 

для всех значений ,0 Ttt ≤≤  где ),,(= 1 nzzz K  – n-мерный действительный 
вектор, характеризующий заданный режим функционирования системы (1). 

Легко видеть, что непосредственное применение принципа максимума 
Л.С. Понтрягина к рассматриваемой задаче приводит к достаточно сложной 
краевой задаче, если только (1) – (3) не сводится к линейно-квадратичной задаче 
слежения [1, с. 657]. Однако во многих практических ситуациях режим )(tz  
устроен достаточно плохо и указанное сведение становится невозможным. В этом 
случае, если влиянием функции f на систему (1) по каким-либо причинам можно 
пренебречь, то задача (1) – (3) оказывается достаточно простой и ее, видимо, 
можно считать полностью решенной [1, 2]. Кроме того, весьма важным 
представляется то обстоятельство, что здесь решение удается получить в виде 
закона управления с обратной связью. Поэтому в общем случае для получения 
оценок решения задачи (1) – (3) рассматривают различные методы, которые в той 
или иной форме используют линеаризацию и последовательные приближения, 
позволяющие свести ее (задачу) к некоторой последовательности линейно-квадра-
тичных задач слежения [3–5]. 

В работе [6] намечено дальнейшее развитие упомянутых выше результатов. 
Существенным недостатком основной теоремы статьи [6] является то, что закон 
управления дается только на некотором достаточно малом промежутке времени. 
Устраненим этот недостаток. 
 

2. Вспомогательные задачи 
 

Прежде всего, опишем первую (теперь уже классическую) процедуру постро-
ения оценок решения нелинейно-квадратичных задач оптимального управления, 
фактически лежащую в основе последующих построений. 

Следуя [3], рассмотрим задачу о минимизации функционала 
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с ограничением 
 

,=)(),,(= 0 ctxuxgx&                                                  (5) 
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где ),,(= 1 nggg K  – нелинейная векторная функция, определенная и непрерыв-
ная вместе со своими частными производными: 
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в пространстве mnR + . 
Пусть )(),( txtu NN  – некоторое N-е приближение к оптимальному управле-

нию и состоянию в задаче (4), (5). Тогда 1)( +N -е приближение )(),( 11 txtu NN ++  
может быть получено как решение вспомогательной задачи о минимизации 
функционала 
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с ограничением 
 

,=)(),)(())((),(= 0 ctxuutBxxtAuxgx NNNNNN −+−+&                (7) 
 

в котором )(tAN  и )(tBN  – действительные (n×n)- и (n×m)-матрицы, задаваемые 
равенствами 
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соответственно. 
Задача (6), (7) представляет собой вариант задачи слежения для линейной 

системы и ее решение, как известно, дается законом управления с обратной 
связью 
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в котором )(1 tKN +  – решение матричного дифференциального уравнения Рик-
кати  
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с граничным условием 
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,=)(1 PTKN +                                                       (12) 
 

а )(1 thN +  – решение линейного дифференциального уравнения 
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с граничным условием [1, с. 699]1. 
 

.)(=)(1 TPzThN +                                                   (14) 
 

Если построенные выше последовательности 
 

KK ,,,, 21 Nxxx                                                     (15) 
 

и 
 

KK ,,,, 21 Nuuu                                                  (16) 
 

равностепенно непрерывны и равномерно ограничены на отрезке ],[ 0 Tt , то из 
(15) и (16) можно выбрать подпоследовательности 
 

KK ,,,,
21 kNNN xxx                                                 (17) 

 

и 
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KK
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равномерно на ],[ 0 Tt  сходящиеся к некоторым непрерывным функциям *x  и *u  
соответственно, где 
 

.=lim ∞
∞→

k
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Тогда, если окажется, что последовательность (17) совпадает с последова-
тельностью (15), а последовательность (18) – с последовательностью (16), то, 
используя соотношения (8) – (14), можно рассмотреть и вопрос о том, будет ли 

)(* tu  оптимальным управлением в задаче (4), (5). 
Заметим теперь, что показать эквивалентность последовательностей (15), 

(17) и (16), (18) в общем случае совсем непросто. Поэтому в работе [4] была 
предложена иная вспомогательная задача, более полно учитавающая конкретные 
особенности задачи (1) – (3). 

Следуя [4], для всех значений K2,1,0,=N  рассмотрим вспомогательную 
задачу о минимизации функционала 
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с ограничением 

                                                           
1 Здесь в книге [1] имеет место очевидная опечатка. 
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.=)(),,(= 01111 ctxuxfBuAxx NNNNNN ++++ ++&                         (20) 
 

Для заданных функций Nx  и Nu  оптимальное управление )(1 tuN +  в задаче 
(19), (20) дается законом управления с обратной связью  

 

)],()()([=)( 11
1

1 txtKthBRtu NNN ++
−

+ −′                                  (21) 
 

в котором )(1 txN +  – решение уравнения (20), соответствующее )(1 tuN+  и удов-
летворяющее начальному условию 
 

,=)( 01 ctxN+  
 

)(tK  – решение матричного дифференциального уравнения Риккати 
 

QtKBBRtKtKAAtKtK −′+′−− − )()()()(=)( 1&                             (22) 
 

с граничным условием 
 

,=)( PTK                                                     (23) 
 

а )(1 thN +  – решение линейного дифференциального уравнения 
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с граничным условием 
 

).(=)(1 TPzThN+                                                   (25) 
 

Таким образом, если начальное приближение )(),( 00 tutx  задано, то соотно-
шения (19) – (25) определяют схему последовательных приближений, которая, как 
будет показано ниже, при всех достаточно малых значениях T позволяет 
установить существование решений задачи (1) – (3) и дает эффективную проце-
дуру построения этих решений. Отметим также, что для простоты начальное 
приближение здесь будет определено соотношениями 

 

ctx ≡)(0                                                           (26) 
 

и 
 

].)()([)( 1
0 ctKTPzBRtu −′≡ −                                            (27) 

 
3. Основная теорема 

 
Несколько ослабим требования, предъявляемые у функции f. Будем считать, 

что эта функция липшицева в пространстве mnR +  с константой λ . 
Пусть 2L  – множество функций, определенных на отрезке ],[ 0 Tt , прини-

мающих значения в пространстве mR  и суммируемых с квадратом по Лебегу на 
],[ 0 Tt . Далее, пусть TL2  – часть множества 2L , такая, что для каждой функции 
TLu 2∈  уравнение (1) имеет абсолютно непрерывное решение )(tx , определенное 

для всех значений Ttt ≤≤0  и удовлетворяющее начальному условию (2). В этих 
обозначениях имеет место следующая основная теорема 1. 
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Теорема 1. Для каждой точки ),( 0 ct  пространства nR +1  найдется такое 
действительное число 0λ , что для всех значений 0<0 λ≤λ  задача (1) – (3) 

имеет решение )(),( ** tutx . Более того, оказывается, что при Ttt ≤≤0  
 

)],()()([=)( **1* txtKthBRtu −′−                                        (28) 
 

где )(* th  – решение дифференциального уравнения 
 

))(),(()()()(])([=)( ***1* tutxftKtQzthtKBBRAth +−′′−− −&                 (29) 
 

с граничным условием 
 

).(=)(* TPzTh                                                       (30) 
 

Доказательство. Пусть )(tX  и )(tH  – решения линейных матричных диффе-
ренциальных уравнений  

 

EtXXtKBBRAX =)(,)]([= 0
1 ′− −&  

 

и, соответственно, 
 

,=)(,])([= 1 ETHHtKBBRAH ′′−− −&  
 

где E  – единичная )( nn× -матрица. Тогда при использовании управления (21) 
уравнение (20) эквивалентно уравнению 
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а уравнение (24) с граничным условием (25) – уравнению 
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Принимая во внимание (32), перепишем уравнение (31) в следующем эквива-
лентном виде 
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Тогда с учетом (21) система (31), (32) может быть представлена в символической 
форме 
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где 
 

),(=0 TPzh  
 

а ),,(=),,,(= 2
1
221

1
11

nn ffffff KK  и ),,(= 3
1
33

nfff K  – соответствующие вектор-
ные функции липшицевы. 

Пусть теперь a – некоторое положительное число. Обозначим через Σ  – 
множество точек nRhxt 21),,( +∈ , для которых выполнены неравенства 

 

,||,||, 00 ahhacxTtt ≤−≤−≤≤                                      (35) 
 

где || x  – евклидова длина вектора x . Так как Σ  – компактное множество, то 
найдется такое положительное число ,M  что для всех значений xt,  и h , удов-
летворяющих условиям (35), при Tt ≤τ≤0  выполняется неравенство 
 

32,1,=,|),,,(| lMhxtfl ≤τ .                                         (36) 
 

Обозначим через Ω  множество всех непрерывных пар ),( hx  функций, 

определенных на отрезке ],[ 0 Tt , принимающих значения в пространстве nR  и 
при Ttt ≤≤0  удовлетворяющих условиям 

 

,|)(|,|)(| 0 ahthactx ≤−≤−                                           (37) 
 

то есть Ω  – множество непрерывных пар ),( hx  функций, графики которых лежат 
в Σ . При этом будем рассматривать часть TΩ  множества Ω  такую, что наряду с 
неравенствами (37) при Thx Ω∈),(  выполнялись бы также неравенства: 
 

2
|)(|,

2
|)(| 00

ahhtHacctX ≤−≤−                                       (38) 
 

и 
 

.
2

|)()(|,
2

|)()(| 0
ahtHthactXtx ≤−≤−                                 (39) 

 

Тогда в силу неравенств 
 

|)(||)()(||)(| cctXctXtxctx −+−≤−  
 

и 
 

|)(||)()(||)(| 0000 hhtHhtHthhth −+−≤−  
 

из условий (38) и (39) следуют неравенства (37) и, таким образом, принадлеж-
ность пары ),( hx  к множеству Ω  обусловлена. 

Для всех значений Ttt ≤≤0  положим 
 

))(),((=)( thtxtϕ  
 

и будем говорить, что TΩ∈ϕ , если Thx Ω∈),( . Обозначим через F  оператор, 
задаваемый правыми частями системы (33), (34). Тогда, как легко видеть, если 
число T достаточно мало, то из принадлежности ϕ  к TΩ  следует принад-
лежность к TΩ  и функции 
 

,=* ϕϕ F                                                        (40) 
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где ),(= *** hxϕ . 

В самом деле, для того чтобы функция ,*ϕ  задаваемая соотношением (40), 
принадлежала к множеству ,TΩ  достаточно, чтобы при выполнении условия (38) 
для всех значений Ttt ≤≤0  были выполнены также и неравенства 

 

.
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|)()(| 0
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Но в силу (33), (34) и (36) имеем 
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Отсюда следует, что при 
 

2
)1)()(( 00

atTtTM ≤−+−                                           (41) 
 

условие, предъявляемое к оператору F  в (40), выполнено. 
Пусть теперь ),(= hxϕ  и ),(= gyψ  – некоторые две функции, принад-

лежащие к множеству TΩ . Тогда при выполнении неравенства (41) функции 
 

ϕϕ F=*  
 

и 
 

ψψ F=*  
 

также принадлежат к TΩ , где ),(= *** hxϕ  и ),(= *** gyψ . При этом оказы-
вается, что 
 

,=** ψ−ϕ≤ψ−ϕψ−ϕ kFF                                      (42) 
 

где |)(|max=
0

t
Ttt

ϕ
≤≤

ϕ  и k  – некоторое положительное число, не зависящее от ϕ  

и ψ  и при всех достаточно малых значениях 0> tT  удовлетворяющее условию 
 

1.<k                                                             (43) 
 

В самом деле, в силу липшецевости функции f для всех значений Ttt ≤≤0  и 
Tt ≤τ≤0  
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Поэтому 
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Но 
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и 
 

.|)()(||)()(| ττψ−τϕ≤ττ−τ ∫∫ ddgh
T

t

T

t

                                    (47) 

 

Тогда, если 
 

ττττ+ ∫ dhxtfhtHth
T

t

))(),(,,()(=)( 30
*  

 

и 
 

,))(),(,,()(=)( 30
* ττττ+ ∫ dgytfhtHtg

T

t

 

 

то из неравенств (45) – (47) следует, что 
 

.)(2 0
** ψ−ϕ−λ≤− tTgh

                                          (48) 
 

С другой стороны, в силу неравенства (44) 
 

[ ]

.|))()(||)()((|

|)()(||)()(|

))(),(,,())(),(,,(

))(),(,,())(),(,,(

0

22

11

0

τ
⎥
⎥
⎦

⎤
−+−+

⎢
⎢
⎣

⎡
+τ−τ+τ−τλ≤

≤τ
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

τ−τ+

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+τττ−τττ

∫

∫

∫

∫

ddssgshsysx

ghyx
t

ddssgsysfshsxsf

gytfhxtf

T

t

t

T

t

t

t

                       

(49)
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Но 
 

ττψ−τϕ≤ττ−τ ∫∫ ddyx
t

t

t

t

|)()(||)()(|
00

                                   (50) 

 

и 
 

.|)()(||)()(|
00

ττψ−τϕ≤ττ−τ ∫∫ ddgh
t

t

t

t

                                  (51) 

 

Тогда, если 
 

τ
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
τ+τττ+ ∫∫ ddsshsxsfhxtfctXtx

T

t

t

t

))(),(,,())(),(,,()(=)( 21

0

*  

 

и 
 

,))(),(,,())(),(,,()(=)( 21

0

* τ
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
τ+τττ+ ∫∫ ddssgsysfgytfctXty

T

t

t

t

 

 

то из неравенств (46), (47) и (49) – (51) следует, что 
 

.)1)()((2 00
** ψ−ϕ−+−λ≤− tTtTyx                                  (52) 

 

При этом, согласно неравенству треугольника, несложно заметить, что 
 

.****** ghyx −+−≤ψ−ϕ                                           (53) 
 
Поэтому, объединяя неравенства (48), (52) и (53), окончательно получаем, что 
 

.)1)()((4= 00
** ψ−ϕ−+−λ≤ψ−ϕψ−ϕ tTtTFF  

 
Таким образом, если 
 

1,<)1)()((4 00 tTtT −+−λ                                           (54) 
 

то, полагая 
 

),1)()((4= 00 tTtTk −+−λ  
 
видим, что при выполнении условия (54) выполнены также и условия (42) и (43). 
Сказанное означает, что существует такое действительное число 0λ , что при 

0<0 λ≤λ  выполняются условия (41) и (54) и обеспечивается выполнение требо-
ваний, предъявляемых к (40), (42) и (43). Поэтому везде в дальнейшем будем 
считать число T  заданным столь малым, что неравенства (41) и (54) для него 
выполнены. 

Для всех значений Ttt ≤≤0  и K2,1,0,=N  положим 
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))(),((=)( thtxt NNNϕ  
 

и построим последовательность функций 
 

,,,,, 10 KK Nϕϕϕ                                                  (55) 
 
определенных и непрерывных на отрезке ],[ 0 Tt , в силу системы (33), (34), приняв  
 

K2,1,0,=,=1 NF NN ϕϕ +                                      (56) 
 
и 
 

).,()( 00 hct ≡ϕ                                                    (57) 
 

Поскольку функция (57) принадлежит к множеству TΩ , то согласно 
равенству (56) все функции последовательности (55) также принадлежат к TΩ . 
Рассмотрим функциональное уравнение 

 
,= ϕϕ F                                                             (58) 

 
в котором в силу условий (42), (43) F  является сжимающим оператором, отобра-
жающим множество TΩ  в себя. Поэтому уравнение (58) имеет на множестве Ω  

решение *ϕ , которое может быть получено по формуле 
 

),(lim=)(* tt N
N

ϕϕ
∞→

                                                  (59) 

 
где сходимость равномерна на отрезке ],[ 0 Tt  (см., например, [7, с. 165]). Но, так 
как по построению 
 

),(=0 TPzh  
 
то согласно (57) последовательность (56) удовлетворяет начальным прибли-
жениям (26) и (27). Поэтому из равенств (21) и (59) следует существование  
функций )(* tu  и )(* tx , построенных по формулам 
 

)(=)(lim * tutuN
N ∞→

                                                 (60) 

 

и 
 

),(=)(lim * txtxN
N ∞→

                                               (61) 

 

где сходимость равномерна на отрезке ],[ 0 Tt . Поэтому функция )(* tx  является 

соответствующим )(* tu  решением уравнения (1) с начальным условием 
 

.=)( 0
* ctx  
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При этом уравнение (24) с граничным условием (25) переходит в уравнение (29)  
с граничным условием (30), а закон управления (21) – в (28). Более того, по 
построению 
 

)(=)(lim *uJuJ NN
N ∞→

 

 

и 
 

)()( uJuJ NNN ≤  
 

для всех TLu 2∈ , откуда и следует, что для каждой функции TLu 2∈  
 

),(lim)(=)(lim * uJuJuJ N
N

NN
N ∞→∞→

≤  

 

то есть )(* tu  – оптимальное управление в задаче (1) – (3). 
Таким образом, теорема 1 доказана. 
Замечание. Необходимо отметить, что автономность системы (1) и пос-

тоянство матриц Q  и R  в настоящей работе фактически нигде не используется и 
приняты исключительно для простоты обозначений. В любом случае решение 
задачи (1) – (3) может быть найдено из тривиального решения вспомогательных 
линейно-квадратичных задач по формулам (60), (61), а существование решения и 
предельного перехода по построению гарантировано. 
 

4. Общий случай 
 

Вновь рассмотрим задачу о минимизации функционала (4) при ограничении 
(5). Поскольку для любых действительных (n×n)- и (n×m)-матриц A  и B  

 

[ ],),(),( BuAxuxgBuAxuxg −−++≡  
 
то, как легко видеть, в качестве тривиального следствия теоремы 1 справедлива 
теорема 2. 

Теорема 2.  Пусть A  и B  – произвольные действительные (n×n)- и (n×m)- 
матрицы. Тогда для каждой точки ),( 0 ct  пространства nR +1  найдется такое 
действительное число 0λ , что для всех значений 0<0 λ≤λ  задача (4), (5) имеет 

решение )(),( ** tutx . Более того, оказывается, что при Ttt ≤≤0  
 

)],()()([=)( *1* txtKthBRtu −′−  
 

где )(th  – решение дифференциального уравнения 
 

)],()())(),(()[()()(])([=)( ****1 tButAxtutxgtKtQzthtKBBRAth −−+−′′−− −&  
 
с граничным условием 
 

).(=)( TPzTh  
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Замечание. Весьма важным представляется то, что согласно теоремам 1 и 2 
решение каждой из задач (1) – (3) или (4), (5) всегда дается нелинейным законом 
управления с обратной связью. Более того, из доказательства теоремы 1 видно, 
что если на произвольном отрезке ],[ 0 Tt  схема (19) – (27) в силу каких-либо 
обстоятельств сходится (метод последовательных приближений Пикара), то она 
сходится именно к решению задачи (1) – (3). 

 
Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты №09-01-00655,  

10-07-00136). 
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Systems via Quadratic Criterion 
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Abstract: The paper presetns the theorem of solutions to the general problem of 
stabilization for single-class of nonlinear systems. The feedback control law is the 
solution to this problem. The scheme of consecutive approximations allowing to obtain 
this law is established. 
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Über die Optimalsteuerung von einer Klasse der nichtlinearen Systeme 
nach dem quadratischen Ktiterium 

 
Zusammenfassung: Es ist das Theorem der Existenz der Lösungen der 

Gesamtaufgabe der Stabilisierung für eine Klasse der nichtlinearen Systeme angeführt. 
Es ist gezeigt, daß die Lösung dieser Aufgabe durch das Steuerungsgesetz mit der 
Rückverbindung verwircklicht wird. Es ist das Schema der konsekutiven 
Approximationen, das dieses Gesetz zu erhalten erlaubt, festgestellt. 
 

 
 

Sur la commande optimale d’une classe des systèmes  
non-linéaires d’après le critère quadratique 

 
Résumé: Est cité le théorème de l’existance de la solution d’un problème  

commun de la stabilisation pour une classe des systèmes non-linéaires. Est montré que 
la solution de ce problème est donnée par la loi de la commande avec feedback. Est 
établi le schéma des approximations consécutives permettant d’obtenir cette loi. 
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